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qui  comprend  /'Arithmétique^  /* Algèbre^  la  Géométrie* 
la  fV^nbmétrie  rectiligne  et  sphérique^  ainsi  que 
/'Afipllcation  de  TAlgèbre^à  la  Géométrie..  On  trouvera 
dans  les  Essab  sur  l'Enseignement^  du  même  Auteur ^ 
t  analyse  de  chacune  de  ces  parties^  auxquelles  font 
suite,  le  Complément  des  Elémens  d* Algèbre ,  le  Com- 
plément des  Élémens  de  Géométrie  ^ou  Élémens  de 
Géométrie  descriptive  3>  &  Traité  élémentaire  de  Cal- 
cul difiFérentiel  et  de  Calcul  intépal ,  et  le  Traité  élé* 
mentaire  du  Calcul  des  Probabilités. 


Tout  Exemplaire  du  présent  Traité j  qui  ne 
porterait  pas ,  comme  ci^dessous ,  les  signatures 
de  V Auteur  et  du  Libraire  ^  sera  contrefait. 
Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour 
atteindre  y  cojtformément  à  la  loij  lesfabrica^ 
teurs  et  les  débitans  de  ces  Exemplaires. 
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des  décimales ,  j3q 

Décomposition  d^un  nombre  dans  ses  facteurs,  lit 

Idée  des  fractions  continues ,  ii3 

Sur  l'application  de  l'Arithmétique  à  la  Banque  et 
au  Commerce,  i^g 

Comparaison  des  anciennes  mesures  avec  les  nou-- 
celles,  ,4g  ^ 

Caractères  usités  pour  désigner  les  anciennes  me- 
^^^^  ibid. 

Toiles  pour  la  conversion  des  mesures  anciennes  en 
mesures  nouvelles^  et  réciproquement,  i5o 

Comparaison  de  quelques  mesures  étrangères  avec  les 
,  nouvelles  mesures  françaises ,  1 55 

Tableau  de  comparaison  des  monnaies  étrangères, 

ibid» 

FIN   DE   LA  TABLE. 
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Explication  des  chiffres  romàinf. 


Un 
Deux 

Trois 
Quatre 
Ciiiq 
Six 
Sept 
Huit 
Neuf 
Dix 
Vingt 
Ti-eote 
larante 
iinquante 
Soixante 
Soixante-dix 
Quatre-yingts 
Quatre-vingt-dixJ 
Cent 

Deux  cents 
Trois  cents 
Quatre  cents 
Cinq  cents 
Six  cents 
Sept  cents 
Huit  cents    . 
Neuf  cents 
Mille 

Onze  cents 
Douze  cents 
Treize  cents 
Quatorze  cents 
Quinze  cents 


I 

n 
m 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

iX 

X 

XX 

XL 

L 

LX 

LXX 

LXXX 

XC 

C 

ce 

CCC 

CCCC 

DouI3 

DC 

DCC 

DCCC 

DCCCC 

M  ou  CID 

MC 

MCC 

MCGC 

MCCCC 

MD 


l 
iv 

V 

V. 

VI] 

••• 

VU) 

ix 
x 

XX 
XXX 

xl 

1 

Ix 

Ixx 

Ixxx 

XC 

c 
ce 

CCC 
CCCC 

d 

de 

dcc 

dccc 

dcccc 

m 

me 

mec 

mocc 

meccc 

md 


*  Eu  Suisse 
et  dans  une 

gr^de 
barde  de  la 
France  ,011 

dit 

septante  ,   ' 

octante , 

nonante ,  ce 

qui  est  plttS" 

régulier. 


Obseryat.  Tout  numéro  placé  entre  deux  parenthèses ,  in* 
dique  l'article  sur  lequel  s'appuie  celui  oii  il  est  cité;  et  il  faut 
relire  le  premier,  si  Von  ne  se  rappelle  pas  le  rapport  qu'il  peut 
at*oir  avec  ce  que  contient  le  second. 
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lyÀKITHMÉTIQUE. 

■■    .  •'      •     •  :    ■■■'■"  ''■  ^  '  •    •  .      .  .. 

D^  là  NumérAfiôn. 

1.     JLi.A  comparaisop  del  divfs/s  objets  qui  tomi^eat. 
•  sous  nos  86iiS|  nous   fait .  bientôt   apçrqeYoir  ^   da^ai 
tçus  ce8.(^etS9  un  attribut  (  ç>ii  qiu^Uté.))X»ar  ieç|u«l', 
onp^ut  lea  cooGevoir  susceptibles ^4*augmentation.çt 
de  dijpinatioii  :  cet  attribut  est  la.^rfvu2eur.    EU^.j^ç 
montrq.fin  gén^rd  sous  ^wi  fqr^s  ^JlFéFejçites,: .,     ,,  ; 

Tantôt  Gpmme  une  co}lection  de  plusieurs  choses 
pareilles  ou  de  -plusieurs  parties  séparées;  on  la  désigne 
alors  par  le  mot  nombre  : 

Tantôt  comme  un.seul  toi^t»  s^s  distinction  .de 
parties  :  c'est  ainsi  que  Ton  conçoit  la  distance  entre 
deux  points,  ou  la  longueur,  de.  la  ligne  qui  va  de  Tun  , 
à  l'autre;  les  ^contours  ou  je^  enveloppes,  qui  déter- 
minent la  figure  et  Y  étendue  des  corps  ;  enfin  cette 
étendu^  e]\^s^m^.  y,  ,    ,.  f. 

Le  C9xa^itàtt  piropre  à  cottç  dsrpièr^  £brmie  de^la  gran-  - 
dent  ;  c'^est  lat  Uaiàeat  tqu'cm  '  envîaage'  dint  «e»  j^avties  au 
lemr  contftaaîl^;  tan^.que  clÉna^lèrnèndire^on  çonsidàre , 
seulement  combien  il  contient  de^. parties,. circonstance > 
à  laquaUo  se  rappoirtlaitf  d'abosd*  h^  woot  quànâité  qu'on 
a  ensuite  appliqud.  à  la  giranidèur»  en  général  ^  en .  obser-r  * 
vant  d'appeler^  çuo^à^  con^mi^e^h  candeur  eongidérée. 
sous  la  fiorm^  continue ,  pour  1^  distinguer'  du  nombre  ^ 
qu'on  nomme  quantité  discrète  on  discontinue,  \ 

Dix-septième  édition,  i 
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2.  Tout  ce  iqui  concerne  la  grandeur  est  l'objet  de  la 

crakuient  1  objet  à»  V  Jtrithmétiqu^,    • 

La  candeur  continue  appartient  à  la  Géométrie  y  qui 
s*occupe  parfiddièTement  derprepriété»  (jue^présentent 
les  formes  des  corps  par  rapport  à  l'étendue", 

5.  Le  nombre  étant-la  coUection  de  plu^^urs  choses 
pareilles,  ou  de  plusieurs  parties  distinctes,  suppose 
l'existence  d'une  d«  ces  choses  ou  de  ces  parties ,  prise 
pour  terme  de  comparaison  et  qu'on  appelle  alors  unf/^. 

La  manière  la  plus  naturelle  de  former  les  nombres , 
est  de  joindre  d'abord  une  unité  atet  tme  àtftre  , 
puis  encore  une  autre  avec  lar  réimioiL  des  précé- 
dentes; et  ehcontiniranlf  ainsi,  on  compose  des  co^ 
lectîons  d^nités,  qu'on  exprime  par  des  noms>patiti<^ 
cttlicrs  :  renscmbie  de  ces  noms,  qui  changé  Wntie 
langue  aune  autiré,  compc^s^  là  numération p^tée, 

4-  G>mme  rien  ne  limite  la  grandeur  à  îaquèlle  on 
peirt  porter  le  nombre ,  puisqu'il  est  toujours  possible , 
quelque  grand  que  soit  un  nombre ,  d'y  joindre  une 
unité  de  plus ,  on  conçoit  qu'A'  existe  une  Infinfté  de 
nombres  différens,  et  qu'il  serait  par  conséqué&t  iitt-» 
possible  de  les  exprimer,  dans  quelque  langue  que  ce 
fût,  par  des  noms  isolés  Ou  itodépendâiis  îes  uns^  derf 
autres.  .  î        r ,       - 

De  là  sont  nées  les  nomenclatures^,  dlàti»  lesqueflles 
on  a  tâ^b^  im  Be>  procttvér,  |>ar  les  o(MttbJiMtMoiitf>  d*àn 
petit  ûltttti^ife'iâtfmots  «9suf«ttÎB  à  d«r  immiMk  l^âliètM 
et  par-  eo^sséqvent' faciles  ài  ratQnir  ^  «A  geand^nomlltf* 
d^expf  essionS' dk^4ttes. 

Ce)le»4(ii«80nrewiitôagedjeyi»klàii^ii»fimiç^  ie 
tirem^,  â  q^elqttes^  •xpca^mm  près ,  d«éiM|i|i  âs^^gHé» 
att3iE:,n6ttf  fh-enaJer^ïtoâlbFïis',  et  de  e«)»4  que  pfirsiwmrtt' 
ensufie  tes  coHectiott»  d^  dio(  ^  é#  ceMi  et  Ai  ^^iUé^ 
unités.  .        :«        r  . 


^j 
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Ea  effet, lés ùnltêïâécôfàpteù'è par    '  '  '  '    ' 
un,  deux,  irdisy  HfiièOfe,  cirUj ,  six,  sept,  Huit  tt  mi^} 

Les  eolléctioiïd  de  &k  xaâiès  6à  \t^  iixàinJéi,  jiaif     ' 
iffjt,  vingt,  trente,  ^Udrdfiië,  dUifiMHe,  sàixWiiè, 
soixante  et  dix,  quatre^vingt ,  quatre-'bingi-^dix  (*); 

tiêë  éfoll&ctîoiiis  de  &x  ditainésf,  où  léé  éentSnèi ,  se 
ebâi|ite'iit  avec  lé^  noms  affecfés*  âiût  unités^.  On  dît  :' 
cëiii,  deux  cents,  trois  cèdti , *• .  ^éùfcéttls, 

L^^  cotiëtûàns  âëâix  tèni^ëé,  ôtiles  mille,  éë  cdioblf^ 
tëài,  soît  àiéè  léé  ùôiiis  àSëàtéi  âdx  neuf  ^éMm 
nôïiîbiëi ,  É(At  par  cSbifa&iféé  ëi  dëidamt^  i  éShd  6ti  ffîf  : 

rhilié,  deux  rhillé , riëuffhillè, 

dix  mille,  vingt  mille,  etc. , 
céntihiUë,dèUxééHt7hilJë,è1î&: 

Leij  èôlleetiôtiâ  dé  dtk  céiHiSnili  êë  tiS^t  ,dëûê  tbffl^ 
&^  nSllé ,  poi^ni  lé  nota  dé  nUlliânà ,-  é¥  se  ëtiinptëAi 
cônnnér  fe  àifllé.    ' 

*  Lés  éàHûtAhûi  âé'  dit  céùtàiAés'  de  MlKSitè'  6n  Sè 
mille  millions ,  se  nomment  billions,  et  se"  c<Myréiit 
c<toï&è' leà' ùiilHôiïrf  (*^. 

Cfaaleùne  de^  céffèctioâè''  dé^i^éëér  'pfêéêê^mmSt  "; 
é^  càtisiëêtêû  càiàtak  fàrihÉiiî  iittëitjiitéâ'm  mf^  ai 
plus  en  plus  élevé ,  S  tt^^sai^  éffféë  dëcÀ^Sé^^im 
sinf pies,  Onyoit^ussiqjae  les  noms  de  dixaine  et  de  cen^ 
taine  se  répètent  toujours ,  et  qa  il  ne  s*en  introduit  de 


^\,'^êiâm9ifMiMé  ÙinâSé^é^fi^lt^tllMk^  \»£mbUumtté^ 
dtiêàtè  Êlki^JSims  dhé  ervin^»  et  nmfktàeci  ain^i  jpi'oA  Iç^loili 
encore  dims  plusieurs  parties  de  la  France ,  ka  dénomination^  cooir 
posées,  soixante  et  dix,  quatre-vingt  et  éjuatre-vingi-dix ,  par 
fès  ifîoiil  sé0ahfè;6cîânt(f  et  Aonità^'tè,  fl  è^' ft' |ir($pos  dl»  ièMst- 

dVÙÊpmt  pi»  yuipékeèj  et  d'apvès'.UqiBelIkf  Q^.dMÎ^'fér-'v»^ 
ppurexpràn^  Je, nombre  centyvingu 

^'^  Les  iNUions  ie  nomment  milliards  daVis  les  calculs  <le 
finance* 

1.. 
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nouveaux^  tels  qiie  mille,  million,  billion,  que  de  quatre 
çn  cjuatre  ordres  seulement.  Suivant  cette  loi,  aux 
billions  on  fait  succéder  les  trillions  ,^uatrillions ,  quin- 
tillions,  etc.y  qui  ont,  comme  les  billions^  leurs  dixaine^s 
et  leurs  centaines. 

Les  nombres  exprimés  de  cette  manière^  lorsqu'il 
entre  plus  d'un  niot  da^8  leur  énonciation ,  se  trouyeàt 
décomposés  en  plusieurs  des  collections,  ou  ordres  d'u- 
nités, désignées  ci-dessus;  par  exemple^  le  nombre  ex- 
primé par  cinq  certt  mille  trois  cent  deux,  se  trouva 
décomposé  en  trois  parties,  qui  sont  cinq  centaines  de 
mille ,  trois  centaines  d'unités  simples  et  deux  de  ces 
dernières  unités, 

5.  La  longueur  de  l'expression  en  toutes  lettres, 
des  nombres,  lorsqu'ils  sont  un  peu  grands,  a  fait  ima- 
giner des  caractères  exclusivement  affectés  à  leur 
représentation  abrégée  ;  et  de  là  est  venu  l'art  d'écrire 
le?  npmbre»  par  ces  caractères  appelés  chiffres,  ou  la 
Kumération  écrite.  .     ■     , 

Celle  qui  est  adoptée  aujourd'hui,  suit. une  marche 
à  peu  près  analogue  à  la  numération  parlée.  D'abord, 
les  neuf  prenûers,  nombres  y  sont  représentés  chacun 
par.  un  caractère  particulier ,  savoir  : 

i';     2         34         5       6       7        8       9 
Un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept ,  hiiit,  neuf: 

Quand  un  nombre  est  composé  de  djxaines  et  d'uni- 
tés ^  on  en  écrit  successivement ,  de  gauche  à  droite  ^  le» 
dixaine»  et  les  unités,  par  le  caractère  affecté  à  leur 
nombre.    Le  nombre   quarante-sept  y^  ^bx    exemple, 
8*écrit  47  '•  le  premier  chiffre  à  gauche^  4,  marque  Tes 
quatre  dixaines,  et  a  par  conséquent  luie  valeur  djbç  fois 
plus  grande  que  celle  <pi'il  aurait  s'il  éteit  seul;  tandis 
qi^e  le  chiffre  7,  placé  à  droite,  exprims^nt  les  sept 
unités,  n'aque  la  valeur  qui  lui  a  été  d'abord  attachée^ 


I 

i 

K 


On  voit  dans  le  nombre  trente-trois,  qui  s'écrit  S5, 
1b  chiffre  3  répété  deux  fois ,  mais  avec  des  valeurs 
différentes  :  le  premier ,  vers  la  gauche,  a  une  valeur 
dix  fois  plus  grande  que  celui  qui  est  à  sa  droite. 

C*est  là  le  principe  fondamental.de  notre  numéra- 
tion écrite. 

Si  on  voulait  exprimer  cfi^zMin^e,  bu  cinq  dixaines , 
comme  il  n'y  a  point  d'unités  dans  ce  nombre ,  on  n'au- 
rait à  écrire  que  le  chiffre  5  ^  et  i}  faudrait  par  consé- 
quent désigner,  par  une  marque  particulière^  que  dans 
l'expression  dii  nombre ,  ce  chiffre  doit  occuper  la  pre^ 
mière  place  à  gauche  ;  pour  cela ,  on  mettrait  à  sa  droite 
Je  caractère  o ,  ou  le  zéro  y  qpi  n'a  par  lui-^même  au- 
cune valeur ,  et  qui  ne  sert  qu'4  remplir  la  place  des 
(x>llection8  d'unités  qui  manquent  dans  renonciation  du 
nombre  proposé  ^  et  l'on  aurait  5o. 

6.  C'est  avec  dix  caractères  seiUement ,  et  la  Con- 
vention établie  ci-dessus ,  sur  la  valeur  que  les  chiffres 
tirent  du  rang  qu'ils  occupent ,  qu'on  parvient  à  expri- 
mer tous  les  nombres  possU>les. 

Avec  deux  chiffres,  on  peut  écrire  jusqu'à  neuf 
dixaines  et  neuf  unités ,  ce  qui  forme  «99 ,  ou  quatre^ 
wtigt-^ix-neuf.  Après  ce  nombre  vient  la  centaine, 
qui  se  marque  par  le. chiffre '1,  plus  avancé  d*un 
rang  vers  la  gauche  qu'il  ne  le  serait  s'il  exprimait  des 
dixaines  ;  et  pour  cela%  on  met  deux  zéros  à  sa  droite , 
ce  qui  fait  100. 

Les  unités  et  les  dixàiiies  qu'on  ajoutera  ensuite  pour 
former  les  nombres  supérieurs  à  100,  prendront  la  place 
qui  leur  est  propre  ;  ainsi  cent  un  s'écrira  en  chiffres 
101^  cent  onze  s'écrira  111.  On  voit  dans  ce  nonibre  le 
mênie  chiffre  répété  trois  fois  avec  des  valeurs  diffé-* 
rentes.  Au  premier  rang ,  en  commençant  par  la  droite, 
il  exprime  une  unité  ^  au  second  une  dixaine ,  au  troir^ 
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sièine  une  centaine.  |1  en  eètdç  même  ^a^&  lef  npmbçesi 
ââa^^  333  y  444 1  ^tP-  C'^^l^  ^Qsi  <r^Ç>  pd^  «uite  4^  1^ 
convention  établie  précédemmei^t  à  Téçfrd  des  çlpf^^iaçsk^ 
et  des  unités ,  un  même  chiffre  exprime  de^s  unités  de, 
dix  en  dix  fois  plus  grandes  f  à  mesure  qupnl^avaJkce 
de  la  droite  vers  la  gauche,  et  devient ,  par  un  simple 
changernent  de  place,  susceptible  de  représenter  succes- 
sivement les  diverses  collections  d'unités  qui  peuvent 
entrer  dans  f  expression  d'un  nombre, 

7.  Ch|  écrit  donc  im  nombre  sons  la  dictée^  ou 
diaprés  son  énoncé ,  en  plaçant  snccessivement  A  côté 
les  uns  des  autres /en  commençant  par  la  gauche^  les 
chiffres  qui  expriment  les  nombres  d^unités  de  chaîne 
coUectiôn;  mais  il  faut  avoir  présent  à  l'esprit  Tordre 
dans  lequel  se  succèdent  ces  coUectiems,  pour  n^en 
omettre  aucune  >  et  remplir  par  des  zéros  la  place  de 
celles  qui  çiaitqaeDt  4«n«  Ténoneédn  nojaibrQ  k  écrire. 
&i  c'était»  p#  exemple  >  troif  çea$  vingtH^uatre  miilfir 
Tieufcer^  9i4al?«>  on  ineftinit  3  pour  h^  oe&tainea  de 
mille ,  s  pour  les  vingt  milk  ou  deux  âixaines  de  ndHe , 
J^  pour  les  mille,  g  po^r  \^8  pentaiuf^  j[  ^t  comme  im- 
médiatement fopr^s  les  cei^taines  viennent  les  dix^nes^ 
qui  manquant  âanfi  le  QQX^rç  {^pp^osé ,  oq  mettrait  o. 
pouf  en  tenir  li^u,  puis,  on  po^er^t  le  çWffV^  4  4^3 
^t^?  :  on  aiîT^  ^  p^tt^  ^«Wè^fi  55^48^4- 

De  même ,  avec  l'attention  de  remplir  par  ^ef  zéros 
les  places  des  dizaines  de  mille ,  des  mille  et  des  dizai- 
nes, qui  manquent  dans  lé  nombre  cinq  cent  milie  trois 
cent  deux ,  on  écrira  5oo3o3. 

r 

8.  Lorsqu'un  nombre  est  écrit  en  chiffres ,  pour  re- 
noncer ou  le  traduire  dans  la  langue  ordinaire ,  il  faut 
substituer  à  chacun  des  chiffres  le  mot  qu'il  représente, 
et,  d'après  la  place  qu'occupe  ce  chiffre,  déngnér  I« 


pk,9i^Y^a|:  éclaimr»  ceq  ^ 

2^^897,531,580,346. 

•     S--S  I  f  ?  I  rs  |g  p  g  s  ï 
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en  «1  o» 

•  •  • 

Les  chiffres  de  ce  nombre  sont  partagés^  par  des  var- 
gqles,  len  groupes,  ou  tranches ,  de  trois  en  trois ,  en  com- 
m^ençant  par  la  droite  ;  mais  la  dernière  tranche  à^  gau- 
che I  qpj ,  dansFe^èmple j9,çtgLel>  n  a  qiie  deu)c  chines , 
pourra  que^goefois  n  eu,  aypir  qu'un  sjeul.  ,Ohacuu^  de 
ces  ^anche^  rçpoud  aux  collçiotions  daignées  par  Ijes 
ïooU  unité j,  miUe,^  million ,  billion ,  trillion  ,  et  ses 
chiffres  eu  expriment  suocessivement  les  uni^s  ^  les 
diziûnes  et  les  .  centaines.  On  forme  pçir  consécmont 
Fexprwiqn  fin  toutes  lettres  du  nombre  propose  ^  en 
énonçant  çh^qn»  t^ranche  comme  si  elle  était  séulfi ^.^t 
$n  çjwt^  «pr^  sfs  unités  le  nom  qu* elles  portant ^ 

Dâtt»  r«xea^pld  cl^emft,  onlif  :  ving^quatr^  ini- 
Uomt'f*  hui^  cent  quatrëHvin^^diss^efit  MUiem  ,  iwis 
eentvif^t*^mÈ'ndllioms^  cinq  omC  quatr0^ngt  miUe 
trois  cent  qiuanamitehsix  uitités^ 

9.  Les  nombres  petiycmt  se  considérer  de  deux  ma- 
uièr^s ,  savoir  :  Couuue  je  yîéns  de  le  fâîfe ,  .  êU  ne 
particularisant  point  l'espèpe  4e  chose  ou  d'Unité  à 
laquelle  ils  se  rapportent  »  et  alors  on  les  appelle 
nombres  abstraits ,  on  bien  en  désignât  "^ré^pëce 
de  leurs  unités ,  comme  quand  on  dit  deux  hommes , 
cinq  années,  trois  heures,  etc.;  et  ce  sont  alors  dès 
nombres  ciuicm^. 


8  TRAITÉ     ÉLÉM  ENTAïaE 

B  est  éyident  ^e  la-fermation  des  nombres^  par 
la  réunion  saccesôye  des  unités,  ne  tient  point  à  lana- 
tnre  de  ces  unités ,  et  qa'il  en  est  de  même  de  tontes  les 
propriétés  qoi  résultent  de  cette  fonnation  ,  d'après 
lesquelles  on  parvient  4  composer  et  à  décomposer  les 
nombres  les  uns  par  les  antres,  ce  qu'on  appelle  cal^ 
culer.  Je  yais  donc  exposer  Içs  principales  règles  du 
calcul  des  nombres,  sans  avoir  égard  à  la  nature  de 
leurs  unités. 

De  V Addition. 

m  \ 

\ 

lo.  Cette  opération  qui  a  pour  but  de  réunir  plu- 
sieurs nombres  en  un  seul ,  n'est  qu'une  abréviation  de 
la  formation  des  nombres  par  la  réunion  successive  des 
unités.  Si,  par  exemple ,  à  sept  on  voulait  ajouter  cinq , 
il  faudrait,  dans  la  suite  des  noms  un,  deux,  trois, 
quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  etc.,  assignés  aux  nom- 
bres, s'élever  de  cinq  degrés  au-dessus  dn  mot  ^ep^^ 
et  Ton  parviendrait  alors  an  mot  douze,  qui  répond  par 
conséquent  à  la  réunion  de  sept  unités  avec  cinq.  C'est 
sur  ce  procédé  que  sont  fondées  toutes  les  additions  des 
petits  nombres  y  et  dont  les  résultats  sont  appris  de 
mémoire.  Son  application  immédiate  aux  nombres  un 
peu  grands  seraitimpraticable  ;  mais  alors  on  les  conçoit 
décomposés  dans  l«urs  diverses  collections  d'nnitéa» 
pour  effectuer  séparément  la  réunion  de  celles  qui 
portent  le  même  nom.  Pour  ajouter,  par  exemple, 
s^y  ^vec  3d ,  on  réunit  les  7  unités  du  premier  nombre 
avçc  les  a  du  second ,  ce  qui  en  f^it  9  ,  puis  les  û  dixai- 
nés  du  premier  avec  les  3  du  second ,  ce  qui  fait  cinq 
dixaines.  L'ensemble  àe  ces  deux  résultats  forme  im 
total  de  5  dixaines  et  g  unités,  ou  69 ,  qui  exprime  la 
spmme  des /nombres  proposés. 

Quelque  grands  que  soient  les  nombres  qu'il  faut 
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ajouter  ensemble  ^  on  peut  leur  appliquer  ce  qui  vient 
d'être  dit  \  mais  il  faut  observer  que  les  sommes  par- 
tieHes,  résultantes  de  Faddition  de  deux  noïnbres  exprir- 
més  par  un  seul  chiiFre ,  peuvent  souvent  produire  des 
dixaines^  ou  des  unités  de  la  collection  supérieure ,  et 
qui  doivent  p^r  conséquent  être  réunies  ^vec  belles  de 
cette  collection.  ^  ' 

Dans  l'addition  des  nombres  49  et  78  ^  la  somme  des 
unités  9  et  8  eu  produit  ij,  dont  il  faut  réserver  lo^  ou 
une  dixaîne ,  pour  joindre  à  la  somme  des  dixaines  des 
nombres  proposés  :  on  dira  donc  ^etj  font  1 1 ,  et  en 
y  joignant  la  dixaine  réservée,  on  iiura  lApour  U  tota- 
lité des  dixaines  contenues  dans  la  somme  de  cee  nom- 
bres y  qui  renfermera ,  pai;  conséquent ,  1  centaine , 
â  dixaines  et  7  unités ,  ce  qui  fera  1 127. 

1 1 .  En  partant  de  ces  principes  y  on  a  trouvé  une 
manière  de  disposer  les  nombres  à  ajouter ,  qui 'facilite 
la  réunion  de  leurs  diverses  collections  d'unités^  et  on  a 
formé  une  règle  que  l'exemple  suivant  fera  sùlfisam- 
ment  connaître. 

•    •  •  •  ' 

Soient  les  nombres  5q,j  ,  aSig  ^  981^'j  7S  et  8  ;  pour 
les  ajouter  ensemble  ,  on  commence  par  les  écrire 
les  uns  sous  les  antres,  en  plaçant  les  unités  de  même 
ordre  dans  une  même  colonne,  puis  on  tire  un  trait 
pour  les  séparer  du  résultat  qu'on  met  au-dessous. 

5a7 
a5i9 
981a 

73 

-   8 
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Oa  fait  d'abord  la  somme  des  nombres  contenus  dand 
la  colonne  des  unités ,  et  comme  on  trouve  ûq  ^  on  n'é- 
crit que  l^s  9  unités  et  on  retient  les  a  dixaines  poiur  les  ^ 
joindre  à  cellçs  qui  sont  contenues  dans  Iaço}onnç  sui- 
vante^ quij^  par  fe  vfxoyejx  de  cet  accroissement,  con- 
tient x3  unités  de  sojx  ordre  ;  on  n*écrit  encore  au^ 
dessous  que  les  3  unités^  et  on  fetient  la  dixainepour 
la  joindre  à  la  colonne  suivante.  On  opère  sur  celle-ci 
COJIUII0  sur  la  précédente^  et  on  trouve  19;  on  n  étrit 
eaçoire  que  las  g  unités^  ttoit  rertient  I^  discaine  pour  la 
otrionaa  suivante  y  dont  k  somtne  est  alors  ciCHstposée  de 
i&  unités  ;  on  écrit  les  st  unités  sous  cette  colonne^  et 
oa  place  la  daaine  à  la  gauche»  ce  qui  revient  à  écrire 
1a  somme  de  la  derniièro  ocAoiBme  tellequ'onTa  trouvée. 
On  a  par  ce  ifioyen  i  ftgSg ,  pour  la  somme  des  |lo^lbFes 
proposés. 

i 

la.  Le  procédé  qu'on  vient  de  suivre  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  écrire,  les  uns  sous  les  autres,  les  nombres 
à  ajouter,  en  plaçant  lejurs  unifiés  de  même  ordre  dans 
une  même  colonne  ;  souligner  le  dernier  nombre  pour  le 
séparer  du  résultat;  ajouter  successivement ,  en  com- 
mençant ptit  la  droite,  les^  nombn^  coniems  dans 
chaque  colonne;  si  la  SQn^m»  ne  surpasse  pas  § ,  técrife 
telle  qu'on  ta  trouvée,  et  si  elle  renferme  des  dixaines , 
les  retenir  pour  les  joindre  à  la  colonne  suisianU  i  enfin- 
à  la  dernière  colop^  écrire  la  somme  trouvée* 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

7861  6S947  4649 

345  4674a  gaS 

8oa3      i3a684      9398 

iSaag      a46373      14876 


De  la  Soustraction. 

j 

i3.  Après  ayoir  appris  à  composer  un  nçmbre  pair 
rad4itipnde  plijisieurs  autres,  la  première  question  (|ui 
se  présente  est  d*ôter  un  nombre  d'un  autre  qui  le  sur- 
passe ,  ou ,  ce  qui  revient  au  mépie ,  dç,  décomposer 
celui-ci  en  deux  parties  /  dont  une  soit  l'autre  nombre 
donné.  Si  Ton  avait ,  pai:  ç^mple,  le  nombre  9,  et 
qu'on  en  voulût  retrancher  4  »  ^1  serait ,  par  cette  opé- 
ration ,  décomposé  en  dçus  pjurties  qui  le  reproduiraient 
par  l'addition. 

Penr  parvenir  à  ôter  un  nombre  d'un  autre ,  lo^sqo'iU 
ne  sont  pas  conaidéxables ,  il  faut  suivra  i^e  màrcbe 
opposée  à  celle  qu'on  a  prescrite  au  eenuaesoeiaent  du 
n**  10,  pour  trouver  leur  Somme  ,  c'est-à-dire  que 
dans  la  suite  des  noms  assises  aux  nomlures,  on  doit, 
à  partir  du  plus  grand^de  ceux  que  l'on  considère^ 
descendre  d'autant  de  degrés  qu'il  y  a  d  unités  dans  le 
plus  petit,  et  l'on  arrivera  au  nom  appliqué  à  la  diiFé- 
rencé  <Aeir<3hée  i  c^st  ainsi  qu*6n  descendant  de  qu^tx^ 
degrés  ai>-dessous  du  mot  neuf,  ou  parvient  à  cim^ , 
nom  qui  exprime  le  nombre  qu'il  faut  ajouter  i  4  poûi; 

foçnier  Q^  o^  cyri  I^^q^.Q  d^  eomliiiefli  9.  f^rpasse  4; 


grandi 

si  Von  &iw*  V,o|lé>r#i^H  ppwr  ^Xex  4  dft  9 ,,  w  ^^  ?W« 
ïe  restç^,  esf;  5i.  0^  y-pit;  que,  qijoiqw^  ^yi?oiqfw«*A  leA 
mots  rest^,  ^çès,  t^ffiérffice,  répond^  c^om  è  une 
manière  particulière  d'envisager  la  décomposition  du 
nombre  9  dans  les  deux  parties  4  et  5,  opération  qu'on 
désigne  toujours  par  le  nom  de  soustraction. 
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,  i4-  Lorsqu'il  s'agitide  nombres  un  peu  grands,  la 
soustraction  s'opère  par  parties^  en  retranchant  succes- 
sivement des  unitéé  de  chaque  ordre^  marquées  dans  le 
plus  grand  dçs  deux  nombres,  celles  des  ordres  cor- 
respondant^ marquées  dans  le  plus  petit.  Pour  le  faire 
commodément.^  on  dispose  ces  noml>res  comme  9687^ 
et  345  dans  l'exemple  ci-idessous  : 

9587 
345 


Reste 91142 

/ 
et  on  place  au-dessous  de  chaque  colonne  l'e^^cès  du 

nombre  supérieur  sur  le   nom1)re  inférieur   contenu 

dans  cette  colonne /en  disant  : 

I  .  .  .        .  • 

5  ôtés  de  7i  reste  q  -, 

.  4  ôtés  de  S  y  reste  4> 

3  ôtés  de  5,  reste  a, 

et  posant  ensuite  le  chiffre  9 ,  duquel  il  n'y  a  rien  à 
ôter;  le  reste  904^  marque  de  combien  9687  sur- 
passe 34^. 

L'exactitude  du  procédé  qu'on  vient  de  suivre  est 
incontestable ,  puisqu'en  ôtant  du  plus  grand  des  deux 
nombres  toutes  les  parties  contenues  dans  le  plus  petit, 
on  en  a  évidemment  ôté  ce  plus  petit. 

i5.  L'application  de  ce  procédé  demande  quelques 
attentions  particulières,  lorsque  quelques-uns  des  ordres 
d'unités  du  nombre  à  retrancher  en  contiennent  plus 
que  les  ordres  correspondans  de  l'autre  nombre. 
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Si  l'on  a,  par  exemple,  697  à  retrancher  de  5^4  » 

524 

397  . 
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Dans  Topération  figurée  ci-dessus^  on  ne  pourra  pas 
ôter  immédiatement  les  unités  du  nombre  inférieur  de 
celles  du  nombre  supérieur;  mais  le  nombre  62/^,  re- 
présenté ici  par  5  centaines  /  2  dixaines  et  4  unités^ 
peut  être  exprimé  d'une  manière  différentes  en  décom- 
posant  qi^elques-^unes  des  collections  d'unités  qu'il  con- 
tient, pour  en  réunir  une  partie ,  avec  >  d*autre9  d'un 
ordre  inférieur.  Au  lieu  d^s  2  dixaines  et  ^  unités  qui 
le  terminent,  on, peut  substituer  par  la  piensée  un^ 
dixaîue  et  14  unités  ;  retranchant  .a)ors  de  ces  dernières 
les  7  unités  du  nombre  inférieur ,  on  écrira  au-dessous 
le  reste  7.  Par  cette  nouvelle  décomposition,  le  nombre 
supérieur  ne  renferme  plus  qu'une  dixarine,  dontcm^ne 
saurait  par  conséquent  ôter  les  g  du  ndmbre'înfférieur^; 
mais  sur  les  5  centaines  exprimées  dans  le  nombre  su^ 
pétieixr,  6n  peut  en  prendre  1  pour  la  jôindré'afvéc  la 
dixaîne  restante ,  'et  Ton  aura  alors  4  centaibes  .6t 
1 1  dixaines  ;  retranchant  de  celles-ci  celles  du  nombre 
inférieur,  il  en  restera  2.  Enfin  on  'ôtera  des  4  centaines 
laissées  dans  le  nombre  supérieur  j  les  3  du  nombre' in-^ 
ferieur  ;  on  écrira  le  reste  1  ,  et  on  aura  1 37.  pour  le 
résultat  de  Topération  proposée. 

•  ■»  < 

.  ...      -  ,.,-•, 

Cette  manière  d'opérer  consiste  ,  comme  an  voit ,  à 

emprunter  dans  Tordre  supérieur,  une   unité  pour  la 

joindre,  suivant  sa  Valeur,  à  celles  de  l'ordre  sur  lequel 

on  opère  ,  en  observant  ensuite  de  compter  pour  utae 

unité    de   moins,  le    chiffre    supérieur  '  lorsqu'on   y 

arrivera. 


». 
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16.  Quand  îl  mâitq^e  des  ordred  d'unités  dains  le 
plus  grand  des  deux  nombres  ^  c'est--à-digfe  qu'il  y  a 
des  zéros  entre  ses  chiffres  significatifs,  il  faut  s'avancer 
jusqu'au  premier  de  ces  chiffres ,  à  gauche  ^  pour  faire 
l'emprunt  convenable.  £n  voici  un  exemple  : 

y 

7003 

.     348S 


Reste......  35o7 

Ne  j^ôiïvaût  ÔferlésS  uïlitéà  du  nômtofé  inféfîéiîifdiéîi 
a  du  nombre'  stipférietfr,  ôû  rctité  lô  unitéar  des»  *roo6 
marquées  paf  lé  dSilfrè  7 ,  il  eu  resfe  ilote  G^^,  él  èri 
f oignant  ïés  1  o  premiètes  au  chiffre  âr ,  lé  ttùnAré  éistpê" 
tîeùr  se  trouve  décomposé  ett  6tf^  et  ia«;  féûféKéBaât 
de  ce  dôi-âier  nombre  les  $  unités  dtf  nonlbre  iiifé^eùr, 
on  aura  7  fxJtit  ïes  uiiitésf  du  reste. 

Cet^  {première  opération  a  laissé  dans  le  nombre 
supéri^Ytir  69^^  unités  ou  69^  dixaines  ,  au  lieu  de  700 
qiiî  sedtexprimées  p2ur  les  3  derniers  chiffres  à  gauche  ^ 
ce  €gsÀ  remplace  par  conséquent  les  deux,  zéros  par  des 
^y  et  dœHBue  de  l'unité  le  preniier  chiffre  significatif  à 
g4it«hev  £n  cotatinuant  sur  oe  pied  la  soustraction  dans 
les:  au^-es  colonnes  ^^  elle  ne  souffre  aucune  difficulté  >  et 
l'on.  46ttve  l8<  reste  écrit  au-dessouB  de  l'exenjple. 

17.  En  résumant  les  réihar^^es  ^ù'ôù  a  faites  âaxit 
les  deux  n'*  précédons ,  ïa  règle  à  suivre  pour  opérer  la 
soustraction  sur  deux  nombres  quelconques,  peut  â'é- 
noncer  ainsi  :  placer  le  plus  petit  nombre  sous  le  plus 
grande  de  manière  que  leurs  unités  de  rnême  ordre 
soient  dans  une  même  colonne;  souligner  le  plus  petit 
pour  te  Réparer  du  résultat;  retrancher  successivement 
dans  chaque  colonne,  en  commençant  par  la  droite  j  le 
nombre  inférieur  dunombre  supérieur;  sicelanesepeut, 
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augmêntiBr  le  chiffré  supérièut  de  \6  unités;  compter 
te  premier  chiffre  significatif  qid  vient  après  cttui-tà 
pour  1  unité  de  moins ,  et  s'il  y  û  des  zéros  intermé^ 
diaires ,  les  regarder  comme  des  9. 

18.  On  peut,  pour  plus  de  facilité,  lorsqu'il  faudrait 
diminuer  le  chiffre  supéxi^e^r  d'une  unité,  le  compter 
pour  ce  qu'il  yaut ,  et  joindre  cette  unité  au  chiffre  in- 
férieur correspondant ,  qui  se  trouvant  augmenté ,  con- 
duit, ainsi  que  cela  doit  être ,  à  un  reste  moindre  d'une 
unité,  que  celui  qui  résultwait  des  chiffses écrits.  Dans 
le' premier  des  exemples  ci-dessous,  après  avoir  ôté 
6  unités  de  14  ;  on  comptera  la  8  inférieur  pour  un  9, 
et  ainsi  des  autres. 

978ff        '    V^4Sr  iigii4siS' 

f  •  .  . 

Delà  preuve  fîe  tu^ddition  et  de  TaSbus- 

trojctioïu 

^       '  ■ .  . 

.19^  ^E»^.  elEectnant  uafi.^9pératiaay  d'ap:èa  uifjNrOcécté^ 
doat  Jâ  légitimité  est  établie  spr  des. principes  ^X9^  pu' 
peu^  ei^cpjce  comnnettre^felques  eijrenrs  dan^Ie»  addi- 
tioas  ou  soustcactiona  partielïeâ  dont  on.  cherche  le. 
résultat  dans  sa  mémoire/,,  pour  prévenir  cet  inconvé- 
nient j.  on  a  recours^  à,  une:  opératioji  i^yerse  de  1^: pre- 
mière ^au  mojrefi. de  laquelle  du.  reconnaît  si  les. résul- 
tats de  celle-ci  sont  exacte:  c'est  ce  qulonappellfi  faire 
la  preui^e  de  l'opérationr.  proposée* 

€eAt«ullÉ  PâdditteA'  éotâ^t'é  à  tëtiàithtt  siKcbeésive^ 
iMnl^iïê»laiiotilifi<^'d^  hâtàBté^  ^oDréés;  toutes  "fe^ par- 
tttft.dtt.céf  Bèfiilifris  {^û'VôpêtëUcktîiéfe  h3èn'  fti^, 


l6  -    TRAltE     ÉLÉMEI3TAIEE 

on  ne  doit  trouver  aucun  reste.  Je  vais  montrer  sur 
lexemple  du  n**  1 1 ,  comment  on  effectue  à  la  fois 
toutes  les  soustractions. 

5ii7 

*  '    '      "  75  *  '        •      ' 
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On  ajoute  d'abord  les  nombres  contenus  dans  la  co- 
lonne la  plus  à  gauche^  qrui' renferme  ici  des  mille ^  et 
on  retranche  la  somme  1 1  du  sio^bre  la  qui  commence 
le  résultat.  Un  écrit  au-dessous  la  différence  1 ,  pro* 
duite  par  laxetenue  faite  sur  la  colonne  des  centaines 
dans  l'opération  primitive.  La  somme  de  la  colonne  des 
centaines ,-  prise  isolément ,  ne  s*élève  plus  qu'à  1 8  ;  ^i 
on  là  retranché  des  9  centaines  écirAes  au  restât  et 
jointes  au  mille  provenant  de  la'  colonne  précédente , 
à  gauche  /et  considéré  comme  dix  centaines,  le  reste  1 
écrit  au-dessous ,  marquera  encore  la  retenue  faîte'sur 
la  cotdnfié  des  dixaines.  La  somme  11  de  celle-ci  re- 
tranchée de  iS^  laisse  pour  reste  2  dixaines  provenant' 
de  la  retenue 'faite  sut  la  colonne  des  unités.  En  joignant 
dès  â  distainés  avec  les  9  unités  marquées  au  résultât  ; 
on  foMe  le  nombre' 229 ,  qui  dôiit  être  précisément  la 
somme  de  la:  colonne  dés  unités,  sur  laquelle  aucune 
autre  u'â  pu  influer  ;  en  ajoiitant  donc  de  nouveau  les 
nombres  contenus  dans  cette  colonne,  on  doit  encore,' 
si  l'opération  a  été  bien,  faife ,.  parvenir  W  wièméjté- 
sultat  ^  i^'avoir  par  conséquent  aucun  reste»  CW  ce 
qui.  ^Vtjivei  en  .effet  dans  l'exemple  ^cti^el^  et  ce-  que. 
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Diarque  le  o  écrit  sons  cette  colonne.  Le  procédé  que 
je  viens  d'expliquer  se  résume  ainsi:  pour  faire  la  preuve 
de  l'addition,  il  faut  ajouter  de  nouveau,  en  comment 
gant  par  la  gauche,  chacune  des  colonnes  de  l'opération; 
retrancher  la  somme  obtenue  en  dernier  lieu,  de  celle 
quiest  marquée  au-dessous;  écrire  les  restes  qu'on  trouvé 
et  les  joindre  comme  des  dixaines  à  la  colonne  suivante 
à  droite  :  si  l'opération  à  été  bien  faite,  il  ne  doit  rien 
rester  à  la  dernière  colonne. 

âo.  La  preuve  dé  la  soustraction  se  tire  iinniédiate^ 
nient  de  ce  que  le  plus  petit  noniBris  ajouté  avec  le 
reste,  compose  le  plus  grand.  Ainsi  1  pour  s'assuref  de 
l'exactitude  de  la  soustraction  suiyahté  y 


524' 
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mi  à  ajouté' au  reste  le  plus  petit  nombre^  et  le  résultat 
s*est  trouyé,  en  effet,  égal  au  plus  grand. 

.    De  la  Multiplication. 

ai»  Lorsque  lés  nombres  à  ajouter  entre  eux  sont 
égaux  I  l'adcttion  pread  le  nom  de  multipUcation ,  parce 
que  la  somme  esjt  alors  composée'de  l'un  de  ces  nom- 
bres répété  autant  de  fois  qu'il  y  avait  de  nombres  à 
ajouter;  rédproquementi  si  l'on  veut  répéter  un  nom- 
bre plusieurs  fois^  on  7  parviendra  en  ajou^t  ce 
nombre  à  lui-même  autant  de  fois,  moins  une, 
qu'il  dmt  être  répété;  Par  exemple ,  par  Taddition  sul- 
"vante , 

Dix*septième  édition.  a 
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,6 


16 
16 


«       ■  .  .  ■        .  •  . 

on- répète  le  nombre  16  qi^^tre  fois,  et  il  se  trouve 
ajouté  3  fois  à  lui-même. 

.  Répéter  oQ/oomliKe^afois,  c'est  le  douihrl.ZScis, 
c'est  \^,tripler^  4  foisi.c'e^t  le  quadrupler,  et  ainsi  de 

suite. .  ^  / 

aa..  TJne  multîplieation  reiiferine  trdts  nombres^  sa-* 
voir  :  celui  qu'on  répète.^  et  qui  s'appelle  multiplicande; 
le  nombre  qui  désigne  coinlMen  de  fois  on  le*  répète ,  et 
qui  s'appelle  multiplicateur}  enfin  le  résultat  de  l'opé- 
ration ,  qui  se  nomme  produit.  Le  multiplicande  et  le 
multiplicateur,  considérés  comnie  concourant  ensemble 
à  former  le  produit,  sont'  appelés  facteurs  de  ce 
produit.  Dans  Texemple  ci-dessus,  16  est  Je  multi^ 
pliéande  ,'4  ^^  mûhvpHcëte^r;  et  64  U  produit;  et  Voit 
voit  que  4  et  1 6  rsont  dés  f aoteurs  de  64. 

a5.  Lorsque  le  multiplicande  et  le  multiplicateur 
2$ontde  grands  noxhbres;  la  formation  du  produit  par 
l'addition  répétée  du  multiplicande  prendrait  un  temps  , 
très  considérable:  ôil  a  cherché  en  conséduence  à  Ta- 
faréger  i  eti  là  décompbsàilt  eh  dn  'certain  nt)mbrèd%pêi 
ràtioîlsTfjârlicHesi  fëèiîèrsà  effecttier^de  ililfnoîrè'  Oi 
répétferait,  par  ^èm^^ié ,  4  fois  lè^nombre  16;  ëà  pre»^ 
nahtteé^êiïiéÊnt  Itf  léêittc!  iibiAbïë'd)ë.f6fe/lète'6*uiîîtéïi 
et  là'-aiîeèilie»doitf  il-së'^oitfpdëc  :  il 'suffis  dfcÎÈic 'd^ 
C0tf»6îtf«^)ës  prbâuitfel-qiilè'dttknëftl^Iès^  ^nibi«if'd|ti^ 
ntfi6s^dèiâi»^é^«df«kdtl»^ikl^llëfifiè;^  'piàt  lÎPbi^flP 
plicateur,  lorsque  ce  dernier  nombre  n'a  qu'un'  *s«ul 
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chiffre;  et  éek relent, poottouslèscaspoaribles, à troii- 
Ter  lé  pfôdiiit  dé  l'un  qii%lconqae  des  g  premiers 
nombres  p^  ;toût  autre  de  ces  notûbréd.' 

st4.  Ces  produits  sont  conten^  dans  la  table  suivante  ^ 
attribuée  à  Pythàgore. 

TABLE  DE  PYTHAGORE- 


a 


I  '» 


8 


T" 


ta 


3. 


TT" 


8 


10 


19 

\ i 


12 


iS 


A'm 


»4 


8 


16 


>8 


ai 


TT — 

là 


l6 


ao 


a4 


,     f'        1 


6- 


12 


-r-t 


flO 


a5 


18 


"H'f     ■ 


ï4 


**M<- 


8 


i€ 


ai 


M 


'    1  I  <  -^ 


a* 


3o 


a» 


224. 


x8     87 


33 


36 


3o 


3S 


4° 


36 


40 


iiiAi 


48 


45 


aB 


35 


4a 


49- 


'-  -  -      ' 


6^ 


Sa 


1 


9 


07' 


40    4^ 


4» 


•♦*■ 


56 


36 


•— i— iW« 


T-'. 


54' 


54,lS3 


64 


» 


''    "'" 


1  f'.'f 


65 


<     '  /•■ 


7a 


1— ^ 


8»:!:  •• 


,< 


Ji:. 


i5.  Pouf  former  cette  table ,  on  écrit  d*aI^oipd  st^r 
une  même  ligne  les  nombres  i  ,  2  ^p ,  4^  ^ j  ^>  7 1  %  9} 
On  aîbtrté  ensuite  chacun  de  ces  nombres  i  iDi-même» 
et  Ton  écrit  la  sommé  surla^seconde  ligne,  qui.se  :trouyç 
composée^  alors  du  double  de  chaque  nonibre  de  la 
première ,  ou  du  produit  de  ce  nombre  par  s,    ' 

On  ajoute  de  même  a  chacun  des  nombres  de  la  se- 

0 . . 
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conde  ligne,  cçlui  qui  lui  correspond  dans  la  première  ^ 
et  Ton  dispose  les.  sommes  sur  une  troisième  ligne ,  quî 
renferme  ainsi  le  triple  de  chacun  des  nombres  de  la 
première.^  ou  leurs  produits  par  3.  Par  l'addition  des 
nombres  de  la  première  ligne  avec  ceux  de  la  troisième , 
on  en  formera  une  quatrième  qui  contiendra  le  quadru- 
ple de  chaque  nombre  de  la  première,  ou  le  produit  de 
ce  nombre  par  4>  et  ainsi  de  suite  i  jusqu*à  ce  que  Ton 
6oit  parvenu  à  la  neuvième  ligne ,  qui  contient  les  pro- 
duits des  nombres  de  la  première ,  multipliés  chacun 
par  9. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  divers  produits 
H*un  nombre  quelconque ,  par  les  jnombred  a,  3,  4i 
5;  etc.|  senommentles  ??itt/l^/eidecenomlH*e:aindi  6, 
9,  1  s ,.  1 5 ,  etc.  y  sont  les  multiples  de  3. 

526.  Quand  on  ^  bien  conçu  la  formation  de  cette 
table,  il  est  facile  d'en  conn^tre  Tusagé.  En  elTet,  si 
Ton  demandait ,  par  exemple ,  le  produit  de  7  par  5 ,  il 
faudrait,  dans  la  cinquième  ligne  qui  renferme  les  divers 
produits  des  neuf  premiers  nombres  multipliés  par  5  ^ 
prendre  celui  qui  répond  au-dessous  de  7  :  on  trouve- 
rait ainsi  35.  Il  en  est  de  même  pour  tout  aujre 
exemple  :  le  produit  se  trousse  dans  la  ligne  du  mul- 
tiplicateur, au-dessous  du  multiplicande, 

97.  En  cherchant  dans  la  table  de  Py thagore ,  le 
prodiiit  de  5  par  7,  on  trouvera  encore  comme  ci- 
dessus  35,  quoiqu*oaait  considéré  cette  fois  5  comme 
le  multiplicande ,  et  7  comme  le  multiplicateur.  €ette 
observation,  qu'on  peut  répéter  sur  chacun  des  prpdpits 
contenus  dans  la  table  est  générale  ;  et  l'onpeut  toujours, 
dtms  quelque  multiplication  que  ce  soit,  renverser  Vorr 
dre  des  facteurs ,  c'est-à-dire  prendre  le  multiplica' 
teur  pour  multiplicande  et  le  multiplicande  pour  nud- 
tiplicafeur. 


\ 
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'  Comme  la  table  de  Pythagore  ne  renferme  qu'un 
nombre  limité  de  produits/  il  ne  suffirait  pas  'd*avofir 
vérifié  dans  cette  table  la  conclusion  énoncée  plus  haut  ; 
car  on  pourrait  craindre  qu'elle  ne  fût  pas  vraie  pDur 
des  produits  plus  grands,  dont  le  nombre  est  illimité  :  il 
n  y  a  qu'un  railsonnëment  indépendant  de  toute  valeur 
particulière  du  multiplicande  et  du  multiplicateur;  qui 
puisse  montrer  que  la  conclusion  dont  il  s*agit  ne  souf- 
fre aucune  exception.  En  voici  un  d'autant  plus  propre 
à  remplir  ce  but  /qu'il  offre  une  image  sensible  dé  la 
manière  dont  se  forme  le  produit  de  deux  nombres. 
Four  le  faire  mieux  concevoir ,  je  l'appliquerai  d'abord 
aux^nombres  5  et  3. 

Si  Ton  écrit  sur  une  même  ligne  5  fois, le  chiffre  i , 
et  qu*pn  place  deux  lignes  semblables  auniessous  de  la 
première  j  comme  on  le  voit  plus,  bas  j         , 

I,   1,   i,   1,   I 

I,    1,   1,   I,   I 

1,    1,   1,   i,   1, 

le  nombre  total  des  chiffres  i  sera  composé  d'autant 
de  fois  5  qu'il  y  a  de  lignes  >  c'est-à-dire  de  3  fois  5  ; 
mais  par  la  disposition  de  ces  lignes  >  les  chiffres  i  so^t 
rangés  en  colonnes  qui  en  contiennent  3  ^^en  les  comp- 
tant de  cette  manière  ,  on  trouve  autant  de  fois  3  uni- 
tés qu'il  y  a'  de  colonnes ,  ou  5  fois  3  unités ,  et  le 
résultat  ne  dépendant  point  de  la  manière  de  compter  , 
il  s'ensuit  que  3  fois  5  ;  et  5  fois  3  donnent  le  même 
produit.  Il  est  facile  d'étendre  ce  raisonnement  à  des 
nombres  quelconques,  en  concevant  que  chaque  ligne 
contienne  autant  d*unités  quHl  y  en  a  dans  le  multipli- 
cande ,  et  qu'on  ait  placé ,  les  unes  sous  les  autres  j  un 
nombre  de  lignes  égal  au  multiplicateur.  En  comp- 
tant àlorà^Ie  produit  par  lignes,  il  résulte  du  mullipli- 
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e«Qd«  r4pit6  autant  de  fois  cpill  y  a  d'unltâi  dan»  le 
multîplicateiir  ;  mais  TassemJÛftge  dë$  chiffres  décrits 
présente  :atttaat  de^  poloaaes.  i^'il  j  «  d'uiwtés  4aiis 
une  Kg^e  «  et  chaque  colonne  contient  autant  d'unités 
qu'il  y  a.  de  lignes  :  si  donc  on^Tei|t  compter  par  eo^ 
lonnes,  on  répétera  le  nombre  de  lignes^  o^  le  miilti* 
plicatèur,  autant  de  fois  qu'il  j  adunités  dins  une 
ligne ,  c'est-àrdire  autant  de  fois  qaele  marque  Iç  mul- 
tiplicande, n  est  par  conséquent  permis,  dan&la  forma^-^ 
^ipn  du  produit  de  deux  nombres  quelconques ,  de 
prendre  pour  4auiltiplicateur  celui  de  ces  ne^^e»  qu'cA 
Toudra. 

â8.  Le  raisonnement  que  je  yiens  de  rappdrterpour 
prouver  la  yérité  de  la  proposition  précédente  ^  en  est  la 
démonstration;  et  il  fauf  bien  remarquer  que  ce  qui 
constitue  l'essefioe  de  la  méthode  suivie  dans  les  Mathé-, 
matiques  pures /c'est  qu'on  n'y  admet  aucune  propo- 
sition ou  aucun  procédé  qui  ne  soit  la  conséquence  né* 
cessaire  des  premières  notions  sur  lesquelles  on  s'est 
appuyé,  ou  dont  la  vérité  ne,  soit  établie  en  général^ 
d'après  des  raisonnemens  indépendans  des  exemples 
particuliers,  qàî  ne  peuvent  jamais  former  de  preuve, 
et  qui  ne  servent  qu'à  faciliter  au  lecteur  l^tdligènce 
des  raisonnemens ,  on  la  praëqne  des  règles. 

ag.  Connaissant  tous  les  produis  que  donnent  les 
g  premiers  nombres,  combinés  entre  eux,  on  peut ,  sui- 
vant la  remarque  du  n*^  sZ ,  multiplier  un  nombre  quel- 
conque par  un  nombre  d'un  seul  chiffre,  en  formant 
successivement  le  produit  des  unités  de,  chaque  ordre 
du  multiplicande ,  par  le  multiplicateiir;  et  1  opération 
se  dispose  de  la  manière  suivante  : 

5aR 
^68a 
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Le  prodi^  dos  unités  &  du^multi^oand»  par  le.  mi^h 
tipUcateur  7,  étant  4^ ,  ]on  n  éork  qne^l^  » ^oitéit  et  Tpn 
retient. les  4;  dixaiaes  ppuc  le$  ywkite  à;  t^les  ^ii^on 
trouvera  plus  loin. 

Le  produit  des  dixâînes  st  du  multiplicande  par  le 
multiplicateur  7,  est  i4t  et  en  7  ajoutant  les  4  dixaines 
retenues  précëdemmenti  on. forme  le  nombre  18,  dont 
on  n'écrit  encore  que  les  unités ,  en  retenant  la  dixaine 
pour  l'opération  suivante.  , 

Le  prôdmt'âe^  centmnes  S^  du  ^multiplicande  par  le 
Atdti^cSttiicr7,est55^augmeûté'deîa  riètennei  faite 
prtcédémmetft  ;  il"  devient"  3fr,  et  Vécrit  tout  entier, 
jMîeqrfflnyapksde  ébîflPres  au  multiplicande. 


^      ^-» 


-  ;Sp .  i  Ce  :foso^i  dénonce  mjûÀ  :  P^w  maltipUer  un 
jiMshfB^tonifmpàs'dé^p^^  pàir^un- nombre 

iim^f^fîul^4mjdaé^iÊimed&i^Uc^  ^nkés  du 

muiûpUeaàdi^i»ntiK0imtfmtnù^  cesnùmr- 

bte^ftaar^kss^uinr  da^^pmiuiif'àn  muliiplie  sueeessi" 
uemêa$f,>xia  ^coToMençàmt  pat  la\âr^ê0,  ^les  unités  de 
almqm<trdtÊ!çdst  muâipficande  ^^par  le  nmÙipUcàÈeur  f 
qwiécriùilk  péodmt^cxU^êfaier  hrsquiîli^nepàsseytis  ^, 
mais  s'il  renferme  des  dixaines  f  on  les  retient  p<HÏr-iê$ 
jahtdmtaïqjroêah  miifànïfret  Pan  cMtirmèmniijus-^ 
qu'<au  dernier  chiffre  à  gauche  du  nmltip&iande ,  dont 
m'écritieii^stikisttel^^ilsetroime. 


'} 


.  H  Qst  évident  que  lorsque  le  m^ltipIicande  est  terminé 
par  dçs  Oj^ropératiou  ne  doit  commencer  qu  au  premier: 
clufiVe  signiÉcatif  de  ce  nomlsre ,  mais  que  pour  donner 
au  produit  la  valeur  qu'il  doit  avoir ,  il  faut  mettre  à  sa 
d^iiite  «s^aàt  de  o  qu^fl  Yen  trouvé  à  ceUè  du  mùiti- 
^itanSe*'  A' l'égard  dés<  o'qtii  seraient  placés  eiitre  lés 
chilFtieedAiyiilkiplieande ,  flsjie  dènnéntaticua  ptodnit, 


\ 
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et  Fou  doit  par  conséquent  mettre  un  o,  lorsqu'on  n'a 
vien  retenu  du  produit  précédent: 

Voici  quelques  exemples  pour  .exercer  le  lecteur  : 

V 

.  966  8apo  701a  80970 

6  9  5  4 


5756         73800  35d6o  32388o 

3i .  Lès  nombres  les  plus  simples ,  exprimés  par  plu^ 
sieurs  cl)iffres ,  étant  10^  100 1  1000,  etc.,  il  faut  d*a- 
l^rd  chercher  comment  on  peut  multiplier  par  chacun 
de  ces  nombres,  un  nomS^quelconque.  Or  en  se  rap- 
pelant la  convention  établie  dans  le  n°  6  ^  d'après  laquelle 
le  même  chiffre  prend  une  valeur  de  10  en  10  fois  plus 
grande  à  mesure  qu'on  l'avance  versla  gauche,  on  con- 
cevra que  pomr  multiplier,  un  nombre  quelconque  par. 
10,  il  faut  rendre  dix  fois  plus  grande  chacune  des  col* 
lections  d'unités  dont  il  se  compose,  c'est-à-dire ,  chan- 
ger les  unités  e^  disçaines,  les  dixaines  en  centaines  1  et 
ainsi  de  suite  ^  et  qu'on  opère  cet  effet ,  en  plaçant,  un 
û  à  la  droite  du  nombre  proposé,  puisque  tous  ses; 
chiffres  significatifs  se  trouveront  avancés  d'un  rang 
vers  la  gauche.  .     .  n 

Par  la  même  rmson ,  on  multiplierait  par  1 00  un  xiom-  ^ 
bre  quelconque,  en  plaçant  à  sa  droite  deux  zéros, 
puisque  par  le  premier  zéro  le  nombre  devenant  10  fois 
plus  grand  qu'il  n'était  d'abord,  deviendrait  encore  1  o  fois 
plus  grand  par  le  second  zéro ,  et  serait  par  conséquent 
10  fois  10;  ou  100  fois  plus  grand  qu'il  n'était  en  pre- 
mier lieu. 

_  t 

En  continuant  ce  raisonnement ,  on  verra  que,  d'à*-, 
près  notre  système  de  nmAé^ation,  on  multiplie  lin 
nombre p^r  tp,  too,  ipoo,etc.,  enécrivaitt,àladrQite, 
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du  multiplicaade ,  autant  de  zéros  qu'il  y.  en  a  dans  le 
multiplicateur ,  à  la  droite  de  l'unité.  / 

3a.  Lorsque  le  chiffre  significatif  du  multiplicateur 
est  différent  de  Funité^  qu*il  s*agit,  par  exemple^  de 
multiplier  par  3o ,  ou  par  3oo ,  ou  par  Sooo ,  qui  ne  sont 
autre  chose  que  lo  fois  3 ,  ou  loo  fois  3,  pu  looo  fois 
3 ,  etc. ,  l'opération  se  décompose  en  deux  autres  ;  on 
multiplie  d'abord  par  le  chiffre  significatif  3,  sujyantla 
règle  du  n®  30y  et  ensuite  on  multiplie  le  produit  par 
lo ,  lOo  ou  looo,  etc.  (  comme  il  ifient  d'être  dit  dans 
le  m^  précédent) ,  en  écrivant  un ,  deux ,  trois  ^  etc.  zéros 
à  la  droite  de  ce  produit. 

Soit|  par  exemple^  764  à  multiplier  par  3oo. 

764 

3oo 


Produit 22gâoo 

Les  4  chiffres  significatifs  de  ce  produit  résultent  de 
la  multiplication  de  764  par  3  ;  on  les  recule  de  deux 
ranigi  vers. la  gauche,  pour  placer  les  deux  zéros  qui 
terminent  le  multiplicateur. 

£n  général,  lorsque  le  multiplicateur  sera  suivie  un 
nombre  quelconque  de  %éroSf  on  multipliera  d'abord  le 
multiplicande  par  le  chiffre  significatif  du  multiplica'^ 
teur,  et  ton  pleurera  à  la  suite  du  produit,  autant  àe 
zéros  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicateur, 

33.  Les  règlea  précédentes  s'appliquent  an  cas  où  le 
multiplicateur 'est  quelconque,  en.  considérant  à  part 
chacune  des  collections  d'unités  dont  il  est  composé. 
Multiplier,  par  exemple,  793  par  345,  ou ,  ce  qui  re* 
vient  au  même,  répéter  345  fois  le  nombre  793,  c'est 
prendre  793 ,5  fois  ^  plus  4^  fois,  plus  3oo  fins,  et 
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I^opénltionàr  fàioewt  troufe  déiomposée  «n  ti^i:»  4Mres 
dans  lesquelles  lés- ihiiltiplieateurs  5^  4?  ^  ^^o,  tiMt 
qu*iin  c)iiffre  significatif. 

Poitr  aréunir  iacildaient  le  résultat  de  ces  trois  opéra'- 
tioos  I  on  dispose  le  calcul  comme  il  suit  : 

793 
545 

3965 

■«57900 


.a73585  .... 

« 

On  multiplie  successivement  le  multiplicande  par  les 
unités I  les  dixaines,  les  centaines,  etc.  du  multiplica- 
teur, en  observant  de  placer  un  zéro  à  la  droite  du 
produit  partiel,  donné  par  les  dixaines  du  multiplica- 
teur ,  et  deux  zéros  à  la  droite  du  produit  donné  par 
les  centaines  ;•  ce.qui  ai^Bfîe}(er{»r«inier  4e  ces  produits 
d*unj-aBg  vers  Ut^^uçhe,:  elle  Q0€ii9iid<iiiâtttX«'On  £Edti 
ensuite  Taddition  ilesctrçis  pn^daiit&^l^ani^laîporair  (dite^ 
nir  le  produit  total  des  nomlif ef  ^fppfiisés.  • 

Les  zéros  mis  à  la  suite,  d^cprcddit^!  partiels  ne 
comptant. pour  rien  dans  cette ^^dditicm  1  on  petit  se, 
dispenser  de  les  écrire  t^pourvu  ^'oa  ait  soin  de  placer 
au  raug  qu'il  dojttqccqper,  le;  premier. chiffré  du  pror. 
duit  donné  par  cbaqœ  cbiffre*8^ificatâ£daiQiiItîpIi-^ 
cateur,  c'est-à-dire^  au  rang  des  dixaines,  le  produit 
douité^rles-âisbîdès  du  multiplicateur;  au  rang  des 
ëefètaiiiesylé'i/irodiHt  cbra^  p;^  les  centaines  du  mûlti- 

piieâttîtlr;  et  iaiisi%  «liâtes         ,  .  / 

,  3.^. ^'^rè9,c^,4ui,,préoède ,  oq  énonce.la,  rièglç /sui-, 
yante  ;  ;/>oçii;  jnffJ^Ùer^  dmop^,,w>m^TBS  ^^qt^iko 
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tun  par  Ftmtre ,  vnfotme  jUcce^^rvemeHt  (selon  là  règle 
dn  v^Zo  }  /e^  produits  du  multiplicande  par  les  divers 
ordres  d'unités  du  multiplicateur,  en  observant  de  plct^ 
cet  le  firentîer  chiffre  de  chaque  produit  jpartiel  ^  sous 
les  unit^;d^,  l'ordre  dont  est  Je  chiffre  du  multiplica- 
teur gui  donne  ce  produit;  et  B^  ajoute  ensuite  tous  les 
produits  partiels. 

35.  Lor8C[ae  le  multiplicande  est  terminé  par  des 
zéros,  okrpeùtlés  nég^ger  d'abord,  et  commencer  toutes 
les  multiplications  partielles  au  premier  chiffre  signi- 
ficatif du  multiplioanile  Rimais  pÂuc  replacer  ensuite  au 
rang  qui  leur  convient  les  chiffres  du  produit  total,  il 
£eiut  écrire  àla.  droite  4e  ce  produit,  autant  de  zéros 
qu'il  y  ^n  avait  k  celle  jdu  imiUîplieande, 

*&'  le'midtipliefateùi^  é^ait  ^rmiiié  pér  tfn'  oti^t|lttjfiétiPS 
z^os/la  reàiarqiie  clu'n''  Stf  permettrait  tfe  négBger 
encore  cèâXHCî ,'  poufvu  que  fou  en  écrivît  un  panêil 
noimbre  â  la  droite  du  produit.' 

Il  résulta  4e  là,  que  lorsque,  rie  muUipliçfmde  et  le 
multiplicateur  sont  terminés  par  des  zéros ,  ça  ne  ^'oç- 
cupe  d'abord  que  des  chiJfreS'significatifs,  et  ton  met  à 
la  droite  du,  produit  obtenu  d'après  ces  chiffres ,  autant 
de  zéros  qu'il  y  en  avait,  tant  dans  le  muUiplicaiide  que 
^ans  le  multiplicateur. 

zLonqiril  jr  a^essébos  entro  las  offres rûgnifitotiËi 
du  midjtipli<iatMr,  cQÂBie'ilt  ne^âoniieal  ftudun  pbo* 
duit«  oa  les  passe  eu  observant  de  placer  dans  le  rang 
qui  leur  convient,  les  unités  du  produit  résultant  !du 
chiffra  si^ûficatîf  écrit  à  la  gauche  de  ces  zéros. 


\ 
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Le  lecteur  pourra  s'exercecsur  ces. exemples: 

3oo  5â6  9648 

40  307  5i37 


I  aoÔD  368a  ^  6753e 

157800  ^^544o 

16148a'  964S00 

4^24^X>00 


49561776 

D^  la  Dwisiù^n. 

r  « 

36.  Le  produit  de  deux  nombres  étant  formé  de  l'un 
de  ces  nombres  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  Vautre  (ai  )  ,  on  peut  revenir  d'un  produit  quel- 
conque àTun  de  ses  facteurs,  en  cherchant  cpi^b^en  de 
fois  ce  produit  contient  son  autre  facteur  :  Ja  soustrac* 
tion  seule  suffit  pour  cette  recherche.  En  effet ,  si  I  on 
voulait  savoir  combien  de  fois  64  contient  16;  il  n'y  au- 
rait qu'à  retrancher  16  de  64  autant  de  fois  que  la  chose 
serait  possible  \  et  comme  après  quatre  soustractionstl  ne 
resterait  rien,  on  en  conclurait  que.  le  nombre  16. est 
contenu  4  fois  dans  64*  Cette  manière  de  décomposer 
un  nombre  par  un  autre,  pour  savoir  combien  il  con- 
tient cet  autre,  se  nomme  division,  iparce  qu'elle  sert 
à  diviser  ou  à  partager  un  nombre  donné  en  parties 
égales,  dont  le  nombre  .ou  la  valeur .fiont  donnés. 

Si  l'on  avait,  par  exemple,  à  diviser  64  en  4  parties' 
égales;  pour  trouver  la  vdeur  de  ces  parties  ',  il  faudrait 
chercher  le  nombre  qui  est  contenu  4  fois  dans  64 ,  et 
par  conséquent  regarder  64  comme  un  produit  ayant 
pour  facteurs  4  et  1  une  des  parties  cherchées,  qui  est  ici 
16.  Si  l'on  demandait  de  combien  de  parties  égales  à 
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61e  nombre  64  ^^^  composé,  il  faudrait^  pour  connaî- 
tre le  nombre  de  ces  parties ,  chercher  combien  de  fois 
64  contient  16 ,  et  par  conséquent  on  devrait  regarder 
64  comme  un  produit  dont  un  des  facteurs  serait  16, 
et  Vautre  le  nombre  cherché  »  qJà  estici  4- 

•    r 

*  Quel  que  soit  donc^  celui  de  «es  usages  que  l'on  ait 
en  vue  ^  la  division  revient  à  trouver  Fun  dès  facteurs 
d'un  produit  d^mné  f  lorsqu^ on  connaît  Vautre  facteur, 

.  37. .  Le.  nombre  qu'il  faut  diviser  se  nomme  divi^ 
dende;  le  facteur  connu  ;  et  par  lequel  on  doit  diviser , 
se  nomme  diviseur;  le  facteur  inconnu  que  Ton  trouve 
par  la  division,  se  nomme  quotient,  et  indique  tou-^ 
jours  combien  de  fois  lé'^diviseiir  est  contenu  dans  le 
dividende. 

n  siiit  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  le  diviseur 
multiplié  par  le  quotient,  doit  reproduire  le  divi- 
dende, 

38.  Lorsque  le  dividende  peut  contenir  un  grand 
nombre  de  fois  le  diviseur,  il  n'est  guère  praticable 
d'employer  la  soustraction  répétée  pour  parvenir  au 
quotient;  il  faut  alors  recourir  à  une  abréviation  ana- 
logue à  celle,  qu'on  a  donnée  pour  la  multiplication.  Si 
le  dividende  n'est  pas  10  fois  plus  grand  que  le  diviseur , 
ce  qu'on  peut  voir  à  la  seule  ^spectiou  de  ces  nombres, 
et  si  le  diviseur  n'a  qu^m  seul  chiCPre,  on  trou- 
vera le  quotient  par  la  table  de  Pytfaagore ,  puisqu'elle 
renferme  totisles  produits  dont  les  facteuts  n'ont  qu'un 
chiffre.  Si  l'on  >demandait,  p^  exemple,  combien  de 
foia  .56  contient  8,.  il  £ïnârait  descendre  dans  la  S^m^^ 
coloxmetjusqc^'à  la  ligne  où.  se  trouve  5S  ;  Je  chiffre  7> 
placé  à  la  tête  de  cette  ligne,  incU^e  le  -  second  fac- 


/ 
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tçur.  du  nopibce  .56$  on  coinbttti  d^  feis  <^  npin^e 
cpnti^ptS.'  .        " 

On  vçit  par  c^tte.  n^me  table;  iju'i)  y  a  des  nombres 
qui  Q«-petty^^étr^'exapteme;lt  divisés  par  dan^esi 
Par  exemple  I  la  ^aep^me  li^e  qui  oc^ti^  tç^'i^ 
multiples  de  7,  ne  renfermant  pas  Iç  nombre  40,  il  en 
r^ulte;^  qu'il  Bbesirpa%.dî1rifllitk>par  7;^iç»  il 

estcpiiipôê^entr^ •Sâ.etvfa^^  on.YQitqmlét pins  grand 
miilliipte  «dt^7  qu'il  puisne  cout^uur,  tA35l  dont  les 
factemrs  sont  5  et  7.  Avec  ces  élémens^  et  par  les  consi- 
déraiio&KHque  je  vais  exposer  >  ot  petit  efietstkerrmie 
ditîAOT  q«*<SJûqW* '•  '     >' 

.5^.  Çoit^  par,  exemple  I  à  diviser  1 1^56  p^^vS;*  ou  petit 
c]ia;jigsr K ^^tiosi .en jcette autre:  Trcniveri^nombfê 
tel ,  qu'en  multipliant  ses  unités ,  dixcdnes ,  ce/l£a(fr 
nés ,  etc.  par  3 ,  on  obtienne  pour  produit  les  unités , 
dixfdàJs^f  centd^n^Ki'etcidà  dipidendi  i656|i ' 

Ilest  vi9iblè^qtte  peVnbm^ne.n'ai^a pa»d'uiiités  d'un 
ordre  plus  élevé  que  les  mille  ;  car  sll  avait  seulement 
des  dixaines  de  mille  ^  on  aurait  aussi  des  dixaînes  de 
mille  a«  produite  et  l/ë^  éèqui  n'apâslîéu.  H  n'aura 
pas  nbiiplua  tftidîtéâf  4é  Toïdre'dfeé  infllé  ;  car  s'il-^ 
avait  setilëtjaâit  tafe  y  lè-'-prôdiii*  en  -cpiltièndrkit  au 
raôihs3i'étc'fe8téii(î<)^  cé'qiil  fa'ia  î)àsîlfeu.  ï 

Cèfei"  ttiôifrrie 'tfyf^ lètUffle  qâî  ^^ti-otiV^ àti  dividende 
eàl'Une  reilewtiè  qôè^l'oi  obtient  quand  oiimultiplîfe 
par  fe  'divfeeu^'5  ,iès  centaines' dii  quotient;  't      - 


cause  âè^^i(èfëVMWP^'al^«J^^f^  laf  îUttMj^Héafltm 
àéé  autres  cbi^firés^au'^otifehtff  par  ïe'dîvîf»ur,  Trété- 
nuès  qiii  ont  dû  se  rémir^u  pMduit^es'cèntaiUe^î^  ' 


lie doBdnre,qiû iienqttit'cettir lOoaditîpa  éatSi  maif 
5  centaÎD^  multipIiéfifrpftrS^ôiiKDeBt  iS  cetOarnss^y^i 
kidÎTÎdffiderifôSteiiioa^nt.ifi':  la  différ^nc»^!  ceV 
taine  ptoTÎebt  dosécides  sétanfe8'réâiltuil;.dé''la  «mU 
txpliostfelttibf  «birea vcSûioreA  chk^qBdtîeiit  pai^  It  divi^ 
«eue*;  Si  nùbMiant  ozl  retrailebe'Ier  piuittiti^â^^ 
i5  centaine^y.onîiâoo^  du ^mdiaft  tDtalàGSfivlek^estè 
i5SdontijehdraJea;ÏMFoânîis  âeaanités  ^itàô»  diMUMi» 
do  qnoti^iKt  .{xaïTile.divsftevt;  ettmtse.tétiboiÎHiètvoifvcr 
un  jiomiaif&qvl/ mmltii^é  pax^  2 y>doaiie6i56.^ jqueitMii 

d- A^d.  'AMy,  jQJni4v'c»â)aiKr»triniv^  de  vpnaiîtx;  diiA^ 
dii  4yiQli^iit*d4l)^'lceli(9>d^inèfç^^  coatmcliQBM^raifilk 

prime,  par  le  diviseur  ;  et  retranchaiilîie<(pnidiift!pap^ 
tiel  du  produit  total ,  on  aura  pour  résistât  un  aouyeaù 
^vîdèiKlé  /fiur^  lÊTqueï  on  opiëréra  comme  isnr  le  piiéèé- 
dént^  et  afes  de  «oitcr  jus^^  ce'qoe  ie  fitidendô  pri^ 
mitif  «oit  -épitiaé.; 


.  40*  L*o|»éeaj|ii^^  qiliil.ie.  yiem  de*déeiii«i  ae^dî^ase 
eomiDe  on  1^  .yoitf  cirdeeaoïiaj 


diVid.  iiS.6'S 
i5 


Sdîvis. 


552  quot. 


i5 
i5 


'T*^'^.      ■ 


o6 
S 


Leidividnildii^li^b  dilmeui^Mittt  rtpas4ë ^ttP>oii  trait  ; 
()ni|ti«^ri)i^>m^ ;ariu8f k^.^diwiawiripoitt' marquer  tt 
place  du  quotient  :  cela  fait,  on  prend  sur  la  gauche  du 
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dividende -la  partie  16/  capable  de  contenir  le  dî^i^ 
seûr  3 ,  et  en  la  divisant  par  oe  nombre ,  eé.  a  S  p&ai  le 
premier  chiffre  à-gauche'du  quotient;  formant  ensiciite 
le  prodtiit  du  diviseur  par  k  nombre  qu*on  vient  de 
ti'ouver,  et  le  retrandiant  du  dividende  partieliS ,  on 
écrit  au**desàons  le  reste  1  >  à  côté  duquel  on  abaisse 
les  .dixaines  5  du.  dividende.  Considérant  ee;  dernier 
nombre  comme  un  second  dividende  partiel^  on  le  di- 
vise encore  par  le  diviseur  3  ^  et  l'on  obtient  5  pour  le 
second  chiffre  du  quotient;  on  fait  le  produit  de  ce 
nombre ^par  le  diviseur^  qu*on  retranche  dû  dividende 
partiel^  et  Ton  a  o  pour  reste;  On  abaisse  en&i  ledei^er 
chiffre  du  dividende  6 ,  on  divise  ce  trolttèiàe  dividende 
partiel  par  le  diviseur  3  ,  et  Poii  a  fi'  pour  lé*  dehuter 
chiure  du  quotient. 

41  •  n  est  évident,  que  si  Ton  trouvait  un  dividende 
partiel  qui- ne  contint  pas  le  diviseur,  ce  ne  ppurrait 
être  que  parce  que  le  quotient  n*a  pas  d*unités  de 
Tordre  de  ce  dividende,  et  que  celles  que  ce  même 
divid^de  renferme ,  viennent  des  produits  du  diviseur 
par  les  unités  des  ordres  inférieurs  du  quotient  :  il  faut 
donc,  quand  cela  arrive,  mettre  un  o  au  quotient, 
pour  remplir  la  place  de  l'ordre  d*unités  qui  manque. 


Exemple  :  soit 

i535 
i5 


•5 


307 


o35 
35 

00 


Ia  division  des  i5  centaines  dû  dividende  par  le  di- 
vfeeur,  ne  laissant  aucun  reste,  lesdteaines  3  qui^for- 


.      D'il  R  I.T  H,M,É  T  I  Q  U  E.  33 

ment  le  second  dinçieii^®  partiel  ^  ne  peuvent  contenir' 
le  diviseur.  U  en  résulte  que  le  quotient  ne  doit  point 
avoir  de  dixaines^.et  qu'il  faut. par  conséquent  en  rem-» 
plir  la  place  par  un  o^  pour  donner  au  premier  chiJSVe 
du  quotient  la  valeur  qu'il  doit  avoir  par  rapport  aux 
autres  ;  puis  abaissant  le  dernier  chiffre  du  dividende  , 
on  f9rme  un  troisième  dividende  partiel^  qui  ^.divisé 
par  5^  donae  7  pour  les  unités  duxpiotient,  et  ce  nom" 
bre.e^t  ^7. 

4a.  Les  considérations  exposées  dans  le  n®  4^,  s'ap-^ 
pliquent  également  aux  cas  où  le  diviseur  contient  un 
nomlire  quelcoaq^e. de  chiffres. 

S'il  s'agissait^  par  exemple^  dediyfser  67981. par 
dSi ,  on  verrait  facilement  que  le  quotient  n'a  pas  de 
chiffres  au-delà  des  centaines^  puisque  s'il  avait  seule- 
ment des  mille,  le  dividende  contiendrait  des  centaines 
de  mille ^  ce  qui  n'a  pas  lieu;  de  plus,  ce  chiffre  des 
centaines  devrait  être  tel,  que^,  multiplié  par  s5i,  il 
donnât  pour  produit  679 ,  où  le  plus  grand  multiple 
de  aSi  ,  qui  soit  contenu  dans  679  :  l'excès  de  ce 
dernier  provenant  alors  dés  retenues  qu'a  fournies 
la  multiplication  des  autres  chiffres  du  quotient  par 
le  diviseur.  Le  nombre  qui  vérifie  cette  condition  est  2  \ 
mais  â  centaines  multipliées  par  a3i  font  5oa  ced^ai* 
nés,  et  le  dividende  en  contient  679  ;  la  différence 
77  centsdnes  provient  donc  des  retenues  résultantes  de 
la  multiplication  des  unités  etdixaines  du  qiiotient,  par 
le  diviseur.  '  t\ 

Si  maintenant  on  retranche  le  produit  partiel  Si^acen^ 
taînes>  ou  5oaoo,  du  produit  totaï  67981  ,1b  reste  7781 1 
contiendra  les  produits  dés  unités'  et' des  dixainês  du 
quotient  par  le  diVisem";  et  tout  se  réduira  enfcore  à 
trouver  un -nombre  qui ,  multiplié  par  261  j*^  donne 
poiir  produit  7781.  Ainsi,  lorsqu'on  aura  détei-miàé.lë 
premier  chiffre  du  quotient ,  on  multipliera  le  nombre 
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qa*il  è^cpirime  par  le  divifieur  ;  et  retranchât  le  produit 
pas^tiel  du  produit  total  ^  on  aura  pout  résultat  wx  nou- 
reau  dÎTÎdefide,  tut  lequel  on  opérera  comme  sur  le 
précédent,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  ^vidende 
«oit  épuiaé.' 

En  général ,  il  feut  toujours ,  pour  obtenir  le  premier 
èfhiffre  du  quotient^  sépare!- ,  sur  la  gauche  éa  dîvi^ 
dende ,  assez  de  cMSVes  pour  que  le  nombre  qu'ils 
expriment  ^  considéré  comme  représentant  des  miités 
amples ,  puisse  contenir  le  diybeur  ,  et  effectuer 
cette  division  partielle. 

43.  En  disposant  l'opération  comme  précédemment, 
les  calculs  que  To^  vient  tHudiquer  «  es^écutent  dans 
Y^râro  ôuivaiit. 


67981 
5oâ 


flS] 


a3i 


.778. 
755 


âSt 


•«rtiik*4Bdi*..d* 


On  pretfd  les  3  premiers  chifires-à^auGhe  4u  divi- 
desde^ftôur  former  le  premier  dii^deii4« partiel;  on  le 
diviae  ^  le  diyieem:;  on  écrit  ««te  t|iiOtîeBt  le  nombre  a 
qui  en  résulte  ;  on  midtiplie  le  diviseur  par  ce  ^nombre  ; 
on  écrit  le  produit  5oa,  sous  le  dividende  partiel  579. 
La  eoiMtïaetton  étant  £iâte^  à  côté  du  reste  77  j  on 
abaisse  les  dixefines  8  du  divideade  ;  on  divise  ce  aou* 
reaii ^vâdènde  partiel  par  le  diviseur;  on  obtlcEBt.3 
pour  le  second  cHlIte  du  quodiettt  ;  oUl  multii^ie  le 
diviseur  par  ce  nombre  ;  on  retranche  le  produit  du 
dividende  partiel  coirespondaâty  et  à  côtéduxeste  àS^ 
on  abaisse  le  dernier  chiffre  1  du  dividende  ;  ce  dernier 
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di^énâe  penid  â5i  j  itkvit  égal  àù  diviseur^  donne  i 
pour  les  unités  du  qnotiftit. 

ài4*  Lorsque  ]edi<?iséur  renferme  pluf îeura^hîffrei , 
onpeut  tirottTer  queiqué  difficulté  à  reooiinaitre  com'- 
bîen  4le  fois  ce  nombre  est  coatenû  dans  les  divédendes 
partieb.  I^'exenple  saÎYant  est  destiné  â  montrer  com- 
ment on  y  parvient. 
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n  fwt  d'abord  prendre  quatre  ebilTres  snr  la  gauche 
4u^videndjB^  pour-forjDoer  un  jjombire  qui  puisse  r/en-^ 
feppjçr^.diywçwjTj^ct  alors  on  nç  rçitf^s  tout  d^  s^ite 
jsomhien  de  fois  4^34  peut  aontenir  ^5.  Pour  s'aider 
dajo^  cet^  recherche ,  on  observera  cp*  pç  diviseur  esf 
compris  entre  4^0  et  5oo  ;  et  xjue  s'i  énût,e9^aptemeiit 
l'un  ou  Tartre  àp  ceç  nombres,  la. quçftioç  serait «:é^ 
doite  à  trpuver  combien  de  foi^  ^  cenltaines  ou  5  cenir^ 
taîneesont  cpntenues  dans  les  4a  centaines  jtfu  nombre 
4^4^  ou  bîen^  ce  qui  revient  au  même,  combien  de 
£)isles  nombres  4  ^^^  ^^^  cojitçnv(s  dans  4^.  On  4L, 
poqrlç  premier,  iP^  et  pour  le  second,  8;  cestdon^ 
.entre  çeuic-^i  ^e  9e  trouve  le  ipiotient  cberché.  0^ 
voit  d'aibordqu 4,1  u'est  pa^  possible  d'employer  jo, 
parce  >gi«e  cel^  atyiposeraît  que  les  unités  de  l'ordre  au- 
pédepr  J^ffx  caj^aines  du  dividende ,  peuvent  contenir 
la  diyiAeKPry  f  e  ^ui  n'est  paa  ;  il  ne  reste  donc  qu'à  e^r 
•ajper  Lequel  desdeus^  nombres  9  ou  8^  employé  comme 
JOHiIlipIicatenr  de  485,  donne  un  produit  qu'on  puisse 

3,. 
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retrancher  de  4^34>  et  on  trouve  que  c'est  8  :  c'eA 
donc  là  le  premier  chiiFre  du  quoëent.  £n  retranchant 
du  dividende  partiel  le  produit  du  diviseur  multiplié 
par  8  >  ona  pour  reste  354  ;  abaissant  ensuite  le  o  des 
dixaines  du  £vidénde ,  on  forme  un  second  dividende 
partiel  >  sur  lequel  on  opère  comme  sur  le  précédent, 
et  ainsi  des  autres. 

45^  Le  résumé  des  articles  précédens  nous  offre  cette 
règle  :  Pour  diviser  unnombre  par  un  autres  on  place  le 
diviseur  à  la  droite  du  dividende;  on  les  sépare  par  un 
trait  et  on  en  tire  un  autre  sous  le  diviseur,  pour  mar-^ 
quer  la  place  du  quotient.  On  prend  sur  la  gauche  du 
dividende  autant  de  chiffres  qu'il  enfautpour  contenir 
le  diviseur;  on  cherche  combien  de  fois  le  nombre  ex^ 
primé  par  Ve  premier  chiffre  du  diviseur  est  contenu 
dans  celui  que  représentent  le  premier  ou  les  Jeux  pre- 
miers  chiffires  du  dividende  partiel  ;  on  mukiplie  ce 
quotient,  qui  n'est  qu'approché,  par  le  JUviseur;  et  si 
le  produit  est  plus  fort  que  le  dividende  partiel,  on  6te 
successivement  autant  d'unités  du  quotient  qu'il  est  në^ 
cessaire  pour  obtenir  un  produit  qui  puisse  se  retran^ 
cher  du  dividende  partiel;  on  fait  la  soustraction,  et 
s'il  restait  plus  que  h  diviseur,  ce  serait  alors  une 
preui^e  que  le  quotient  a  été  trop  diminué  ;  on  taug^ 
menterait  en  conséquence,  A  côté  du  reste,  on  abaisse 
le  thiffre  suivant  du  dividende;  on  cherche ,  comme 
précédemment ,  combien  de  fois  ce  dividende  partiel 
contient  le  diviseur  ;  on  écrit  au  quotient  le  nofnbrt 
trouvé ,  qu'on  multiplie  par  le  diviseur,  pour  rétrèn» 
chérie  produit^  du  dividende  partiel;  on  continue  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'Qn  ait  abaissé  tous  les  chiffres  du  dividende 
proposé.  Lorsqu'on  rencontre  un  dividende  partiel  qui 
ne  contient  pas  Je  diviseur,  il  faut  j  avant  d'abaisser  un 
nouveau  chiffre  du  dividende,  poser  un  zéro  au  quotient. 

46.  On  resserre  dans  un  plus  petit  espace  les  opéra^ 
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tîonB  qu'exige  la  division^  en  effectuant  de  mémoire  la 
soti8tt«ctk)n  des  produits  du  diviseur  par  chaque  chiffre 
du  quotient,  comme  on  va  le  voir  dans  Texemple  ci- 
dessous. 


1755 
195 

000 


39 


45 


Après  avoir  trouvé  que  le  premier  dividende  partiel 
175  contient  4  foî^  ^^  diviseur  39 ,  on  multiplie  d'abord 
ses  9  unités  par  4>  ce  qui  donne  36;  et  pour  retrancher 
coproduit  des  unités  du  dividende  partiel,  on  ajoute 
aux  5  unités  qu'il  contient,  ^dxxainea,  ce  qui  fait  45; 
d'oùxetranchant  36,  il  reste  9.  On  retient  ensuite  les 
4  dixaines  pour  les  joindre  parla  pensée  au  produit  la 
du  quotient  par  les  dixaines  du  diviseur,  ce  qui  fait  16; 
et  en  le  retranchant  de  17,  on  ôte  les  4  dixaines  dont 
on  avait  augmenté  les  unités  du  dividende ,  pour  rendre 
possible  la  soustraction  précédente.  On  opère  de  même 
sur  le  second  dividende  partiel  196 ,  en  disant  :  5  fois  9 
font  45  j  ôtés  de  45>  reste  zéro,  puis  5  fois  3  font  i5 
et  4  dixalînes  de  retenue  font  ig,  ôtés  de  19,  reste 
zéro. 

On  voit  suiSsanmient  par  là,  Comment  on  se  con- 
duirait sur  tout  autre  exemple ,  quelque  compliqué  qu'il 
fût. 

47*  La  divisiqn  s'abrège  encore  lorsque  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  terminés  par  pluneurs  zéros,  parce 
qu'on  peut  en  supprimer ,  à  la  suite  de  chacun  de  ces 
nombres ,  autant  qu'il  jr  en  a  dans  celui  qui  en  contient 
le  moins. 

Si  l'on  avait ,  par  exemple ,  84000  à  diviser  par  400 , 
on  réduirait  ces  nombres  à  84o  et  à  4;  le  quotient  ne 
serait  pas  altéré;  car  on  n*anrait  fait  que  changer  le 
nom  des  unités ,  pidsqu*au  lieu  de  84000  ou  de  840 
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centaines,  et  de  Jjpo  on  de  4  centaines^  ojn  aurait  84o 
uoitéa  et  4  unités^  et  .le  qpi&tient  des  ncuubres  84o  0t  4 
démettre  toujours  le  même  ^.quelle  <|iie  soit  V^ipèee  de 
leurs  unités. 

Il  faut  remarquer  aussi  qu'en  supprimant  deux  zéros 
i  la  suite  des  nombres  proposés,,  on  les  a  divisés  en 
même  temps  l'un  et  l'autre  par  loo  ;  car  il  suit  du  nu- 
méro 3i  »  qu'en  effaçant  i  >  ou  a  ,  ou  3  zéros  à  la  droite 
d'tth  noi&bre  quelocHiqûCi  »  on  le  divisé  par  lo  oti  par 
ioo,  on  par  lôoo  ,  et  ain^  de  smte. 

Ydti  quel^fcrés  exemples  dé  division. 
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48.  La  division  et  la,maltiplication  se  servent  réci- 
proquement de  preuye ,  comme  la  soustraction  et  l'ad- 
dition ,  puisque  d'après  la  dé&nition  de  la  division  (36)^ 
on  doit>  en  divisant  un  produit  par  un  de  ses  faeteura^ 
trouver  l'autre ,  et  qu'en  multipliant  le  diviseur  par  le 
quotient,  on  doitrepi*oduire  le  dividende  (37). 

Des  Fraùtîons. 

*  • 

49*  ^^  division  ne  peut  pas  toujours  s'effectuer  exac 
tement,  parce  qu'un  nombre  quelconque  d'unités  ne  se 
compose  pas  d^un  autre  nombre  quelconque  d'unités , 
pris  uti  certain  nombre  de  fois.  On  en  a  déjà  vu  des 
exemples  dans  la  table  de  Pythagore ,  qui  ne  renferme 
que  les  produits  des  neuf  premiers  nombres,  multipliés 
deux  à  deux ,  et  qui  ne  contient  pas  tous  les  nombres 
compris  entre  1  et  81  »  le  {premier  et  le  dernier  de  ceux 
qn  on  j  a  inscrits.  La  métbode  exposée  ci-dessus  ne 
conduit  alors  qu*à  trouver  le  plus  grand  multiple  du  di- 
lOSeur  que  puisse  contenir  le  dividende. 


«* 
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$i  londiyiaait  sS^  par  8 >  en  suirant  la  rij^«  du  m^ 

aSg      1     8 

79 
7 
coimmele  istoetre  Topération  cMkasuft^  on  aurait  pcmr 
dernier  dlYÎdeade  partial  ie  nombre  7g ,  qui  ne  contient 
paa  8  exactement ,  ntaia  qui  »  tombant  foitre  les  nombrel 
7s  et  80  >  dont  l'un  contient  9  foià,  et  Tautre  10  fois»  le 
dmseur  8 ,  fait  voir  que  là  dermàre  partie  du  quotient 
est  plus  grande  qnè  9>  et  motndx^e  qii»  10,  et  que  par 
conséquent  le  quotient  total  est  entre  ag  et  3o.  Multi** 
pliant  donc  le  diiffre  9  dee  unités  du  quotient  par  le 
diviseur  8 ,  et  retranchant  le  produit  du  dénier  divi-* 
dende  partiel  79,  le  reste  7  sera  évidennnent  Texcès  du 
dividende  fi39  sur  le  produit  deafkcteûra  ag  et  8.  En 
effets  ayant >  par  les  diverses  parties  de  ropération,  re^ 
trancbé  niQcessivement  du  dividende  dSg,  le  produit  de 
chaque  chiffre  dû  quotient  parle  diviseur ,  on  a  évidem^ 
ment  soustrait  le  produit  du  quotient  entier  par  ledi- 
meur  >  ou  aSa ;  et  le  reste  7 ,  moindre  que  le  diviseur, 
prouve  que  â3a  est  le  plus  grand  multiple  de  8  que  peut 

I  ooBtoiir  fiSg. 

I  5o.  n  est  bon  de  se  rappeler  que,  d*après  ce  qui  vient 

d'être  dit ,  pour  reproduire  un  dividende  quelconque^  il 
faut  ajouter  au  produit  du^diviseur  par  le  quotient,  le 

I  reste  qu'a  laissé  la  division  ^  lorsqu'elle  n*a  pu  se  faire 

I  exactement. 

I  5 1 .  Si  Ton  voulait  réellement  partager  en  huit  parties 

égales  une  grandeur,  d'espèce  quelconque-,  composée 

I  de  a3g  unités ,  on  ne  le  pourrait  pas  sans  y  mettre  des 

I  |)ortions  d'unités  ou  des  fractions.  En  effet ,  lorsqu'on 

aurait  ôté  du  nombre  aSg  les  8  fois  ag  unités  qu'il  con- 
tient, il  resterait  7  unités  à  partager  en  8  parties;  pour 
7  parvenir ,  on  pourrait  diviser ,  l'une  après  l'autre , 
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toutes  ces  mutés  en  8  parties,  puis  prendre  une  partie 
sur  chaque  unité,  ce  qui  donnerait  7  parties  qu*il faudrait 
joindre  aux  229  unités  entières,  pour  former  la  huitième 
partie  de  qSq  ,  on  le  quotient  exact  de  la  division  de  ce 
nombre  par  8. 

Le  même  raisonnement  pourrait  se  faire  sur  toute 
autre  division  qoi  laisserait  un  reste;  et>  dans  ce  cas , 
le  quotient  se  compose  de  deux  parties;  l'une  est  formée 
d'unités  entières,  tandis  queFautre  né  peut  s'obtenir  qu'a- 
près qu'on  a  réellement  effectué  le  partage  des  unités 
concrètes  ou  matérielles  du  reste,  dans  le  nombre  de 
parties  marquées  par  le  diviseur  :  jusque-là  on  ne  fait 
que  l'indiquer,  en  disant  qu'il  faut  concevoir  tunité 
du  dividende ,  divisée  en  autant  de  parties  qu'il  y  a 
d!  unités  dans  le  diviseur,  et  prendre  autant  de' ces  pof^ 
ties  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  reste,  pour  compléter  le 
quotient  cherché. 

5a.  £n  général,  lorsqu'on  a  voulu  considérer  des 
quantités  moindres  que  l'unité,  il  a  faQu  ',  pour  les  rap- 
porter à  cette  unité, la  concevoir  partage  ^niun  ceirtain 
nombre  de  parties  assez  petites  pouf  pouvoir  être  conte- 
nues un  certain  nombre  de  fois  dans  ces  quantités ,  ou  les 
mesurer.  Dans  l'idée  qu'on  s'est  formée  ainsi  de  leur 
grandeur,  il  est  donc  entré  deux  élémehs ,  savoir  :  com- 
bien de  fois  les  parties  qui  les  niesurent  sont  contenues 
dans  l'unité  ^  et  combien  elles  en  renferment. 

On  a  conîposé  pour  les  fractions ,  une  nomencla» 
ture  qui  répond  i  la  manière  de  les  concevoir  et  de  les 
représenter. 

Celle  qui  résulte  de  la  division  de  l'unité  en  a  par* 
ties ,  se  nomme  moitié  ou  demie , 

en  3  parties  tiers , 

en  4  parties      -  '    quart, 
en  5  parties  cinquième, 

en  Ç  parties       ^    sixième^ 
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€t  abiôi  de  suite ,  en  af outant  la  termhiaisdii  ième  au 
nombre  qui  marque  coiùbien  on  conçoit  de  parties  dans 
Funité. 

Tonte  fraction  s'exprime  alors  par  deux  nombres  :  le 
premier  qui  fait  connaître  de  combien  de  parties  elle  est 
composée ,  se  nomme  numérateur  y  et  le  dernier,  qui 
marque  comUen  il  faut  de  ces  parties  pour  formfer 
Tunité  ^  s'appelle  dénominateur ,  parce  qu'on  en  déduit 
la  dénomination  de  la  fraction.  Les  cinq  sixièmes  de 
l'unité  sont  une  fraction^  dont  le  numérateur  est  ciiu/ , 
et  le  déumninateur  est  six. 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  s'appellent  con- 
joiotement  les  deux  termes  de  la  fraction. 

On  se  sert  des  chiffres  pour  abréger  l'expression  des 
fractions  >  en  écrivant  le  dénominateur  sous  le  numé- 
rateur, séparés  l'un  de  l'autre  par  un  trait  : 

un  tiers  s'écrit  j, 
cinq  sixièmes  y  \. 

53.  D'^rès  l'idée  qu'on  attache  aux  mots  numéra- 
teur et  dénominateur,  il  est  évident  qu*on  augmente 
une  fraction  en  augmentant  son  numérateur ,  sans 
changer  son  dénominateur;  car  ce  dernier  marquant  en 
combien  de  parties  l'unité  est  divisée,  fixe  la  grandeur 
de  ces  parties,  qui  demeure  la  même  tant  qu'il  ne 
change  pas;  et  en  augmentant  le  numérateur  on  aug- 
mente le  nombre  de  parties  contenues  dans  la  fraction , 
et  par  conséquent  cette  fraction.  C'est  ainsi,  par  exem- 
ple ,  que  I  smpassent  J,  que  .^  su];pas8ent  ^. 

n  suit  évidemment  de  cette  .con8idérationj,qn*en  ré" 
pétant  le  numérateur  a,  3,  ou  un  nombfie  quelconque 
de  fois ,  sans  toucher  aa  dénominateur ,,  on  répète  un 
pareUnombre  de  fois  la  quantité  représentée  par  la  frac-- 
lion,  ou  elle  se  troui^e  multipUée  par  ce  nombre;  car 
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on  iacomiKMe  alors  de  fij  3,  ou  d*un  nombre  quel- 
conque de;  fois  aiUaiit  de  parties  qu'elle  ea  contenait 
d*abord  ^  et  ces  parties  sont  demeurées  les  mêmes.- 
Ainsi  la  fraotion  f  est  le  triide  de  ^,  et^U  double  de  ^. 
On  diminue  une  fraction  en  dânintumt  son  numé^ 
rateuf,  sans  changer  son  déno7ninatewr,^mBqaoapreDd 
]^ottrla  composer  un  nombre  de  piaorties  moindre,  que 
celui  qu'elle  contenait  d'abord^  et  que  ces  parties  ont 
conservé  la  même  grandeur.  Donc,  si  ton  divise  par  â , 
3,  ou  un  nombre  quelconques  le  numérateur  d'une 
fraction,  sans  toucher  au  dénominateur ,  on  la  rend 
un  pareil  nombre  de  fois  plus  petite ,  ou  elle  s»  trouve 
divisée  par  ce  nombre;  car  on  la  réduit  à  contenir  a, 
Sr*/ou  un  nombre  quelconque  de  fois  moins  de  parties 
qu'elle  n'en  contenait  d'abord,  et  ces  parties  sont  de- 
meurées les  '  mêmes.  C*est  ainsi  que  |  est  le  tiers  de  | , 
que  ^  sont  la  moitié  de  ~. 

54'  Au  contraire  >  on  Sminue  une  fraction  lorsqu'on 
augmente  son  dénominateur ,  sans  changer  son  numé^ 
rateur;  car  on  conçoit  alors  plus  dé  parties  dans  l'u- 
tiité  ;  elles  deyîennent  donc  plus  petites  ,  et  comme  on 
M*en  prend  encore  que  le  même  nombre  pour  former  1^ 
fraction ,  leur  ensemble  compose  dans  le  second  cas , 
une  quantité  moindre  que  dans  le  premier.  C'est  ainsi 
que  f  sont  moins  que  f  y  -^  moins  que  |. 

n  suit  de  là ,  que  si  Ton  multiplie  par  a,  3,  ou  par  un 
nombre  quelconque ,  le  dénominateur  d'une  fraction, 
sans  toucher  au  numérateur,  la  fraction  devient  un 
pareil  nombre  de  fois  plus  petite^  ou  se  trouve  dii^isée 
par  ce  nombre  ;  car  on  la  compose  toujouré  d'autant 
de  parties  qu'elle  en  contenait  d'abord ,  mais  chacune 
est  devenue  a,  3,  ou  un  nombre  quelconque  de  foîi 
plus  petite.  La  fraction  |  est  la  moitié  de  -J-,  et  ^.  U 
tiers  de  4. 


On  augnUstUe  une  fraction ,  lorsqu'on  diminue  son 
dénominateur  sans  changer  son  numérateur^  puisqu'en 
coacçv^mt  alors  moins  de  paititts  dans  riudté,  cihaciine 
devient  plu»  grande  |  et  leur  ensemble  devient  ai^ssi 
plus  gi^uid. 

Douc^sil'on  divise  le  dénominateur  d'une  fraction 
par  a^5,  ou  un  nombre  quelconque,  on  rend  cette 
fraction  un  pareU  nombre  d^  fbis  plus  grande  quaurr 
parafant,  ou  elle  se  trompe  multipliée  par  ce  nombre  j 
ear  on  la  compose  toujours  du  même  nombre  de  parties, 
mais  devenues  chacune  a  ^  3 ,  ou  un  nombre  quelconque 
de  foie  plu^  grandes  qu'elles  Tétldent  d'ab(^d*  D'après 
cela,  I;  soilt  le  triple  de^^  |  sont  le  quadruple  de  ^. 

U  est  à  propos  de  remarquer  que  supprimer  le  déno« 

miximemP  d'une  fraction  c'est  la  multiplier  par  ce  noio^ 

bi«v  Supprimer,  par  exemple  »  le  dénominateur  3  dans 

la  fraction  | ,    c'est  la  changer  en  a  entiers»  ou  la 

multiplier  par  3. 
SB,  On  peut  résumer  comme  il  suit  les  propositions 

précédentes: 

1?    j.  .  r    le  numérateur     \        ..  .         ~î  w  fraction. 

£n  divuant         )        '  f  eu  diTise       > 

EndiTisant  |  •  .  f  on  multiplie.  > 

56.  La  première  conséquence  qa*on  doit  tirer  de  cq 
tableau,  c'est  que  les  opi^ajions  faites  sur  le  dénomi- 
natenr,  produisent  sur  la  quantité  représentée  parla 
fraction,  l'effet  des  opérations  contraires  ou  inverses. IX 
en  résulta  encore  que  i  si  ton  multiplie  à  la  fois  le  nu- 
mérateur  et  le ,  dénominateur  d'une  fraction  par  le 
mime  nombre ,  Infraction  ne.  changera  pas  de  valeur  i 
car  si  d'un  côté  y  en  multipliant  le  numérateur ,  on  rend 
la  faction  n,  S,  etc.  fois  plus  grande  qu'auparavant^ 
de  l'autre,  par  la  seconde  opération,  çn  en  prend  la 
«loitsé ,  le  tiers ,  etc.  ;  enim  mot  on  la  divise  par  le  mftme 
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nombre  qui  l'avait  multipliée  d'abord.  Ainsi  |  est  égal  i 
^,  et -^  sont  égaux  à  ^. 

67.  On  voit'de  même  que  si  Pon  dis/Ue  à  ta  fois  par 
le  miême  nombre  le  dénominateur  et  le  numérateur  d'une 
fraction,  sa  valeur  ne  change  point;  car  si  d'uû  côté , 
en  divisant  le  numérateur  on  rend  la  fraction  a,  5,  etc. 
fois  plus  petite  qu'auparavant ,  ^e  l'autre ,  par  ]a  seconde 
opération^  on  en  prend  le  double;  le  triplé,  etc.;  en 
un  mot  on  la  multiplie  par  le  même  nombre  qui  l'avait 
divisée  d'abord.  Ainsi  la  fraction  j  est  égale  à  -,  et  |  est 
égale  àf 

58.  Il  n  en  est  pas  des  fractions  comme  des  nombres 
entiers,  dans  lesquels  ime  grandeur ,  tant  qu'on  la  rap- 
porte à  la  même  unité,  n'est  susceptible  que  d'une  seule 
expression;  par  les  fractions,  au  contraire,  la  m^me 
grandeur  peut  être  exprimée  d'une  infinité  de  manières. 
Par  exemple,  toutes Içs  fractions 

i      •      1     é     -&-     -5-     X     mfr     ■ 

%  >  ,A^>    6  l    9  >    io>    ift>    14.»    ^»-\^»  >  " 

dont  le  dénominateur  contient  deux  fois  le  numérateur, 
expriment,  sous  des  formes  différentes,  la  moitié  de 
l'unité;  les  fractions 

dont  le  dénonûnateur  contient  3  fois  le  numérateur, 
représentent  toutes,  le  tiers  de  l'unité.  Mais  parmi  toutes 
les  formes  que  prend  j  dans  Tun  et  l'autre  exemple  ,  la 
fraction  proposée,  la  première  est  la  plus  remarquable, 
comme  étant  la  plus  simple  ;  et  il  est  par  conséquent 
bon  de  savoir  la  retrouver  dans  chacune  des  antres  :  or 
c'est  à  quoi  l'on  parvient  en  divisant  les  deiix  termes 
de  celles^-ci  par  lé  même  nombre ,  ce  qui ,  comme  on 
l'a  vu ,  n'en  change  pas  la  valeur.  En  effet,  si  Ton  di- 
vise par  7  les  deux  termes  de  fa  fradtiôn  rz»  ^^  retom- 
bera sur ^,  et  faisant  aussi  la  même  opération  sur  la 
fraction  ^ ,  on  en  déduira  |. 

5g.  C*est  en  suivant  ce  dernier  procédé  qu'on  réduit 
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une  fraction  à  ta  plus  simple  expression.  Il  ne  saurait 
s'appliquer  qu'aux  frabtians  dooit  le  numérateur  et  le 
dénominateur  ae  trouvent  divisibles  par  le  même  nom- 
bre; et  dans  tona  les  mtfes  oas^  la  fraction  proposée 
est  la  plus  simple  de  toutes  celles  qui  peuvent  repré? 
fieatex'  la  quantité  qa*eUç  exprime. 
Ainsi  les  fraiitions 
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doQt  les  termes  ne  peuvent  être  divisés, par  tïn  ttïêftïë 
nombre ,  ou  nont  aucun  diviseur  commun ,  sont  irré^ 
duètiètés;  et  Ton  ne  saurait  par  conséquent  elxprimet 
d'uâe  Inimièreplus'.fiinaple  /les  grandeurs  qu'elles  repré- 
sentent :.€*est xe  qui  s$ra  prouvé  en  Algèbre. 

''  60.  fl  soit  de  là  que  {rour  simplifier  ttne* fraction^  îi 
faut  essayer  dejdiiiser^  ses  deux  termes  par  queli|im» 
uns  des  nombres  d>  3,  etc.;  rn^s  par  ce  tâtottnémeiÂ 
on  n'armera  pas  totqoûrs  i  la  plus  ^nple  expression 
de  la  fiÉction  proposée ,  ou  au  moins  il  faudra  souvent 
effectuer  îm  grand  nombre  â*opé]iations« 
'  Si  Foii  avait,  par  €Xémt)le,  lafraction  |f/ on  pourrait 
remarquer  d*^abord'/que  chacun  de  ses  termes  .est  un 
multiple  de  â ,  et  en  les'  dWsaiit  par  ce  nombre ,  on 
obtiendrait  ^:  «lissant  ensuite  par  d  lesdettx.tsnn«s  1 
de  fcette dernière,  «n'en déduirait  inr« 

Quoique  déjà  beaucoup  plw  simpte  que  la  prot>5sée , 
cette  fraction  est  encore  sifecqitible  de  réduction ,  cay 
on  pent  diviser,  ses  deux  tortues  par  5 ,  et  Ton  obtiei>t 

-alots-f,   ,  '  '"  '  '  '.'■'■•■     ' 

Si  lWfait*tention  «pie diviser  tra  nombre  par  a,^ 
puis  diviser  le  ^qitotiënt  par  d ,  puis  encore  ce  nouveau 
qàotîeiit  par  3-,  c'est  la  même  chose  <pie  jde  divjser  d'a- 
bord le  nombre  primitif  par  le  produit  des.  nombres;  a  , 
2  et' 3,  ce  qui  revient  à  la,  on  verra  que. les  trois 
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opérations  èi-H}«90aft  pêm^nt  ê'eSnetwgr  en  une  'kmàe 
fois ,  en  divida^  les  deox  tepmeA4e  la  fiaedon  propotée 
par  lîi ,  et  r6n^aura  encore  j. 

Lits  nombres  a\3, 4et  lâ  ^  disant chacon en mâoM 
temps  les  deux  nondMres  1^4  et  84  >  scmt  les  divisean 
^communs  de  ces  nombres;  mais  la  sedktiAgtie.dct 
autres  ^  parce  qu'il  est  plus  grand  :  et  c'est  en  em- 
ployant ce  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
termes  de  la  fraction  proposée ,  quon  la  réduit  tout 
d'un  coup,  à  sa  plus  simple  ei^ression.  C*est  donc  une 
recherche  utile  <|ue  ce11e--ci  :  deux  nombres  étant 
donnés j  trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

61.  Onarrire  à  la  connàkiaQcetltt^tfinMuiidifiteùr 
de  deux  nombres  par  une  espèce  de  tâtonnement  Çtcik 
â  décoaitir ,  .«t-qui*  a  TaviaolAg^  4*9ppfp<^ri4a  but  à 
ciuqiie  fesK  qu'^n  £ait.  Woux  lle^^iqttKr  dair^xn^nt, 
|tt  ws  poeitfbe  un  6x«9p9i$^e. 

£otentle#(4eilicMfnbrQ9  S^j.nt  i43^  L^-pb»  ^and 
làmseur  tonvlittn  A  ^#  ^lombres  ^e  ^w^aât  «vi^enir 
ment  surpasser -fe  pl«0  p^^t 4^4^111:  ;  il  ^jQnvient  donp 
d'^ésayer  si  le  noiid»^  »i0»  fpû  jse  divise  lui^-rmême,,  et 
donne  {wnr  quotient  1  »  p^  aviser  aussi  le  nombre  £37, 
«Éiqnel  cas  i  serait  Im^-mèn^  h  p}y s  grand  divisçur 
t)ottmim/chfirctié:  nws  dansTe^x^tiiipie^  cela 

n'arrive  pas,  et  l'on  trouve  ^  ifuotient^  ^t  im  r^ste  65. 

IriWntendnt  il  «st  !risi](>Ie  q1l^  to?9t  tdiviseur  x^ommun 
ausct  deux  mimâ»^  ^  et  14$^  doit^vi^^r  ^ussi  le 
Teste  €5  die  kur  division  ;  car  le  plus  grand  >.  SSj,  eft 
égal  au  plus  petit,  i43,  multiplié  parle  quotient  4, 
pSusk  mtcrt£5  (5i9);  or,  en  divisant  63f  par le4iviseur 
cdkfutnm  cheidbé^  on  aura«n  ifuoitiw^eMct  rîl  faut 
donc  qu'on  en  «it  aussi  un  eesoblabl^  ^  «n  divisant  par 
le  même  cËviseur  cbacnne  des  parties  dai^siesqueUe»  ^ 
est  décomposé ,  ^  en  réunissait  les  résultats  ;  mab  lé 


produit d«  i-43pa!r4se  diifistt*Béc«^«reineAt  parle di-^ 
TÎsenr  cotamnii  qui  est  facteur  de  i45  :  il  tanA  donc 
que  l'autre  partie,  65 ,  ie  dîvite aussi' par  ce  diviseur  ^ 
sans  quoi  le  quotient  T^ûtal  serait  un  entrer  accompagné 
dune  fraction ,  et  ne  pourrait  par  conséquent  égaler  le 
nombre  entier  résultant  de  la  dîtision  de  637  par  le  corn-* 
mun  diviseur. 

Réciproquement,  tout  dîvîseuFcommun  à  65  et  à  i/Ç3 
divisera  €37,  composé  de  4  fois  i43  et  de  65. 

Par  le  mjime  raisonnement^  ou  prouvera  en  général , 
que  toïd  diviseur  commun  à  deux  nombres  doit  diviser 
le  reste  de  la  division  du  plus  grand  des  deux  par  le 
plus  petite  et  f/ue  t^out  diviseur  comaj^ii^  4  ceplu^  petit 
npmbifi ,  et. pu  reste  ,  d(fit,  diyiser  le  plijsjprand»    . 

V^èà  ces  imcipie^  ^««  f^i  qiie  ha  plpis,  gp^id  com*? 

4|iiQjt:i]ibri«Aiir  d^  f)<li|ibr«s  6^7 j^  ^43  dpit.J'/être  îms^ 
dfis  iiQmbM»  143  ,«t  65  j  el  4^6/celui  de  «;9&deFaier4 
49Î^.l*4«w  ^  637.. €«  de-  i(0  ;.  maW'.6&  .^.ip9iiv*ftt^  être 
4w«4*»r  #w,»»pwb<».  plut,  gwnd  que  l^i':^^e  j^^lfaul; 
tJiff§f^iy^i$g^j^^*^Qirdy  ^  diwaot  .1^3  par  65 1  on 
trouvé  un  quotient  a  et  un  raite  i^^  65  D*est  doacpas 
le  diviseigr  cbjçrcbé.  Par  un.  raispnqj^ment  semblable  à 
celui  qu'on  a  Fait  à  l'égard  dç^  nombres  637,  1^3,  et 
du  reste  65  de  loyr  ilivision ,  on  verra  que  le  plus  grand 
diviseur  commun^diB  i43  let  dej65 ,  doit  Têtre  aussi  des 
nombres  65  et  i3  :  or,  lep1usgra.nd diviseur  commun  de 
ces  derniers  ne  saurait  surpassera  3;  il  faut  donc  essayer 
âiiSfitf^e65,ceqai  arrrve,ptrfsqa'cmapourcfUDlîeot5.- 

Done  i3  est  le  plus  grand  diviseur  commun  cherché, 
puisque  étant  'le  plu^  grand  diviseur  conùniin  de  lui- 
même  ^t  de'65>il  doit  l'être  de  65  et  de  t^S  j  et  que 
Tétant  de  ces  nombres ,  il  doit  l'être  de  1^3  et  de  637. 

Il  est  commode  dans  la  pratique  de  placer  les  divi- 
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sîons 'successives  à  la  suite  les  unes  .des  autres;  «t  de 
disposer  ropératioo  comme  on  le  voit  ci-après  :    ;    . .  , 


637 


\'f! 

65 

4l 

a 

i3 

« 

G 

i3 


65 

* 

en  séparant  les  quotiens  4>  9,j  5^  des^  restes  placés  fin-* 
dessous.  ' 

Les  raisonnemens  employées  dans  Vexemple  précé- 
dent j  pouvant  s^appliquer  à  des  nombres  quelcon- 
ques^ conduisent  à  cette  règle  générale  :  On  trou^ 
vera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  norn^ 
bres  9  en  divisant  le  plus  grand  de  ces  nombres  par  le 
plus  petit;  divisant  ensuite  le  plus  petit  par  le  reste  de 
la  première  division,  puis  divisant;  ce  reste  par  celui  de 
la  seconde  division,  puis  divisant  ce  second  reste  par  le 
troisième  reste  ou  cebd  de  la  troisième  division,  et  c^n-- 
tinuant  ainsi.de  diviser  le  reste  de  chaque  opétpdonpat 
cebd  de  la  suivante ,  jjusqu^à  ce  qv^on  pahnéniêeé  un 
quotient  exact:' le  dernier  diviseur  sera  le  pbàgMnà 
commun  étiviseur  demandé.  *  >      •. 

6a.  Voici  deux  exemples  de  cette  opérai  ou 


9024 

3760 

i5o4 

75a 

ifx)4 

a 
753 

000 

« 

752  est  donc  le  plus  grand  diviseur  commun  entre  goa^ 

et  3760, 
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On  v^t  par  cette  dernière  opération  que  le  plus  grand 
diyiseur  commun  entre  qSy  et  ^'jy  est  seulement  1 , 
G*est-4-dire  qu*à  proprement  parler ,  ces  deux  nombres 
n'ont  point  dediviseurxiommijn,  puisque  tous  les.  nom- 
bres entiers  I  qojels  qu'ils  soient , .  spnt  divisible^s  par  \ . 

Il  n'e«t  pas  difficile  de  se  convaincre  que  la  règle  du 
numéro  précédent  doit  néces3aLrçx^ent  conduire  à  ce 
résultat ,  toutes  les  fois  que  les  nombres  pr'oposés  n'au- 
ront pas  de  diviseur  commuai  \  car  les  restes  étant 
toujours  moindres  que  le  diviseur ,,  deviennent  de  plus 
eu  pUis  petits  à  cb^qu^  opération  ;  et  il  est  évident 
que  les  divisions  se  continueront  tant  qu^on  aura  un 
diviseur  plus  grand  quç  l'unité. 

63.  D'après  ces  calculables  fractions  m,  fiH,  se 
réduisent  sur^^le-cbamp  à  leur  plus  simple  expressiou , 
en  divisant  les  deux  termes  de  la  première  par  leur  di- 
viseur commun  iS^  et  ceux  de  la  seconde  par  leur 
diviseur  commun  762  :  on  obtient  ainsi  ^,  -^.  Quant 
à  la  fraction  ^,  elle  est. absolument  irréductible, 
puisque  «es  deu?:  termes^n'ont  d'autre  diviseur  commun 
que  l'unité. 

64.  Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  tenter  Ja  re- 
cherche du  plus  grand  diviseur  comm\m  des  deux 
termes  de  la  fraction  prpposée;  il  y  a,  ainsi  que  je 
l'ai  £ait  remarquer  plus  haut,  des  réductiops  qui  s'offrent 
d'elle^5-mêmes. 

Tout  nombre  terminé  par  un  des  chiffres  o  j  2^  4>  ^i  % 
est  nécessairement  divisible  par  2;  carpuisqu'en  divisant 
un  jQombre  quelconque  par  1^ ,  il  ne  peut  rester  que  1  siir 
les  dixaineSy  la  dernière  division  partielle  s'effectuera 
sur  les  nombres  o,  2,  4>  6>  8,  si  les  dixaines  n'ont  point 
laissé  de  reste,  ou  sur  les  nombres  10,  12,  i4*i^>  18» 
.si  elles  en  ont  laissé ,  et  tou^  ces  nombres  sont  divisibles 
par  a. 

Les  nombres  divisibles  par  2  ,  se  nomment  nombres 
Dix-septième  édition.  *        4 
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jmirs,  parce  qa*ils  peuvent  être  partagés  en  deax  p«rfie# 
pareilles. 

De  même ,  tout  nombre  terminé  par  un  zéro  ou  par 
un  5  ^  est  divisible  par  5  ;  car ,  lorsqu'on  sera  arrivé  à  \m 
division  des  dizaines  par  5,  le  reste,  8*il  y  en  a  un» 
sera  nécessairement  i^  a ,  3  ou  4  dixaines  ;  en  sorte  que 
si  le  dernier  chiffre  est  un  o  ou  un  5^  l'opération  se 
terminera  sur  un  des  nombres  o  ^  5^  lo  ^  i5^  ao^  a5,  So, 
35,  4o>  45>  *o^*  divisibles  par  5. 

I^esitombres  to>  roc,  looô)  etc.  exprimés  parTu-^ 
nîté  suivie  d'tin  Certain  nombre  de  zéros,  plenvent  être 
décomposés  en  9  plus  i ,  99  plus  1 ,  999  plus  r ,  et 
ainsi  de  suite;  et  les  nombres  9,  99»  999 >  etc.  étant 
divisibles  par  3  et  par  9 ,  il  suit  de  là  que  si  l'on  divise 
par  3  ou  par  9  les  nombres  de  la  forme' 10,  100, 
looo,  etc.,  le  reste  de  la  division  sera  1. 

Maintenanttout  nombre  qui,  comme  ao,  3oo;  5ooo, 
est  exprimé  par  un  seul  chiffre  significatif,  suivi  d'un 
Certain  nombre  de  zéros,  peut  être  décompose  en  plu^- 
sieurs  nombres  exprimés  par  l'unité ,  suivie  du  même 
nombre  de  zéros  :  ao  est  égal  à  10  plus  10 ,  3ôo  à  100 
phis  100  phis  10c,  5ooo  à  1000  plus  1000  plus  1000 
plus  1000  plus  1000  ,  et. ainsi  des  autres.  II  suit  de  la 
que  si  l'on  divise  ao ,  ou  lo  plus  10 ,  par  3  on  par  g , 
le  reste  sera  1  plus  1,  ou  a;  si  l'on  divise  3oo,  ou  100 
plus  10b  plus  100,  par  3  ou  par  9 ,  le  reste  sera  1  plu» 
1  plus  r ,  ou  3. 

£n  général,  si  Ton  décompose  delà  même  manière  un 
nombre  exprimé  par  un  seul  chiffre  significatif  suivi 
d'un  certain  nombre  de  zéros,  pour  Te  diviser  par  3  on 
par  9 ,1e  reste  de  cette  division  sera  égaf  à  autant  de  fois  i 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  chiffre  significatif,  c'est-à-dire 
au  chiffre  significatif  lui*même.Or  un  nombre  quelconque 
étant  décomposé  en  unités,  dixaines,  centaines,  se  trouvé 

■  '■>// 
1/ 
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ovmtt  par  la  réunion  de  plusieurs  nombres  exprimés  par 
un  seul  chiffre  significatif;  et  si  l'on  diVise  chacun  de 
ces  derniers  par  3  ou  par  9  >  on  aura  pour  reste  un  des 

1  chiffires  significatif  du  nombre  proposé  :  par  exemple^  la 

division  des  centaines  donnera  pour  reste  le  chiffre  dee 
centaines^  celle  des  dixaines  celui  des  dlxaines,  et  ainsi 
des  autres.  Si  donc  la  somme  de  tous  ces  restes  était 
dîvinble  par  3  ou  par  9 ,  la  division  du  nombre  pro- 
posé s'achèverait  exactement;  d*où  il  suit  que  si  la 
somme  des  chiffres  d*un  nombre  est  divisible  par  5 
di  par  9 ,   il  en  sera  de  même  de  ce  nombre. 

Ainsi  les  nombres 4^3 ,  4^5 x ,  iS54â,  sont  divisibles 
par  3 ,  parce  que  la  somme  des  chiffres  significatifs  est 
9  âdAi  le  premier^  la  dans  le  a* ,  et  i5  dans  le  3*. 

De  même  y  6âi ,  8280,  934^18 ,  sont  divisibles  par 
9  y  parce  que  la  somme  des  chiffres  significatifs  est 
9  dans  le  premier ,   18  dans  le  s*^  et  27  dans  le  3*. 
On  observera  que  tout  nombre  divisible  par  9  est 

j  parla  même  divisible  par  5,  quoique  tout  nombre 

I  diiîsible  par  3  ne  le  soit  paâ  par  9. 

On  poiirrait  faire  encore  sur  plusieurs  autres  nom- 
bres des  observations  analogues  à  celles  que  je  viens 
d'exposer  sur  a,  5, 5  et  9;  mais  la  recherche  de  ce» 
propriétés  m'écarterait  trop  de  mon  sujet  pour  m'y 

i  arrêter^ 

Les  nombres  1,  â,  3,  5^  7,  ii^  i3,  17,  etc.^  qnon  ne 
peut  diviser  que  par  eux-mêmes,  ou  par  Tunité^  s'ap«< 
pellent  nombres  premiers.  Deux  nombres  ^  comme  m  et 
essayant,  chacun  en  particulier,  des  diviseurs,  mais 
dont  aucun  n'est  commun  à  l'un  et  à  l'autre,  sont.dita 
j/remiers  entre  eux  {*). 


{*)  On  trouvera  aa  n^  i6a ,  comment  il  faqt  »*y  prendre  pour 
clécomposer  un  nombre  dans  ses  facteurs  simples  on  premiers,    • 

4*» 
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Ua«  fraction  irréductihie  a  pair  conséquent  pour  nn-- 

mémtenr  «t  pour  dénoimn^teixr  des  nombres  premiers 
entre  caucw  > 

m 

i 

G5.  L'addition  et  la  soustraction  n'ont  aucune  difS- 
çultç ,  quand  les  fractions  sur  lesquelles  on  doit  efFec- 
t  u  er  ces  dernières  op^érations ,  ont  le  même  dénominateii;*  • 
comme  elles  ne  renferment  que  des  parties  de  même 
dénomination  j^  et  par  conséquent  de  même  grandeur ,  ou 

S  eut  les  ajouter  ouïes  soustraire  de  même  que  si  c'était 
es  unités,  en  observant  de  marquer  au  résultat  la  dé- 
nomination des  parties  dont  il  est  composé. 
*  Il  est  évident ,  en  effet ,  que  rr^^rr  f'C^nt  -j^  ^  comme 
z  quantités  et  3  quantités  de  la  même  espèce ,  en  font  5 
de  cette  espèce  ,  quelle  qu  elle  soit. 

De  même ,  la  différence  entre  |  et  |  est  |,  comme  la 
différence  entre  3  quantités  et  8  quantités  de  même  es- 
pèce ,  est  5  quantités  de  cette  espèce ,  quelle  qu'elle 
soit. 

On  doit  'conclure  de  là,  que  pour  ajouter  ou  sous- 
traire des  fractions  de  même  dénominateur  y  il  faut 
prendre Ja  somme  ou  la  différence  de  leurs  numérateurs ^ 
et  donTter  au  résultat  le  dénominateur  commun» 

B6.  L^^adclitîon  des  fractions  conduit  souvent  à  des 
résultats  qui  surpassent  l'unité.  Si  l'on  ajoutait ,  par 
exemple  f  et  | ,  k  somme  serait  -U .  cfctte  expression 
désignant  r  r  parties ,  dont  8  réunies  composent  f  imité, 
êquivérut  à  Kùnité  plus  trois  huitièmes  d'unité  où  à  i  f. 

Eâ  général,  toute  expression  fractionnaire  dont  le  nu- 
mérateur jsfurpasse  le  dénominateur,  contient  désunîtes 
ou  des  entiers;  et  on  extrait  les  entiers  en  divisant  le 
numérateur  par  le  dénominateur  .•  le  quotient  donne 
leur  nombre-,  et  le  reste  mis  en  fractioû y  est  celle  qui 
doit  les  accompagner* 

L'expression  ^,  par  exemple,  désignant  3oj'  par- 
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ti€8  dont  53  conipoëent  l'imité ,  il  y  a  dans  la  quan- 
tité que  représente  cette  expression ,  autant  d* unités 
que  3o7  contient  de  fois  53  :  faisant  la  division^  on  ob- 
tient 5  pout  quotient  et  4^  pour  reste  ;  ces  4^  sont 
àés  cÎTiquante-^troisièmes  d*unité  :  ainsi,  an  liëtu  de 
*^,  on  peut  écrire  5  ff. 

6j,  L'expression  5  f|^  dans laqufill*  kit  endeart  «ont' 
en  évidence,  étant   composée  de  vdeux  {Miitiçfi.âiffé^ 
rentes ,  il  est  souvent  utile  de  revenir  à  rexpressioA  pr»- 
mitive  ^^,  c'est  ce  qu'on  appelle  réduir€  un  entier  en 
fraction. 

Pour  y  parvenir ,  il  faut  multiplier  l'entier  par  te  dé" 
nominateur  de  la  fraction  quil'accompfif^,  ajouter 
son  numérateur  au  résultat,  et  donner  à  la  somme  le 
dénominateur  de  la  même  fraction. 

En  effet ,  il  faut  d'abord  convertir  les  cinq  entiers  en 
Cinquante-troisièmes^  ce  qui  s^eifectuera  en  multipliant 
53  par  5^  puisque  chaque  unité  doit  con1;enir  cinquante- 
trois  parties  ;  le  résultat  sera^  :  réunissant  cette  partie 
avec  la  seconde  |^,  il  viendra  ^. 

68.  Quand  les  fractions  proposées  ont  des  dénomi- 
nateurs différend,  on  ne  peut  plus  réunir  ensemble  ou 
retrancher  l'un  de  l'autre  les  nombres  de  parties  dont 
elles  sont  composée^,  puisque  ces  parties  sont  de  gran- 
deurs différentes  ;  et  pour  obyier  à  cet  inconvénient, 
on  fait  subir  à  ces  fractions  une  transformation  qui  les 
ramène  i  des  parties  de  même  grandeur ,  en  leur  don- 
nant im  dénominateur  commun. 

Soit,  par  exemple,  les  fractions  |  et  J;  si  l'on  multiplie 
par  5 ,  dénominateur  de  la  seconde ,  le^  deux  termes  de 
la  première ,  on  convertira  cette  première  en  -J^  ;  mul- 
tipliant ensuite  par  3 ,  dénominateur  de  la  première  , 
les  deux  termes  de  la  seconde ,  on  convertira  cette  se- 
conde en  44  :  on  formera  ainsi  deux  nouvelles  exprès- 


\ 
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flioas  qui  auront  la  même  valeur  que  les  fractiofi»  pro- 
posées (56). 

Cette  opération^  nécesaake  pour  comparer  lés  graor- 
deurs  respectives  de  deux  fractions ,  ne  consiste ,  au 
f6n4^  qu'à  trouver,  pour  les  exprimer»  des  parties  de 
Funité  assez  petites  pour  pouycMr  être  contenues .  exac- 
tement dans  chacune  de  ceUes  dont  se  forment  les  frac- 
tions proposées.  H  est  visible ,  dans  l'exemple  ci^^essuA» 
que  la  quinziènie  partie  de  Tunité  peut  mesurer  exacte- 
ment ^  et'  ^  de  cette  unité,  puisque  ^contient  cinq 
i5iim««^  et  que  |  en  contient  trois.  Le  procédé  appliqué 
aux  fractions  f  et  f ,  réussirait  également  sur  d'autres 
quelconques. 

En  géttéraii»  pour  réduire  au  même  dénominateur 
deuxfiactions  quelconques,  il  faut  multiplier  les  deux 
termes  de  chacune ,  par  le  dénominateur  de  Poutre. 

6g.  On  réduite  la  fois  au  même  dénominateur,  un 
nombre  quelconque  de  fractions ,  en  multipliant  les  deux 
termes  de  chacune  par  le  produit  des  dénominateurs  de 
toutes  les  autres;  car  il  est  évident  que  les  nouveaux  dé- 
nominateurs sqnt  les  mêmes,  puisque  chacun  est  formé  du 
produit  de  tous  les  dénominateurs  primitifs,  et  que  le» 
nouvelles  fractions  sont  de  même  valeur  que  les  pre- 
mières, puisqu'on  n'a  fait  que  multiplier  les  deux 
termes  de  celles-ci,  par  un  même  nombre  (56).    " 

La  règle  précédente  conduit ,  dans  tous  les  cas ,  au 
but  qu'on  s'est  proposé  ;  mais  lorsque  les  dénominateurs 
des  fractions  dont  il  s'agit ,  ne  sont  pas .  premiers  en- 
tre eux ,  il  existe  un  dénominateur  commun  plus  simple 
que  celui  qu'elle  donne  ;  et  l'on  y  parvient  par  des  consi- 
dérations analogues  à  celles  des  numéros  précédons.  Si 
Ton  a,  par  exemple^  les  fractions 

*      1      Â      i 

ir>    r>    t>  •  î> 

comme  il  ne  s'agit,|  pour  les  réduire  au  même  dénomina- 
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%eiiT^'q[ue  de  divûer  runit^  en  parde»  qui  soient  ooii- 
tenues  exactement  dans  celles  dont  ces  fractions  se-  for- 
ment y  il  sui&a  de  trouver  le  pltts  petit  nombre  qi»i 
puisse  se  diviser  exactement  par  chacun  de  leurs  déno- 
minateurs 3,  4>  ^*  S*  ®t  on  le  découvrira  en  essayant 
sur  les  multiples  de  3  ^  tes  divinons  par  4f  6  et  8>  qui  ne 
réussissent  en  premier  Keu  que  ^ur  s^'  ^^^^  ^^^i  il  ^'y 
aura  plus  qu^a  convertir  les  fractionsproposéesen  d4^«'- 
de  l'unité. 

Pour  eJFectuer  cette  opération,  on  cherchera  succes- 
sivement combien  de  fois  les  dénominateurs  3,  4>  6  et  8  y, 
sont  contenus  dans  â4  ;  et  les  qùotiens  seront  les  Nombres 
par  lesquels  il  faudra  multiplier  respectivement  lesdeilX 
terme$  de  chaque  fraction  ;  pour  la  ramener  au  dénomi- 
nateur a4*  On  trouvera  ainsi;  que  les  deux  termes  de  f 
doivent  être  multipliés  par  8 ,  ceux  de  |  par  6 ,  ceux  de 
I  par  4)  oeûx  de  f  par  3;  et  on  formera  les  fractions 

1 6         «  S         «o         ai 

On  verra  dans  TAlgèb^e  des  moyens  pour  faciliter 
TappUcation  de  ce  procédé. 

70.  La  règle  donnée  précédemment  pour  la  réduc* 
tion  des  fractions  au  même  dénominateur,  suppose 
qu*un  produit  résultant  des  multiplications  successives 
de  plusieurs  nombres  entre  eux ,  ne  change  point  ;  dans 
qnelqu'or^e  qu'on  eETectue  ces  multiplications.  Cette 
vérité  ,  qu  on  regarde  presque  toujours  comme  évidente» 
a  cependant  besoin  d'être  démontrée. 

Il  faut  con^mencer  par  prouver  que  multiplier  un 
nombre  par  le  produit  de  deux  autres ,  c'est  la  même 
chose  que  de  le  multiplier  d  abord  par  l'un  d'eux,  et  de 
multiplier  ensuite  le  produit  résultant»  par  l'autre.  Au 
lieu  de  multiplier,  par  exemple ,  3  par  35,  produit  des 
nombres  5  et  7,  on  aurait  pu  multiplier  3  par  5,  et 
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multiplier  easuite  le  produit  de  ces  iiopibres  par  7.  L^ 
proposition  serait  évidente  si ,  à  la  place  du  nombre  3  , 
on  prenait  Funité;  car  1  multiplie  par  5. donne  5  ;  et  le 
produit  de  5  par  7  donne  35;  aussi  bien  que  le  produit 
de  1  par  35  :  mais  3 ,  ou  tout  a^tre  nombre ,  n* étant  que 
l-assémblage  de  plusieurs  unités^  il  n'arrivera  à  ce 
nombre  que  ce  qui  arrive  à  chacune  des  unhés  dont  il 
est  composé ,  c'est-à-dire  que  les  produits  de  3  paf  5, 
et  par  7,  obtenus  de  l'une  et  de  l'autre  manière  ,  étant 
dans  les  deux  cas,  le  triple  des  résultats  que  donne  l'u- 
nité multipliée  par  5  et  par  7  ^  seront  nécessairement  lea 
mêmes*  On  prouverait  de  la  même  manière  que  si  l'on 
avait  a  multiplier  3  par  le  produit  des  nombres  5  , 
7  et  5) ,  cela  reviendrait  à  multiplier  3  par  5^  puis 
le  produit  trouvé  p^r  7,  et  ce  dernier  produit  par  q^^ 
9t  ainsi  de  suite  ,  en  quelque  nombre  que  soient  les 
facteurs. 

Pour  indiquer  d'une  manière  abrégée  plusieurs  multi- 
plications successives,  telles  que  celles  des  nombres  3 , 
5  et  7  entre  eux,  j'écrirai  3  par  5  par  7. 

Cela  posé^  datns  le  produit  3  par  5  on  peut  chari^r 
l'ordre  des  facteurs  3  et  5  (a7),  et  on  aura  encore! 
1b  même  produit.  Il  suit  imi^édiatement  de  là  que  5 
par  3  par  7  est  la  même  chose  que  3  par  5  par  7.  - 

On  peut  aussi  changer  Tordre  des  facteur&î  et  7dans 
le  produits  par  3  par  7 ,  puisque  ce  produit' équivaut  à 
5  multiplié  par  le  produit  des  nombres  3  et  7;  on  aura 
donc  encore  dans  5  par  7  par  3,  le  même  produit  que  les 
précédens. 

En  rapprochant  les  trois  arrangemens  , 

3  par  5  par  7  , 

5  par  3  par  7  ,    • 

5  p'ar  7  par  3  ,  •     . 
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on  ybit  qae  k  facteur  3  s'est  trouvé  succeesivenient  le 
preuiier,  le  second  et  le  troisième^  et  qu'il  pourrait  en 
$tre  de  même  de  Tun  quelconque  des  deux  autres.  Cet 
exemple  ,  dans  lequel  on  n'a  point  considéré  la  valeur 
partidulière  de  chaque  nombre  •  doit  prouver  qu*im 
produit  de  trois  facteurs  ne  change  point,  quelqu'ordre 
qu*on  établisse  dans  les  multiplications. 

Si  l'on  avait  un  produit  de  quatre  facteurs ,  tel  que 
3  par  5  par  7  par  9,  on  pourrait,  d'après  ce  qui  vient 
d*être  dit ,  arranger  bomme  on  voudrût  les  trois  pre^ 
miers  ou  les  trois  derniers ,  et  faire  ainsi  passer  par 
toutes  les  places  l'un  quelconque  de  ces  facteurs. 
Considérant  ensufte  un  des  nouveaux  arrangemens , 
par  exemple  celui-ci ,  5  par  7  par  3  par  9  ,  on  pourrait 
intervertir  Tordre  des  deux  derniers  facteurs,  Ce  qui 
donnerait  5  par  7  par  9  par  3  ,  et  mettrait  3  à  la 
dernière  place.  On  étendra  sans  peine  ôes  raisonneiûens 
à  tel  nombi'e  de  facteur?  qu'on  voudra. 

71.  Au  moyen  de  la  réduction  au  même  dénomina- 
teur ,  l'addition  et  la  soustraction  des  fractions  £*eiFec- 
tuent  comme  dans  le  n®  65. 

72.  Lorsqu'on  a  des  entiers  accompagnés  de  fractions, 
il  faut  Sabord  opérer  sur  celles-ci.  Pour  ajouter ,  par 
exemple,  3  j  avec  5  f ,  on  commencera  par  réduire  au 
même  dénominateur  les  fractions  7  et|>  qui  deviendront 
II*  et  II;  puis  on  joindra  leur  somme  à  celle  des  en- 
tiers 3  et  5  ;  le  total  sera  6  f|. 

La  soustraction  sVopérerd  de  tnême  toutes  les  fois  cpie 
là  fraction  qui  entre  dans  le  âombre  à  soustraire  sera  la 
plus  petite  des  deux.  Dans  le  cas  contraire ,  pour  rendre 
là  soustraction  possiUe ,  il  faut  faire  un  emprunt  sur 
l'entier  joint  à  la  plus  petite  fraction.  Si  l'on  avait,' 
par  exemple,  |  à  ôter  de  3  ^,  les  deux  fractions  ré- 
duites au  même  dénominateur  devenant  7?  et  ^  ,  on 
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verrait  que  la  pfemière  ne  peut  être  rétraDcbée  de  la 
seconde;  mais  en  empruntant  i >  ou  f^^  sur  l'entier 5, 
on  changerait  le  nombre  3  J,  ou  3  ]^,  en  a  J^,  d'où 
retranchant  -^j  il  resterait  a  ^, 

73.  Je  reprends  maintenant  l'examen  du  tableau  du 
n*55. 


:ion 


En  midupliant  )  ,  C  on  multiplie  1  .    .      . 

„    j.T  *^         >  le  numérateur      <       j.  •   *      f  «  frictt 
lui  oiyisant       j  (  on  divise       ) 

En  mukiplianc  )  ,    1  *  f  on  divise       \  t    ,     .• 

«:....  >  le  dénominateiw  <  .      .     , .  ,.    >  la  iracuoi!, 

£n  divisant       )    /  C  on  moltipue  j    * 

pour  en  déduire  d«  nouvelles  conséquences. 

On  voit  d'abord,  à  la  seule  inspection  de  ce  ta- 
bleau ,  que  l'on  peut  multiplier  une  fraction  de  deux 
manières  ,  savoir  :  en  multipliant  son  numérateur  ,  ou 
en  divisant  son  dénominateur,  et  qu'on  peut  aussi  la  di«- 
iriser  de  deux  manières;  savoir  :  en  divisant  son  numé- 
rateur, ou  en  multîplîkftt  son  dénominateur;  d'où  il 
euit  que  la  multiplication  seule /'selon  qu'on  l'effectue 
sur  le  numérateur  ou  sur  le  dénominateur ,  suffit  pour 
opérer  la  multiplication  et  la  division  des  fractions  par 
des  nombres  entiers.  Ainsi  -^  multipliés  par  7  unités, 
font  Yj;  i  divisés  par  3,  font  ^,  etc. 

74-  Dans  le  numéro  précédent  le  multiplicateur  étant 
un  nombre  entier ,  indiquait  encore ,  comme  dans  le 
n^  sa',  combien  de  fois  on  devait  répéter  le  multipli- 
cande; mais,  quand  on  dit,  par  exemple,  que  prendre 
le  5"' d'un  nombre  quelconque  c'est  multiplier  ce  nom- 
bre par  3,  le  mot  multiplier n* a.  plus  la  même  accep- 
tion que  ci-dessus  ,  puiaqu'il  indique  un  résultat  cinq 
fois  plus  petit  que  le  multiplicande  ;  néanmoins  on  peut 
comprendre  les  deux  cas,  dans  le  même  énoncé ,  en 
disant  que  multiplier  un  nombre  par  un  autre,  c^est 
composer  avec  le  premier  un  nombre,  de  la  même  mw 
fàère  que  le  second  est  composé  avec  l'unité,  Ea  effet„. 


/- 
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Ionqu*iI  â^agit  de  multiplier  par  a,  par  ^^  etc.  ,  la 
produit  est  composé  de.  a  fois»  3  foi8^.etc  le  multi- 
plicande ,  de  même  que  le  multiplicateur  est  composé 
de  Hy  3,  etc.  unités;  et  multiplier  un  nombre  quel- 
conque par  la  fraction^,  par  exemple ,  c'est  en 
prendre  la  cinquième  partie  ,  parce  que  le  multîpli-^ 
cateur  ^  étant  la  cinquième  partie  de  lunité,  exprime 
que  le  produit  doit  être  la  cinquième  partie  du  mul- 
tiplicande (*)• 

De  même  ^  multiplier  un  nombre  quelconque  par  | , 
c*est  prendre  sur  ce  multiplicande  une  partie  qui  en 
soit  les  quatre  cinquièmes ,  ou  égale  à  quatre  fois  un 
cinquième  de  ce  multiplicande. 

On  voit  par  là  que  le  mot  multiplier  étendu  aux  ex^ 
pressions  fractionnaires  n'emporte  pas  toujours  l'idée 
d'augmentation,  comme  pour  les  nombres  entiers. 
Toutes  les  fois  que  le  multiplicateur  sera  moindre 
que  l'unité  ,•  le  produit  sera  plus  petit  que  le  multipli- 
cande, auquel  il  serait  seulement  égal,  si  le  multipli- 
cateur était  1. 

75.  Puisque  la  multiplication  par  une  fraction ,  quel 
que  soit  le  multiplicande^  a  pour  objet  de  prendre  sur 
ce  multiplicande  les  parties  marquées  par  la  fraction 
multiplicateur  >  cette  opération  est  composée  de  deux 
autres ,  savoir ,  d'une  division  et  d  une  multiplication , 
dans  lesquelles  le  diviseur  et  le  multiplicateur  sont  des 
nombres  entiers. 

.  En  effet ,  pour  prendre  les  t  d'un  nombre  quelconque. 


,A  -f. .-»f if    {•(■»  » 


(^)  On  est  conduit  à  cet  énonce  par  nne  question  qui  seprtfsente 
souvent  :  celle  oh  Ton  cherche  le  prix  d'une  quantité  quelconque 
d'Anne  c^iose,  lorsqu'on  connaît  le  prix  de  l'unité  de  cette  chose. 
La  question  demeure  évidemment  la  même ,  soit  qu'il  s'agisse  d'une 
i^aantilé  pins  grande  ou  plus  petite  que  cette  nnilé'. 
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par  exemple ,  û  faut  d*abord  en  trouver  la  cia'qujème 
partie  en  le  divisant  par  5^  et  répéter  cette  cinquième 
partie  quatre  fois,  en  la  multipliant  par.4- 

En  général ,  on' voit  qu'i/  faudra  toujours  diviser  le 
inukiplicande  par  le  dénominateur  de  la  fraction  mitl- 
tipUcateur  ^  et  multiplier  le  résultat  par  le  numérateuf 
de  Cette  fraction. 

Si  le  multiplicande  est  un  nombre  entier  divisible 
par  5,  par  exemple ,  35 ,  la  cinquième  partie  sera  7 , 
multipliant  ce  résultat  par  ^ ,  on  aura  a8  pour  les  ^  de 
35,  ou  pour  le  produit  de  55  par|.  Si  le  multiplicande, 
toujours  entier ,  n'est  pas  divisible  exactement  par  5  , 
qu'il  soit,  par  exemple,  8a,  la  division  par  S  donnera 
pour  quotient  6  |  ;  répétant  ce  quotient  quatre  fois  t  il 
viendra  â4f ,  ce  qui  revient  à  26  |  :  telle  est  la  valeur 
des  I  de  3â. 

On  atarait  évité  la  conversion  de  04^  ^  ^^  |  ^^  ^'^^ 
eût  commencé  par  multiplier  3s  par  le  numératéuir  4î 
divisant  alors  le  produit  1 28 ,  par  le  dénominateui;  5,  on 
aurait  obt^u  tout  de  suite  le  dernier  résultat  â5  4* 

f  -  ... 

.     76.  Je  passe  maintenant  à  la   multiplication  d'une 
fraction  par  une  fraction. 

Je  suppose  qu'on  ait  à  mtdtiplier ,  par  exemple ,  §  par 
-J  :  d'après  le  n*  précédent ,  l'opération  se  réduit  à  divir- 
ser|  par  5 ,  et  à  multiplier  ensuite  le  résultat  pai*  4>  ^t 
par  le  tableau  du  n**  55,  la  première  opération  «'effec- 
tuera en  multipliant  le  dénominateur  3  du  multiplicande 
par  5 ,  et  la  seconde  ,  en  multipliant  le  numératein:  a 
du  multiplicande  par  4»  ce  tjni  donnera  pour  le  pro- 
duit cherché^. 

Jl  en  serait  de  même  de  tout  autre  exemple  ;  et  on 
doit  par  conséquent  conclure  de  ce  qui  précède ,  que 
pour  former  h  produit  de  deux  fractions  y  il  f oui  mul 
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ùplier  les  numérateurs  l'un- par  Vautre  y  et  placer  sous 
ce  produit,   celui  des  deux  dénominateurs, 

77.  II  p^ut  arriver  que  Ton  ait  à  multiplier  les  uns 
par  l/e&^utresdes  en^eifs  joints  à  des  fractiûos ,  comme , 
par  exemple^  3  f  par  4 1.  Le  moy^Q  le  plus  simple  pour 
çbteiiir  le  produit,  est  de  réduire  le»entijers  enfractious^ 
suivant  le  procédé  du  n^  67  \  les  deux  facteurs  seront 
exprimés  alors  par  ^  ^  ^ ,  leur  produit ,  pajf  i^  ou  par 
18  ^ ,  en  extrayant  les  entiers  (66). 

7®.  On  donne  quelquefois  au  produit  de  plusieuxf 
fractions^le  nom  à^  fractions  de  fractions  :  c'est  dans  ce 
sens  qo'on  dit  les  |  de  ^.  Cette  expression  marque  les  | 
de  ]a  quimtité  représentée  par  |  de  Tunité  primitive  , 
et  prise  à  son  tour  pour  unité.  On  réduit  ces  deux  frac* 
tiens  à  une  seule  par  la  multiplication  (  76) ,  et  ie 
résultat,  -j^,  exprime  la  valeur  de  la  quantité  cherchée 
rapportée  à  l'unité  primitive;  c*est^-dire  que  lés  f  de 
la  quantité  représentée  par  les  |  de  l'unité,  éqàîvâleiit 
aux  -^  de  cette  unité.  Si  l'on  voulait  pf  endreles  |  de  ce 
résultat,  cela  reviendrait  à  prraidre  les'|dc9|dë|,  et  en 
réduisant  ces  fractions  aune  seule ,  on  aurait  -j^  pour  la 
vdenr  de  la  quantité  cherchée',  rapportée!  à  l'unité  prii 
mitlve.  '  .  » 

79.  Le  mot  co>it«ru>  ne  convient  pas  plus,  eu  toute 
rigueur ,  aux  difFérens  cas  que  présente  la  divisk» ,  \ffa0 
le  mot  répéter  à  ceux  que  présente  la  multipUcalioii  ;  cav 
on  ne  peut  pas  dire  quele  dividende  contiept  le  diviseur^ 
Ii)rsqa'il  est  moindre  que  ce  dernier  :  cependant  on  s'ex- 
prime encore  ain^  9  n^^  seulement  par  an^ogie  et  par 
extension. 

Pour  génér^iser  la  division,  il  faut  regarda  ledi^i-- 
à^de  comme  cmnpo^é  àî^ec  ie  quotient  de  la  même  ma" 
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nière  que  le  diviseur,  l'est  avec  l'unité ,  puisque  le  divi- 
seur et  le  quotient  6ont  les  deux  facteurs  du  dividende 
(36).  Cette  considération  se  prête  à  tous  les  cas  que 
peut  offrir  la  division.  En  effet ,  lorsque  le  diviseur  est 
5  ,  par  exemple^  le  dividende  est  égala  5  fois  le  quo- 
tient^ et  c«Iui-ci  est  par  conséquent  la  cinquième  partie 
du  dividende.  Si  le  diviseur  est  une  fraction,  5,  par 
exemple ,  le  dividende  ne  doit  être  que  la  moitié  du 
quotient  ^  ou  ce  dernier  doit  être  double  de  Tautre. 

Il  estvisU^Ieque  toutes  les  fois  que  le  diviseur  sera 
moindre  que  Timité ,  le  quotient  surpassera  le  divi- 
dende ,  puisque  ce  diviseur  doit  être  contenu  daçs  le 
dividende  un  plus  grand  nombre  de  fois  que  l'unité, 
qui,  prise  pour  diviseur,  donne ,  dans  tous  les  cas ,  un 
quotient  exprimé  par  le  dividende  lui-même. 

La  définition  que  je  viens  de  poser  conduit  feci- 
lement  à  la  manière  d'opérer ,  lorsque  le  diviseur  est  une 
fraction.  Je  prends  pour  exemple  |  :  dans  ce  cas,  le  divi- 
dende doit  être  seidement  les  |  du  quotient;  mais  ^  étant 
^de  |,  on  aurait  donc  ^  du  quotient  en  prenant  le 
quart  du  dividende ,  ou  en  le  divisant  par  4*  Connaissant 
par  là  3-  du  quotient,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  ce 
résultat  5  fois,  ou  le  multiplier  par  5,  pour  obtenir  le 
quotient.  Dans  cette  opération ,  on  divise  le  dividende 
par  4  >  ^^  ^^  multiplie  le  résultat  par  5  ;  c'est  donc 
(76)  comme  si  l'on  avait  pris  les  ^  du  dividende ,  ou 
comme,  si  l'on  avait  multiplié  le  dividende  par  f,  qui  n'est 
autre  chose  que  la  fraction  diviseur  |  renversée. 

Cet  exemple  montre  qu'en  général,  pour  diviser 
un  nombre  quelconque  par  une  fraction,  ilfrmt  lemul^ 
tiplier  par  cette  fraction  renversée. 

Soit  pour  exemple  9  à  diviser  par  |  ;  cela  s'effectuera 
en  multipliant  9  par  ^,  et  on  trouvera  ^  ou  is.  De 
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même  i3  à  diriser  par  ^  reviendra  à  i3  multiplié  par  l^ 

ou  à  •^.  Le  quotient  cherché  sera  18^  ^^  en  extrayant 
les  entiers  (66). 

80.  Lorsque  le  dividende  est  une  fraction  »  Fc^ratioit 
Ttyient  k  multiplier  (76}  la  fraction  dividende  pctr  la 
fraction  diviseur  renversée. 

Soit  \  à  diviser  par  §  ;  il  faudra  multiplier  ^  par  | ,  ce 
qui  dosnei-a  f^. 

n  est  évident  q^ie  Topération  ci-dessus  peut  encore 
être  énoncée  ainsi  :  Pour  diviser  une  fraction  par  une 
autre ,  il  faut  multiplier  le  numérateur  de  la  première 
par  le  dénominateur  de  la  seconde ,  et  le  dénominateur 
de  la  première  par  le  numérateur  delà  seconde. 

S'il  V  avait  des  entiers  joints  aux  fractions  proposées^ 
on  ka  réduirait  en  fractions^  et  on  appliquerait  aux  ré- 
sultats la  règle  ci^-dessus. 

81.  Il  est  important  d'observer  que  Ton  indique^  par 
{e  moyen  d'une  expression  fractionnaire ,  une  division 
quelconque ,  soit  quelle  puisse  s'opérer  en  nombres  en- 
tiers »  ou  autrement.^,  par  exemple,  expriment  évidem*- 
ment  le  quotient  de  36  par  3,  aussi  bien  que  is;  car  ^ 
étant  contenu  trois  fois  dans  Tiinité  y  ^  seront  contenus 
trois  fois  dans  36  entiers ,  comme  doit  l'être  le  quotient 
de  36  par  3.     . 

8isi.  On  remarquera  sans  doute  que  la  multiplica- 
tion et  la  division  des  fractions  s'opèrent  immédiate- 
ment par  les  remarques  énoncées  dans  le  tableau  de  la 
page  43,  au  lieu  quç  l'addition  et  la  soustraction  des 
fractions  demandent  une  préparation  préliminaire.  Gela 
tient  à  ce  que  les  fractipns  proviennent  de  la  division» 
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qui  tient  de  si' près  à  la  multiplication.  On  aura  sourent 
occasion  par  la  suite  de  se  conyainor®  de  cette  vérité  : 
que  les  opérations  à  faire  sur  des  quantités  sont  d'autant 
plus  faciles ,  qu'elles  se  rapprochent  davantage  de  l'ori- 
gine de  ces  quantités;  '  ' 

Des  fractions  décimales. 

83.  Quoiqu'on  puisse ,  par  les  règles  précédentes ,  »f«* 
f ectuer  dans  tous  les  cas ,  sur  les  fractions ,  les  quatre 
opérations  fondamentales  de  rArithmétique ,  on  a  dû 
sentir  de  bonne  heure ,  que  si  l'on' avait  assujetti  à  une 
même  loi  de  décroîssement,  les  diverses  subdivisions 
de  l'unité ,  qui  servent  à  mesurer  les  quantités  plus 
petites  que  cette  unité  ,  le  calcul  des  fractions  serait  de- 
venu beaucoup  plus  comH;u)de  par  la  facilité  qu'on  au- 
rait e|ae  k  les  convertir  les  unes  dans  Jes  autres.  En  pre- 
nant cette  loi  conforme  à  la  base  de  4Qtre  système  4^ 
numération  y  on  a  donné  au  calcul  le  plus  haut  degré 
de  simplicité. auquel  il  spit  pps^ible  d'atteindre,  et  voici 
commeint.  , 

Oh  a  vu ,  dans  le  n®  3,  que  chacune  des  coHections 
d'Unités,  contenues  dans  un  nombre,  se  compose  de  dix 
unités  de  l'ordre  précédent ,  comme  ladixainese  fbrmè 
des  unités  simples  \  mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on 
regarde  cette  unité  simple ,  comme  eontenaht  dix  par-*- 
ties  dont  chacune  sera  un  dixième  : 

Le  dixième ,  comme  contenant  dix  parties,  dont  cha- 
cune sera  un  centième  de  l'unité  : 

Le  eentième  comme  contenant  dix  parties,  dont  ei»^ 
cune  sera  un  millième^e  l'unité,  ainsi  idesi^ite»  ' 

En  poursuivant  ^insi ,  on  formera  des  quantités  aussi 
petites  que  l'on  voudra,  et  au  nwyén  desqiieHes  oh 
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ponrra  par  conséqueht  mesurer  des  quantités,  quelque 
petites  qu'elles  soient.  , 

Ces  fractions,  qu'on  nomme  décimales ,  parce  qu'elles 
sont  composées  de  parties  de  l'unité  de  dix  en  dix  fois 
plus  peidtes^  se  convertissent  les  unes  dans  les  auti'es» 
de  la  même  manièr&(piele8.<2û;mRe^,  les  centaines  y  les. 
mille,  etc. ,  se  convertissent  en  unités.  En  elTet , 

X 

l'vnité  valant  i  o  dixièmes  ^ 
le  dixième  i  o  centièmes , 
le  centième  i  o  millièmes , 

a  en  résulte  que  le  dixième  vaut  lo  fois  lo  millièmes  ou 
loo  nuUièraes. 

♦ 

Par  exemple ,  â  dixièmes ,  3  centièmes  et  4  millièmes  » 
seront  équivalens  à  â34  millièmes,  comme  2  centaines^ 
3  dixaines  et  4  unités,  font  234  unités;  et  il  en  sera 
de  même  dans  tout  autre  cas,  puisque  la  subordination 
des  parties  de  l'unité  est  semblable  à  celle  des  divers 
ordres  d'unités* 

84.  Par  cette  remarque,  on  peut,  au  moyen,  des 
tbifires^  écrire  lès  fractions  décimales  de  la  même  ma- 
nière que  les  nombres  entiers;  puisque,  d'après  la  con- 
vention qui  rend  dix  fois  plus  petite  la  valeur  d'un  chif- 
fre mis  à  la  droite  d'un  autre ,  les  dixièmes  trouvent 
natureUementleur  place  à  la  droite  des  unités ,  puis  les 
centièmes  à  la  droite  des  dixièmes ,  et  ainsi  de  suite  : 
mais  pour  empêcber  que  l'on  ne  puisse  confondre  les 
chiffres  qui  expriment  des  parties  décimales ,  avec  ceux 
qui  représentent  des  unités  entières ,  on  liiet  une  virgule 
à  la  droite  des  unités.  Pour  exprimer,  par  exemple,  34 
unités  et  27  centièmes,  on  écrira  34,27.  S'il  n'y  avait 
pas  d'unités,  on  remplirait  leur  place  par  un  zéro ,  et 
on  ferait  de  même  pour  :toutes  les  parties  décimales  qui 
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pourraient  manquer  entre  celles  qui  sont  énoncées  dans 
le  nombre  proposé. 

Ainsi  1 9  centièmes  s'écrivent  0,19  > 

3o4  millièhies         o,3o4  >     . 
*  3  millièmes  •      o,oo3. 

"85.  Si  l'on  rapproche  les  expressions  des  fractions 
décimales  ci-dessus,  des  suivantes ,  ^^  -pi^,  rvo^» 
qu'on  tirerait  de  la  manière  de  représenter,  en  général , 
une  fraction,  on  verra  que  pour  représenter  sous  la 
yh  77716  entière,  une  fraction  décimale ,  écrite  comme  une 
fraction  ordinaire ,  il  faut  prendre  tel  qu'il  est  le  na- 
mcrateur  de  cette  fraction ,  et  le  placer  de  manière 
qu'il  y  ait  après  la  virgule  ^  autant  de  chiffres  qu'il  y  a 
de  zéros  à  là  suite  de  l'unité  dans  le  dénominateur. 

Réciproquement,  pour  ramener  une  fraction  déci^ 
maie,  présentée  sous  la  forme  d'un  entier,  à  celle  d'une 
fraction  ordinaire ,  il  faut  donner  pour  dénominateur 
aux  chiffres  qu'elle  contient,  l'unité  suivie  d'autant 
de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  à  la  droite  de  la  virgule, 

Cest  ainsi  que  les  fractions  o,5S,  o,o3G,  se  chan- 
gent en  -^  et  ■^. 

8S.  L'expression  en  chiffres ,  des  nombres  contenant 
des  parties  décimales ,  se  lit  en  énonçant  d'abord  tes 
xhifjres  placés  û  la  gauche  delà  virgule ,  puis  ceux  qui 
sont  à  la  droite ,  et  en  ajoutant  au  dernier  de  ceux-ci , 
la  dénomination  des  parties  qu'il  représente. 

Le  nombre  26,735  s'énonce  aG  unités  736  millièmes; 

Le  nombre 0,0673  s'énonce  673  dix-millièmes  ; 

Enfin  0,0000673  s'énonce  673  dix-millionièmes. 

87,  Les  chiffres  décimaux  ne  tirant  leur  valeur  que 
ihi  rang  qu'ils  occupent  par  rapport  à  la  virgule ,  il  e»! 
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indiIFérent  d'écrire  ou  d'effacer  sur  leur  droite  teluoiu* 
bre  de  zéros  qu'on  voudra.  Par  exemple ,  o,5  est  la 
même  chose  que  o^5o;  0,784»  la  même  chose  que 
0,78400  ',  car  dans  le  premier  cas ,  le  nombre  qui  ex- 
prime la  fraction  décimale  est  devenu  dix  fois  plus 
grand,  mais  les  parties  sont  devenues  des  centièmes,  et 
par  conséquent  dix  fois  plus  petites  qu'elles  n'étaient 
d'abord;  dans  le  second  cas,  le  nombre  qui  exprime 
la  fraction  est  devenu  cent  fois  plus  grand,  mais  les 
parties  étant  devenues  des  cent-rmillièmes ,  sont  cent 
fois  plus  petites  qu'elles  n'étaient  d'abord  :  cette  trans- 
formation revient  donc  à  celle  qu'on  opère  sur  une 
fraction  ordinaire,  lorsqu'on  multiplie  ses  deux  terme.s 
par  le  même  npu)b^e;  et  ce  serait  les  diviser  par  1&  xaèm^ 
nombre,  si  l'on  supprimait  des  zéros/ 

88.  L'addition  des  fractions  décimales  et  des  nombres 
qui  en  sont  accompagnés,  ne  demande  pas  d'autre  règle 
que  celle  des  nombres  entiers ,  puisque  lés  parties  dé- 
çimales  se  composent  les  unes  des  autres  ^  en  allant  de 
droite  à  gauche ,  de  la  mêi^e  manière  que  les  unitûh 
entières. 

Soient ,  pour  exemple ,  o^5t> ,  o,oo3 ,  o,g58  ;  en  les 
disposant  comme  il  suit  ; 

o,56 

o,oo5 

Oi958 

Somme i^Sai 

on  trouve  par  la  règle  du  h*»  la,  que  leur  somme  est 
i,5ai. 

Soient  encore  les  nombres  19,35  ,  o,3,  84,5  et 
1 10,02,  qui  èontiennent  des  unités  entières  j  on  les  dis* 
posera  ainsi  : 

5.. 
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.0,3 

84.5   ,    : 

•     1 10,  02 


•  I  I 


"     .  $oitime..  : . . .  ÎÎ14,  17  '     ' 

iet  Ton  trouver^ de  même  que  leur  somme  est  214, 17* 

"En  général,  raddition  des  nombres  décimaux  se 
"fait  comme  celle  des  hombres  entiers ,  en  observant  de 
placer  à  la  somme  ^  la  virgule  dans  la  même  colonne 
oà  se  trompent  toutes  celles  des  nombres  à  ajouter. 

fig.  Les  règles  prescrites  pour  la  soustraction  des 
noi^res  entiers,  conviennent  aussi,  comme  on  va  le 
voir,  aux  nombres  décimaux.  Soit,  par  exemple, 
0,3697 ,  à  retrancher  de  0,62  *,  on  obsesvera  d'abord 
tjue  le  second  nombre,  qui  ne  contient  que  dfes  cen- 
tièmes ,  tandis  que  le  premier  renferme  des  dix-mil- 
lièmes, peut  aussi  étire  converti  en  dbt-millièmes  j  en 
mettant  deux  zéïos  à  sa  dfoitc  (87)  ,  ce  qui  le  change 
■en^,6aoo.  On  disposera  ensuite  l'opération  comme  ci- 
^ssous  ; 

o,6aoo  .  < 

0,3697  '  ' 

Différence o,25a3 

« 

•et  par  la  règle  du  n*  17,  on  trouvera  une  différence  de 

o,25o3. 

Soit  encore  le  nombre  7,364  à  ôter  de  9,1457;  Topé- 
ration  étant  disposée  ainsi  :     . 


>  t  >  t .  I 


9>»457 
'  -  '7*364o 

Différence......    1,7817 
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on  trouve  la  différence  marquée  ci-dessus.'  Il" 'eût  éVé^ 
égai  de  ne  pas  mettre  le  zéro  à  la  suite  du  nombre  d 
retrancher ,  pourvu  qu'on  eût  placé  ses  divers  cfelTres 
aunlessous'âe  ceux  qui  marquent,  data^le  preniîèr  honi* 
bre ,  dès  ordreb  â'uîiités  ou  dtesparties  correspondantes.  " 

Eh'générd,  la  soustractîoh  Ses  nombres  aécînïaux' 
s'opère  cohùhe  celle  îles  nombres  entiers)  pourvu  (jù%%l 
rende  le  nombre  des  chiffres  décimaux' le  mâmie  d'art^ 
les  deux  nombres  proposés  f  en  écrivant  à  la'âhntà  de 
celui  qui  en  a  lé  moins  ,  mitant  de  zéros  quil  est  né^ 
eessaire;  it  on  place  à  la  différence  une  vïrs;ùle  dans 
fa  coloniïé  dû  se  trouvent  ceues  des  nombres proposeL 

L88':{yr6«rr«9  de  faddîlâoïi  et  de  la  sm^sfliiaction  des^ 
«ombres  âécîtt|aux  se^  font  abâotofilieût  comirie  celle^' 
des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  entiers.         * 

••71....    .'      'HIV    i.^    t       ,     '  '•    :  ,^-    '        '•  •       *         -      1-    '     ■   i 

.  «gOk»  La  virgule  séparant  les  collections  d^ùiités  en^' 
tièt«»{;dc$'  parties  décimâtes,  m^  déplâKjeinent '«hange 
Béceesairement  là  valeur  du  )iotiib!>e'Hx)taî.  Eb  là  recu-^ 
antver»  là  droite  ^  on  fait  passer  dans  la  partie  entière  ; 
des  chiffres  q^  se  trouvaient  daris  la  paitie  frélctzof)^' 
naire;  on  augmente  par  conséquent  la  valeur  totale  flu' 
nombre  pmp^é.  Au  contraire ,  en  avançant  la  tirgiile 
vers  ia  gauche,  on  fait  passer  dans  la  partie  fraction- 
naire des  chifiVès  qui  se  trouvaient  dans  la  fiartié  en- 
ière ,  et  par  tiOnséquéât  on  dinllnne  la  vaTèiir  totale  du 
nombre  proposé. 

Le  premier  cjiangenientrend  le  nombre  prbpôsé  dix  « 
centy  millaj  etc. ,  fois  plus  grand ,.  suivant  <|u -on  recule  la^ 
virgule  d'un, deux,  trois^  etc. ^  rangs  vers  la  dtoite,  pacçe^ 
que  chaque  fois  qu'on  recule  ainsi  la  virgule  d'iin  rasig^ 
tous  les  chiffres,  c^omparcs  à  cetti9  virgule,  àvancel1^ 
d*Hn  rang  vers  la  gauche  ^  et.px'ennfint  par  conséqtienlr 
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une  valeur  dix  fois  plus  grande  qae  celle,  qu'ils  avaient 
d'abord*   . 

Si«  par  exemple  I  dans  le  nombre  i34,a8^  on  porte  la 
virgule  entre  le^  et  le  8  ^.on  aura  i54^^S^]t8  centaine» 
serpnt  devenues  des  mille»  les  dixaines  des  centaine»^ 
les  unités  des  dixaines ,  les  dixièmes  des  unités ,  et  les 
centièmes  des  dixièmes.  Toutes  les  parties  du  nombre 
ét^nt  devenues  dix  fois  plus  grandes ,  c*est  comme  si  on 
i*avait  décuplé ,  ou  multiplié  par  dix. 

Le  seoond  changement  rend  le  nombre  proposé  dix  ^ 
cent,  mille  ^  etc. ,  fois  plus  petite  selon  qu'on  avance  la 
virgule  d'un  »  deux,  trois >  etc. ,  rangs  vers  la  gaucbe^ 
parce  que  chaque  fois  qu'on  avance  ainsi  la  virgule 
d'une  place  ,  tous  les  chiffres  comparés  à  cette  virgule, 
reculent  d'un  rang  yersf  la  droite ,  et  premient  par  con- 
séquent une  valeur  di;x  fois  plus  petite  qœ  celle  qu'ili 
avaient  d'abord. 

Si  dans  le  nombre  i34,aB ,  on  porte  la  virgule  entre 

le  3  et  le  4  >  on  aura  i3'»4^>  ^^  centaines  seront  de ve*  * 
nues  des  dixaines ,  les  dixaines  des  unités  j  les  unités  de« 
dii^ièmes  ^.les  dixièmes  des  centièmes ,  les  centièmes  des 
millièmes.  Toutes  les  parties  dp  noml^re  étant  devenues 
dix  fois  plus  petites ,  c'est  comme  si  Toh-^n  avait  prit 
le  dixième  ,  ou  qu'on  l'eût  divisé  par. dix. 

gi.  Il  est  facile  de  prévoir,  d'après  les  considérations 
précédentes ,  l'avantage  que  les  fractions  décimales  ont 
sur  les  fractions  ordinaires  :  tjoutes  les  multiplications  ou 
les  divisions  qu'il  faut  opérer  par  le  dénominateur  de 
celles-ci ,  s'effectuent  dans  les  autres  par  l'addition  ,  ocr 
la  suppression  d'un  certain  nombre  de  zéros ,  ou  par  le 
simple  déplacement  de  la  virgule.  En  adaptant  ces  mo- 
difications à  la  théoiie  des  fractions  ordinaires .  bii  en 
déduit  sur-le-champ  celle  des  fractions  débimales ,  et 
la  manière  d'effectuer  la  multiplication  et  la  division 
sur  ces  fractions  ;  mais  on  peut  y  arriver  directement 
par  les  considérations  suivanteî:. 
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Je  supposerai  d^abond  xpie  te  niûltiplicaiide  seul  ai^ 
descfailFres décimaux.  Si  Tony  fait  abstraction  delà  vir- 
gule, il  deviendra  dix,  cent,  miQe,  etc.,  fois  plus 
grand  ^  suivant  le  nombre  de  ses  chiffrés  décimaux^  et 
le  produit  que  donhera  dans  ce  cas  fa.  multiplication  , 
sera  un  pareil  nombr»  de  fois  plus  grand,  que  celui 
qu'on  cKercbait  :  on  obtiendra  donc  ce  dernier  en  divi- 
sant l'autre  par  dix ,  cent»  mille  >  etc.;  ce  qui  s'elFec<- 
tœra  en  séparant  sur  sa  droite  (90) ,  autant  de  chiffre:^ 
décimaux  qu'il  y  en  avait  dans  lé  multiplicande. 

Si,  par  exemple^  on/ avait  à  multiplier  34>i37  pa^^ 
9,  on  formerait  d'abord  le  produit  de  34 1S7  par  9.»  ce 
^ui  donnerait  SojaSSj  et  comme  la  suppressioi  det  lat 
virgule  aiirait  rendu  le  n>ulttplicajade  n^le  fois  plua^ 
g^^and  q^u'il  n'était  ^  il  faudrait  diviser  par  mille  le  pVo-\ 
duit  trouvé ,  bu  séparer  par  une  virgule ,  ses  trois  dér-^ 
niers  chiffres  à  droite  :  on  aurait  ainsi  3o7,a33. 

'Eji  général  ^  pour  multiplier  par  un  nombre  entier,. un 
nombre  accompagné  de  chiffres  décimaux  i  on  fait 
abstraction  delamr^ule  dans  celui-ci;  mais  on  sépara 
sur  là  droite  du  produit  autant  de  chiffres,  décimaujf 
que  le  multiplicande  en  contenait, 

92.  Lorsque  le  multiplicateur  contient  des  chiffres 
.  décimaux ,  et  qu'on  y  fait  abstraction  de  la  virgule,  pu 
le  rcînd  ,  dix,  cent,  mille ,.  etCv,  fois  plus  grand  ,  selon' 
le  nombre  de  ses  chiffres  décimaux  ;  en  l'employant 
dans  cet  état,  il  donnera  évidemment  un  produit  dix , 
cent,  mille,  etc.,  fois  plus  grand  que  celui  qu'on  aurait 
dû  avoir ,  et  qu'on  obtiendra  par  conséquent  en  divisant: 
le  premier  par  l'un  de  ces  nombres  ;  c'est-à-dire  ,  en  sé- 
parant sur  la  droite  du  produit  autant  de  chiflres  décî-^ 
maux  qu'en  contient  k  multiplicateur ,  ou  en  avançant 
d'un  pareil  nombre  de  places ,  vers  la  gauche  (90) ,  la 
virgule  qui  se  trouverait  dans  le  produit ,  si  k  multipli- 
cande avait  aussi. de:;  décimales. 


7>  TRAITÉ      ÉLÉMENTAIRE 

Soit  potir  exempte  17^,84  à  multiplier  par  3b',oo3; 
en  faisant  abstraction  de  la  virgule  dans  le  multiplica- 
teur seulement ,  on  aurait,  d*après  le  numéro  précé-^ 
dent,  le  produit  6322758^52;  mais  le  multiplicateur 
.^s  trouY>ant  millefois  plue  grand  qu'il  n'aurait  dû  Têtre , 
il  faudra  diviser  ce  produit  par  mille,  ou  avaricer  la 
wgule de  trois  places  vers  la  gauche,  ce  qui  donnera 
6222,75852  pour  le  produit  démandé ,  dans  lequel  il  se 
trouvera  par  conséquent  autant  de  chiffres  décimaux 
qu'il  y  en  a,  tant  dans  le  multiplicande  que  dans  le  mul- 
tiplicateur. 

En.  général ,  pour  multiplier  Pun  par  Vautre  deux 
nombres  accompagnés  de  chiffres  décimaux,  on  fera 
abstraction  de  la  virgule  dans  Vun  et  4cuis.  Vautre  ; 
mais  on  séparera  sur  la  droite  du  produit ,  autant'  de 
chiffres  décimaux  qu'ils  en  contiennent  tous  deux. 

Dans  certains  cas,  il  faut  mettre  un  ou  plusieurs 
zéros  sur  la  gauche  dp  produit ,  pour  lui  donner  le 
nombre  des  chiffres  décimaux  qu'il  doit  avoir  suivant 
la  règle  précédente.  Si  l'on  avait,  par  exemple,  0,624 
va  multiplier  par  o,oo3,  en  formant .  d'abord  le  produit 
de  624  par  3,  on  aurait  le  nombre  1872  qui  ne  con- 
tient que  quatre  chiffres ,  et  comme  il  faudrait  séparer 
6  chiffres  décimaux ,  on  ne  pourrait  le  faire  qu'en  met- 
tant à  la  gauche  de  oe  nombre  trois  zéros,  dont  un  tien- 
drait la  place  des  unités,  ce  qui  ferait  0,001872. 

^3.  Il  est  évident  (47)  ^e  le  quotient  de  deux  nom- 
bres ne  dépend  point  de  la  grandeur  absolue  de  leurs 
unités,  pourvu  que  ce  ^itla  même  dkns  Tun  et  dans 
l'autre.^S^il  s'agissait  donc  de  diviser 45i, 49  p^^  i3,  oa 
observerait  que  le  premier  revient  à  45 1 49  centièmes^ 
et  le  second  à  i3oo  centièmes,  et  que  ces  derniers 
nombres  doivent  donner  le  même  quotient  que  s'ik 
,   exprimaient  des  unités  entières.  On  serait  conduit  ainsi 
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à  supprimer  la  virgule  dans  le  premier  des  nombres 
proposés  et  à  mettre  deux  zéros  à  la  suite  du  second  ; 
et  on  n'aurait  plus  à  diviser  que  le  nombre  4^i49  P^ 
i3oo  y  ce  qui  donnerjût  pour  quotient  34  rOô' 

On  conclm'a  de  là,  que  pour  diviser  par  un  nombre 
entier f  un  nombre  accompagné  de  chiffres  décimaux, 
il  faut  supprimer  la  virgule  dans  celui-ci ,  mettre  à  la 
suite  de  Vautre  autant  de  zéros  que  ce  dividende  con- 
tenait de  chiffres  décimaux  ;  et  il  n*y  aura  rien  à  chan" 
ger  au  quotient. 

94.  Lorsque  le  dividende*  et  le  diviseur  sont  tous 
deux  accompagnés  de  chiflFres  décimaux,  on  doit ,  avant 
de  supprimer  la  virgule ,  mettre  à  la  snite  de  celui  des 
deux  nombres  qui  a  le  moins  de  chiffres  décimaux , 
assez  de  zéros  pour  qu'il  se  termine  au  même  ordre  de 
décimales  que  Tautre.  Les  deux  nombres  proposés 
étant  alors  rapportés  aux  mêmes  parties  de  l'unité^ 
donneront  le  mcmê  quotient  que  s*ils  exprimaient  des 
unités  entières. 

Soit,  par  exemple',  SiS,^^^  a  diviser  par  a3,4  \  on 

;  changera  ce  dernier  nombre  eiî  23,4oo,  et  on  divisera 

ensuite  3i543d  par  a34oô  :  le  quotient  sera  i3  J^^ff . 

Ainsi,  poz/r  diviser  tun  par  Vautre,  deux  nombres 

\  accompagnés  de  chiffres  décimaux  ^  on  metc  à  la  suite 

j  de  celui  qui  en  a  le  moins ,  autant  de  zéros  qu'il  en  faut 

\  pour  que  le  nombre  des  chiffres  décimaux  soit  le  même 

dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur  :  on  fait  alor-s 

abstraction  de  la  pirgule,  et  ifn'y  a  rien  à  châtier  au 

quotient.  '    ,       '     '  "   ,  ,        '"..'.■■' 

;  t)|5.  Comsfe  Ofi*A*a  recours  aux  décimales  que  pour 
[  éviter  Teaipbi  des  fractions  ordinaires^  il  est  naturel 

I  àfi  9'en.  servir  pour  approcher  des  quotiéns  qu'on  ne 

peut  obtenir  exactement,  ce  qui  se  fait  en  converti^ant 
en  dixièmes^  centièmes,  niillicmes^  etc. ,  le  reste  ,  afin 
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qu*41  puisse  contenir  le  diviseur,  coam^a  on  b  vokdai» 
rexeiuDie  ci-dessoiifi. 


exemple  ci-dessous. 

'  45149 

.6149 
Reste 349- 

dixième».  . .  ^94.9^ 

centièmes.  . .  .3900 

0000. 


i3oo 


34.73 


) 


Lorsqu'on  est  parvenu  au  reste  949,  on  y  joint  vn 
zéro  pour  le  multiplier  p^  dix^  ou  le  convertir  en 
dixièmes  ;  on  forme  alors  un  nouveau  dividende  pa^el 
composé  de  g490  dixièmes  »  et.  donnant  pour  quotient 
7  dixièmes  qu'on  écrit  à  la  droite  des  unités,  après  avoir 
mis  une  virgule.  Il  reste  encore  390  dixièmes  que  l'on 
réduit  en  centièmes ,  par  l'addition  d'un  nouveau  zéro , 
ce  qui  forme  un  second  dividende  composé  de  3900  cen- 
tièmes, et  donnant  au  quotient  3  centièmes  qu'on  jJace 
à  la  suite  des  dixièmes.  L'opération  se  termine  là ,  et 
l'on  a  pour  résultat  exact  3473  centièmes.  Si  elle 
avait  laissé  un  troisième  reste,  on  Faurait  poussée  plu3 
loin ,  en  convertissant  ce  reste  en  millièmes,  et  en  con- 
tinuant toujours  de  même  jusqu*à  ce  qu'on  fut  parvenu 
à  un  quotient  exact ,  ou  à  un  reste  composé  de  parties 
assez  petites  pour  qu'on  pût  les  regarder  comm^  de 
nulle  importance. 

Il  est  évident  qu'il  faut  tqujqujrs  ,  coi^me  dans 
l'exemple  ci -dessus,  .mettre  une  virgule  après  les 
unités  entières  du  quotient,  pour  les  distinguer  des 
chiffres  décimaux ,  dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui 
des  zéros  successivement  écritsà  la  'suite  des  restes  (*). 


(*)  L'opviraf îon  que  l'on  vient  d'efièctner  snr  les  ()<k;imal^  tk'est 
«lu^nn  CM  particulier  de  cette  avcreplos  gfénerale  :  Évaluer  le  quo^ 
tient  d'une  divUion  ^en  fraetians  d'une  e&pèçe  donnée  ;  etpoui: 
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96.  Le  numérateur  d*ane  fraction^  étaat  conyerti  en 
parties  décîmalçs  ,  pourra  se  diviser  par  le  dénomina- 
teur ,  comme  dans  l'exemple  précédent^  et  par  ce  n^oyer 
la  fraction  sera  convertie  en  décin^ales,.  Soit ,  pour 
exempljp ,  la  fraction  ^;  on  opérera  cçmme  cnlessous. 


l 

8 

10 
40 

0,125 

Soît  encore  la  fraction  y^;  il  fiant  d'abord  convertir 
le  numérateur  en  millièmes  avant  de  pouvoir  comnien- 
etir  la  division  écrite  plu^  bas. 


4 

7.97 

4000 

o,oo5oi8 

iSoo 

7o3o 

654: 

~  ■ 

97.  Quelque  loin  qu'on  pousse  cette  dernière  divisiou» 

I 

*  • 

le  faim ,  on  conirerrîc  le  dividende  es  fiaction  de  la  même  es[ièce , 
cil  Je  multipliant  par  le  dépominaleur  donné.  Ainsi,  pour  ëvalner 
en  quinzièmes  le  quotient  de  7  par  3 ,  on  multipliera  7  par  i5  ,  e| . 
on  divisera  le  prodoit  io5  par  3  ;  on  aura  35  quinzièmes  ou  f},  pour 
le  quotient  demandé. 

(*)  On  peut  aussi  se  proposer  de  convertir  une  fractipn  donnée 
en  frâcrion  d^nne  autre  espèce ,  mais  plus  petite  qne  la  première  ;  de 
iransformérV  fiar  exemple,  ^  eu  dix-septièmes;  cVst  à  quoi  l'on 
l^arviendra  en  multipliant. 3  par  17  ,  et  divisant  le  produit  par  14* 
On  trouvera  de  cette  manière  ^  de  dix-septième ,  ou  f^  c{  f  de  dix- 
st'ptîème,  or  I  de  -^  équivalent  à  ^  :  le  résultat  tf  est  <ionc  approché 
à  ^prèt. 

(iettrt  'opération  et  celle  dé  la  noie  précédente  reposent  snrfc 
méin»  piincipc  qilÉe   ropération  correspondatMe  dans  le  système* 
décimal. 
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on  n'obtiendra  jamais  un  quotient  exact,  parce  que  Ics 
fraction  jfy  ne  peut,  comme  la- fraction  ^,  s'exprimer 
rigoureusement  avec  les  décimales. 

Cbtte' différence  tient  à  ce  que  le  dénominateur  dé 
la  fraction ,-  ne  divisant  point  le  numérateur ,  ne  peut 
donner  un  quotient  exac^  que  lorsqu'il  divise  l'un  des 
nombres  lo,  100,  1000, etc. ,  pariesquels  on  multiplie 
successivement  ce  numérateur ,  parce  que  c'est  un  prin- 
cipe qu'on  trouvera  démontré  dans  l'Algèbre ,  que  tout 
nombre  ne  peut  diviser  un  produit,  qu'autant  que  ses 
facteurs  premiers  divisent  ceux  de  ce  produit.  Or»  les 
nombres  10,  100,  1000,  etc.,  étant  tous  forme»  d»; 
nombre  10,  dont  les  facteurs  prenners  sont  a. et  3, a  ft^* 
sont  divisibles  que  par  des  nombres  formés  de  ces 
mêmes  facteurs;  8  est  daiis  ce  cas ,  puisqu'il  résulte 
de  52  par  a  par  2.    , 

Les  fractions  qui  ne  peuvent  pas  ^'évaluer  rigoureu- 
sement par  des  décimales ,  offrent  dans  leur  expression 
approchée ,  lorsqu'on  la  poussé  assez  loin ,  un  caractère 
qui  sert  à  les  faire  retrouver  ;  c'est  le  retour  périodique 
des  mêmes  chiffres. 

Sil'on  convertit  en  décimales-la  fraetion  jf,  on  trou- 
vera o,3a4324 ,  et  les  chiffras  3 ,  .22 ,  4  >  revien- 
dront toujours  dans  le  même  ordre,  sans  que  l'opéra- 
tion puisse,  jamais  s'arrêter. 

En-  effet ,  comme  il  ne  peut  y  avoir  pour  teste  »  daiis 
chaque  division  ,  que  l'un  des  nombres  entiers  qui 
précèdent  le,  diviseur  ,  il  faut  nécessairement  ,  que 
quand  on  aura  fait  plus  de  divisions  qu'il  n'y  *^  ^®  ^^* 
nombres ,  on  retombe  sur  quelqu'un  des  restes  précé- . 
dfcïns,  et'  que,  par  conséquent,  les  dividenàes partiels 
reviennent  dans  le  même  ordre.  Dans  l'exemple  ci- 
dessus  ^  trois  divisions  suflisent  pour  amener  ce...rer- 
toor  ;  mais  il  en  faudrait  six  pour  la  fraction  j , 
parce  qu'on  trouverait  alors  pour  restes  les  six  nombres 
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qtii  sont  au-deslt^s  de  7 ,  et  il  viendrai  0,  i^SS^i . .  4 

La  fraction  ^  conduit  seulement  à  0|3333 

•  98.  Les  fractions  qui  ont  poux  dénoipinateur;  un  nonir  ■ 
bie  quelconque  de  9,  n'ont  dans  leur  x)érîoâe  que^U 
chirCce  significatif  1  ; 

^   domie  0,1  m 

75.......   o,oioioi .  „ 

et  ainsi  des  autres ,  puisque  chaque  division  paitie}Ie 
s'eiFectuant  sur  les  nombres  10,  ioo>  1000,  etc.,  iaisf^e 
toujours  pour  reste  Funité. 

En  profitant  de  cette  remarque^  on  pasçe  aisément 
d'une  fraction  décimale  périodique ,  à  la  fraction  ordi-  ' 
naire  dont  elle  dérive.   On  voit,  par  exemple,  que 

0,53333 revient  à  la  fraction  Q,  1 1 1 1 1 . ,  ^  • .  multi-*' 

pliée  par  3;  et  comme- cette  derrière  est  le  développe-» 
ment  de  |,  on  en  concli^t  que  la  prenûère  est  celui  de  -^ 
multiplié  par  3,  ou  de  |-,  ou  enfin  de  ^.    ^ 

Quand  il  s'agit  des  fractions  dont  la  période  est  con*'^ 
posée  de  deu^.ghiffi^es,  on  les  compare  au  développe-» 
ment  de  -^^  à  celui  de  ^  lorsque  leur  période  ren-> 
ffrme  trois  chiffres I  et  ainsi  déduite. 

Spit  pour  exemple  0|3d4324«  •  •  •  •  $  il  est  évident  que 

cette  fraction  se  formerait  en  multipliant  o^oo  100 1. 

pgr  l^nombre.  3524  ;^  en  multipliant  donc  ^,  dont 
celle-ci  estle.âévdoppement,  par324,'on  aura  |§|  pour 
la  première  ;  et  les  deux  termes  de  ce  résultat  étant  di-  ' 
^méê  par  37,'  on  retombera  sut  la  fraction  ^. 

En  général  ylafracîion  ordinaire  d'où  résulte  unefrac^ 
ûan  décimah^pÂriôditlue  y  se  forme  en  écrivant  corn^ 
dénominateur,  ^nis'leî^nonibrë  qu'exprime  une  période, 
nuiànt  de  9  qu'ily  atte  cH^és  dans  cette  période, 

Syà  période  de  la-  friabdon' ne  commençait  pas  au 
jHremier dnlfre  décimal,  ou  pourrait  transporter,  po.ur 
«n  moment,  la  i/iigi|Ie^  imntédiatement  aviailt  son  pre- 
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mier  chiffré,  et  évaluer  la  fraction  à  {&rtir  de  ce  cbifFre 
seulement  i  eo  considérant  comme  des  unités  ceux  qui 
sottt  à  gauche;  il  njantsàt  plus  ensuite  qu*à  diviser  le 
résultat  par  10 ,  100,  1000,  etc.  ^  d*après  le  nombre  de 
places  dont  on  aurait  reculé  la  virgule  vers  la  droite. 

La  fraction  o,3â4i4^  •  •  •  •  •*  P^^  exemple  ^  s'écrira 
d*abord  ainsi  3a,4^4i >  "^  partie  o,4i4^  •  •  «  •  ré- 
pondant à  1^  ^  on  aura  le  résultat  3a  ^ ,  qu*il  faudra 
diviser  par  100  ,  puisque  la  virgule  a  été  reculée  de 
deux  places  vers  la  droite ,  et  il  viendra  en  conséquence 
^  et  -g^^ ,  ou ,  en  réduisant  au  même  dénominateur 
|f|§  f  firaction  qui  reproduirait  le  développement  pro- 
posé* 

Pour'«e  former  une  idée  bien  exacte  de  la  nature  de 
ces  expressions  ,  il  suffit  de  considérer  la  fraction 
o,999« En  cherchant  à  remonter  à  sa  valeur  pri- 
mitive ,  on  trouve  qu'elle  répond  à  9  divisé  par  9 ,  ce 
qui  n*est  autre  chose  que  Tunité  ;  cependant ,  quel  que 
soit  le  nombre  des  chiffres  auquel  on  s'arrête  dans  son 
expression,  on  ne  formera  jamais  Tunité.  Si  l*on  se 
borne  au  premier ,  il  s'en  faudra  de  — ,  au  second  de 
73^,  au  troisième  de  7—-:,  et  ainsi  de  suite  :  en  sorte 
que  l'on  peut  arriver  aussi  près  de  l'unité  que  Ton  vou- 
dra^ mais  sans  jamais  l'atteindre.  L'unité  n'est  donc  ici 

qu'une  limite  dont  l'expression  0,999 approche 

d'autant  plus  qu'on  y  insère  plus  de  chiffres. 

99.  Ce  qui  précède  renferme  les  règles  vraiment 
essentielles  de  l'arithmétique  des  nombres  abstraits  ; 
mais  pour  les  appliquer  aux  usages  de  la  société^  il  faut 
connaître  les  diverses  unités  dont  on  sa  sert  pour  conv* 
parer  entre  elles,  ou  évaluer  les  quantités,  sous  quelque 
forme  qu'elles  se  présentent.  Ces  unités ,  qui  sont  les  me- 
sures  en  usage ,  ont  varié  avec  les  temps  et  les  lieux  j 
leur  enchaînement  ne  s'est  formé  qve  peu  à  peu ,  selon 
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que  le  besoin  et  le  progrès  des  art»  et  des  sciences  ont 
obligé  de  mettre  plus  d'exactitude  dans  Tappréciation 
des  matières  et  dans  la  construction  des  instrumens. 

Après  avoir  montré  pendant  long-temps  les  inconve- 
uiens  d'un  système  composé  de  parties  incohérentes  ^  et 
dont  le  défaut  de  liaison  mettait  dans  les  calculs  une 
complication  inutile  et  même  nuisible  à  l'instruction 
générale ,  les  plus  illustres  Savans  français  ont  enfin  ob- 
tenu rétablissement  de  nouvelles  mesures  liées  entre  elles^ 
assujetties  à  la  marche  du  système  de  numération^ 
prises  immédiatement  sur  les  dimensions  du  globe  que 
nous  habitons ,  et  sur  la  plus  répandue  des  substances 
qu'il  nous  présente.  L*étendue  de  ce  Traité  et  la  place 
qu'il  occupe  dans  renseignement,  ne  me  permettent  pas 
de  présenter  l'extrait  de  tous  les  travaux  scientifiques 
exécutés  pour  rétablissement  de  ce  système^  et  qui  en 
font  le  plus  beau  des  monuniens  élevés  à  la  gloire  des 
sciences  et  à  l'utilité  publique  dans  le  siècle  dernier  ;  je 
me  bornerai  à  en  exposer  sommairement  les  principes  et 
l'iisage. 

Exposition  du  nouveau  système  métrique , 
et  applications  usuelles  de  l^Arithmé" 
tique. 

1 00.  Les  mesures  prennent  des  formes  et  des  noms 
diJFérens,  suivant  l'espèce  de  grandeurs  à  laquelle  on 
les  applique.  Ces  grandeurs  peuvent  être  classées 
ainsi  :      .  '    . 

Les  longueurs,  d^où  naissent  les  mesures  linéaires; 

Les  superficies  ou  Jes  aires  ; 
.    Les  volumes  ou  les  capacités ,  par  lesquels  on  com- 
pare entre  eux  les  corps  ;  soit  solides ,  soit  liquides  ; 

Enfin  les  pesanteurs  ou  les  poids  >  qui  servant  aussi  k 
la  comparaison  des  oorps. 
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L'unité  de  longueur  ou  Tunité  linéaire  s'appelle  mètre; 

L*  uni  té  de  super&cie,  are; 

L*unité  de  volume  ,  stère  ou  mètre,  cube  {*)  ; 

L'unité  de  capacité ,  Utre  ; 

L'unité  de  poids^  grœrnne. 

Pour  composer  des  mesures  plus  grandes  ou  plus 
petites  que  les  précédentes ,  on  se  sert  des  mots  myria, 
kilo,  hectOfdéca,  déci  y  centi,  millif  etc,  tirés  du  grec 
et  du  latin ,  et  qui  désignent  respectivement  des  dixaines 
de  mille,  des  mille,  des  centaines,  des  dîxmues, 
des  dixièmes  y  des  centièmes ,  des  millièmes ,  etc.  Les 
mesures  de  longueur  forment  donc  la  série  suivante  : 
myriamètre , kilomètre ,  hectomètre ,  décamètre ,  Mètre  , 
décimètre ,  centimètre ,  millimètre ,  etc. 

Chacune  de  ces  mesures  est  dix  fois  plus  grande  que 
celle  qui  la  suit ,  et  dix  fois  plus  petite  que  celle  qui  la 
précède  immédiatement  dans  l'ordre  de  la  série. 

Le  litre  est  une  mesure  de  capacité  ;  sa  conte- 
nance équivaut  au  décimètre  cube. 

Les  noms  des  mesures  de  capacité  se  composent 
comme  ceux  des  mesures  de  longueur  ;  ainsi  on  dira  : 
hectolitre ,  décalitre ,  LITRE,  décilitre,  centilitre ^  etc. 

Le  gramme  est  un  poids  égal  au  poids  d'un  cen- 
timètre cube  d'eau  pure  (**).  Le  myriagramme ,  le 
kilogramme  ,  V hectogramme  ,  le  décagramme  ,  le 
GRAMME,  le  décigramme  ,  le  centigramme,  etc.,  for- 
ment une  série  décimale,  de  même  que  les  autres 
mesures. 


(*)  On  nomme  cube  nn. corps  terminé  par  six  faces  qunrrccs  et 
égaies, 

(^*)  Pour  obtenir  plus  d^exacciinile  dans  la  détermination  de 
cette  unité,  on  sVst  sem  d^cau  distillée,  ^u^on  a  rament'e  à  son 
maximum  de  densité  par  nn  refroidissement  eouvenablc. 
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TABLEAU  DI 


montrant  le  s 


RAPPORTS  DES  MESURES 
,      de  chaque  espèce 

A  LEUR  YALEUR  PRINCIPALE. 


EN  LETTRES. 

Dix  mille. . . 

Mille. 

Cent. •. 

Dix 

Un 

Un  dixième . 
Un  centième . 
Un  millième. 


EN  CHIFFRES. 


10000 

1000 

100 

10 

1 


PREMIÈRE  PARTIE 

du  nom 

qai  indique  le  rapport 

à  la 

mesure  principale. 


DE  LON^rcs. 


0,1 

0,01 
0,001 


IVÎyria (M.) 

Kilo (K.)l 

Hecto (H.) 

Déca (D.)' 

Déci (d.)| 

Centi • .  (c.)] 

Milli.......(m.) 


Mètr 


de 
de 
ire 
sa- 
ar- 
ne 


ne 


1       Dix 

j  nième    ^-^ 


KapjfûH  des  mesures  principales  entre  elles  et  auec  lai  ^^  j^  / 

grandeur  du  Méridwn,... idupôle^^^ 

f  qnatcuij^j^ 


Eir- 

est 

fent 

pe- 


. 
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Uar^  est  une  mesure  de  superficie»  égale  au  dé* 
camètre  quarré^  p'est-à-dire^  à  un  quarré  dont  le  côté 
serait  un  décamètre ,  ou  bien  encore  à  cent  mètres  quar- 
rés.  Il  n'y  a  que  deux  multiples  de  Tare  qui  paraissent 
avoir  quelque  utilité  ;  Tun  est  Y  hectare ,  qui  vaut  cent 
ares;  Tautre  est  le  myrittrcy  qui  en  vaut  dix  mille. 

Le  stère  pour  le  bois  de  chauffajge  est  un  mètre 
cube ,  ce  qui  suppose  des  bûches  de  la  longueur  d*un 
mètre ,  placées  dans  un  châssis  quarré ,  d'un  mètre  de 
côté ,  ou  tout  autTd  arrangement  équivalent.  Les  com- 
posés du  stère  ne  paraissent  pas  devoir  servir  aux  usages 
ordinaires. 

Eafin  les  unités  de  monnaie  sont  connues  mainte- 
nant sous  le  nom  deyronc ,  de  décimé ,  de  centime.  Leurs 
valeurs  relatives  sont  également  de  dix  en  dix  fois  plus 
petites.  • 

Le  JFranc  a  été  formé  sur  une  pièce  d'argent  du  poids 
de  5  grammes ,  et  alliée  de  -^  de  cuivre  (*). 

Le  tableau  ci«jointest  très  propre  à  faire  sentir  les 
avantages  de  l'uniformité  introduite  dans^  la  nomencla- 
ture des  multiples  et  des  subdivisions  des  mesures  priàes 
pour  unités.  A  côté  de  chaque  nom  se  trouve,  entre  pà« 
renthèseSy  l'abréviation  proposée  par  M.  Dillon,  alors 
vérificateur  général  des  poids  et  mesures» 

101 .  Toutes  les  questions  dans  lesquelles  il  s'agit  de 


(*)  Un  caractère  essentiel  qui  assnre  à  ce  système  la  snpërioritë  snr 
font  ce  qui  a  été  fait  en  ce  genre,  c'est  qoe  tontes  les  mesures  sont 
liées  entre  elles  y  et  ont  un  rapport  immédiat  avec  les  dimensions 
mémes'dn  sphéroïde  terrestre.  Le  mètre  est  la  dix-millionième  partie 
de  la  distance  du  pôle  à  Péqaatear ,  comptée  snr  le  méridien  qai 
passe  k  Paris.  L'arc  de  ce  méridien,  qni  traverse  la  France ,  ayant 
été  mesuré  avec  une  exactiindejnconnue  jusqu'ici,  et  calculé  avec 
la  plus  smide  précision  par  les  méthodes  de  M'.  Delambrev  on 
en  a  oÉmâa^  la  dis|ancc  qui  se'  trouvé  entre  le  pôle  et  l'équaccnr, 
d  ^après  laquelle  on  a  formé  le  mètre. 
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4e  mesures  j;;se  rapportie^téiYidflfmaieBt  à  Vadditioii*    .^ 
.  Ainsi  ^poi^r  savoir  ce  qa*out  produit  trois  marché^: 
flaaslesqueU  on  a  vendu  auccessivementpour  \  334  ^''  »4^i 
i;g5i/'-,i7,  i83/'*,it  d*iin^  eertaise  denrée  j  fl  suffit, 
d'ajouter  ks  trois  nonibrea  ci-desêus^  et  la  réponse  à  la 
question  proposée  $e  trouvera  dans  le  total  34$8-^''*'»73. 
,  Je  supposa  encore,  qu'on  achète  quatre  pièces  d'étoITe^ 
dont   les  longueurs    soient    exprimées  par  217'"',^ 
ffP^^Qi,  X^^^iOji  &i"*^^34î  la  somme  de  cesnombreS| 
^xpriniée   par  SGo^'^iOS  ^  donnera  la  quantité  totale 
d'étoffe. 

.  L'application  ^e  la  soustraction  est  tro^p  facile  pour 
m'y  ai'réter. 

»  10&.  Il  e^  yisiblj^  que  c'est  ^yec  le  seeofivf  de  la  mul-» 
tiplication  qu'on  trouve  la  valeur  d*un  nombre  donné 
4e-  choses  de  même  espèce  et  de  même  vateur^  lorsqu'on 
connaît  cette  dernière  »  qu'il  s'agit  alors. de  répéter  au-« 
^iTt  defois  qu'il  y  a  de  choses^  quelles  que  soient  ces 
choses. 

.  On  voit  que  U  produit  ne  dépend  pas  de  l'espèce  des^ 
unités  du  multiplicateur»  mais  qu'il  est  de  celle  du 
inultîplicande  2  et  que  le  multiplicateur  doit  être  eavi-. 
sage  comme  un  nombre  abstrait.  Cette  considération 
sert  à  déterminer  dans  une  multiplication  de  nombres 
èoncrtets ,  cétui  tj[tt'on  doit  prendra  jîoîir  iiiuWplioatcwr. . 

Si,  par  exemple ^  le  mètre  d'une  certaine  étoiTe 
coûte  ig^''*,fl5^  et  que  Ton  demande  le  prix  d'une  pièce 
eontenœit  37"',  14»  3  suffira  de  multiplier  ig/'^^siS  par- 
Sj^,i4;  le  prodhit  ^i4/"''-,g5  sera  lé pri5c  d«mâfedé. 

En  effet,  il  est  évident  que  le  prix  dé  la  pièce  doit 
être  çompoeé  avec  celui  du  mètre ,  de  la  même  ma- 
mère  que  la  Imlgiietir  de  cette  pièce  est  composée  avec 
fe  m^Xtt.  îAaû ,  la  piètre  cdntèii«iit57  feî*  M  tti^re plu» 
^decétfe  mtmrèy  doit  coûter  %j  frtîà  l^f*'fi^/^\^^ 
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de  te  |wi»;  Il  fâ«  ddïic  mùWpïîer'  igl^'-jâS  par 
3)r  «t  -^ ,  «t  ew  deux  opérations  «sont  réunies  en  une 
«cale  hinqti\>fi  pt^hà  5y,  1 4  pour  multiplicateur. 

On  peut  eâoore  tftonée^)^  l'opération  sôus  ce  point  de 
▼«»»  fdrt  iknplé  :  tu  régntlaitt  d'abord  la  somme  de 
i9/^*,a5  comme  le  pilx  du  centimètre  d'étoffé,  c'est- 
à-dire  dâ  Funité  du  dernier  ordre  du.  multiplicateur  ; 
,  à  devient  évident   que    le    prix  total    doit  ç'obteuir 
en  répétant  5714  fois  la  somme  de  ig/'-^aS  ;  mais 
S714  étant  un  nombre  ceiit  fois  plus  grand  que  le  véri-. 
table  multiplicateur  57, 14  >  on  ramènera  le  produit  â 
sa  jnBle  Tafetnr,  en  prenant  ta  cetilième  partie,  ousé'- 
parattt.dtfux  chiffres  déefatttti^r  de  plus. 
-  Enfin ,  en  troisième  liéa^  aa  reconnaît  sans  peine  que 
lejnrixdu  nràtra  étant  da  ig^'-^dS,  Celui  de  l'unité  du  < 
dernier  cmlra  du  midtiplieateur  ou  du  centimètre ,  dans 
l'axemple  aetuel ,  devaat  en  être  la  centième  partie , 
sera  e^prim4  par  o^^igaS,  et  Ton  aura  le  prix  de 
3^"^i4  i  ott  3714  centimètres ,  en  multipliant c/*"'/! g aS 
foût  3714. 

ïo5.  Cette  mahière  d^envisager  la  question  repose  sur 
la  facilité  de  convertir  ;  les  unes  dans  les  autres,  les 
iubdivifiiona d'une  même  espèce  dé  mesures^  par  le  sim- 
ple changement  de  place  de  la  virgnla ,  suivant  les  re:*^ 
iaariqpié$  du  mitaëro  90.  Si  Ton  voulait;  pat  exemple , 
convertir  3i4'"^5 1 3  en  décimètres ,  il  sufiirait  de  reculer  ' 
la  virgule  d'un  rang  vers  la  droite ,  ce  qui  donnerait 
-  '  3i45**^i3  ;  puisqu'aîors  on.  prendrait  le  décimètre 
pour  l'unité. 

'  En  sa][^rimant  la  i^r^ule,  les  milliuiètres  deviennent 
des  unîtér,  et  Pou  a  par  conséquent  le  nombre  de  mil- 
limétrés contenus  daxi§  la  grandeur  proposée,  exprimé 
par  3i45>3*"'*'. 

•    *o4'  On  revendrait  de  cette  dernière  subdivision  A 

6.. 
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celles  qaila  précèdent, cest-à^^e  aq  centimètre, «r 
décimètre  ^  au  mètre  ,  jen  séparât  9Hi|ô€tMiyein«nt  une^ 
deux  ou  trois  décimales.  Si  Ton  en  séparait  quatre,  oit 
prendrait  le  décamètre  pour  unité  >  tt  l'on  aarait 
3iD'^<,4^i3;,  continuait  de  la^eme  manîè«e/il  ^ieii^ 
drait  3H«^,i^5i3,etc/.  ^ 

Ces  considérations  et  celles  du  numéro  précédent 
{T'appliqueraient  sans  peine  à  toute  autre,  espèce  de 
mesures  du  système  décimal  i  et  offrent  un  des  plus 
grands  avantages  de  ce  système. 

io5.  Je  vais  indiquer  à  présent  quelques  usages  de  Ut 
division.  Elle  sert  premièrement  à* résoudre! toutes  les 
questions  du  genre  de  la  suivante  :  ^Connaissant  ce  qu'a 
coûté  un  certain,  nomhre  de  choses  de  la  même  valeur, 
trouver  cette  valeur  ?  Cela  se  voit  en  observant .  que 
le  prix  coimu  est  nécessairement  le  produit  du  pdx 
d'une  chose  ,  multiplié  par  le  ooQibre  des  choses  (loa)  ; 
car  il  résulte  de Jà  qu*en  diyisant  ce  produit. par  le 
facteur  connu,  qui  est  le  nombre  des  choses ,  on. doit 
obtenir  pour  quotient  Fautre  facteur^  ou  le  pnx  d'une 
seule  chose  (36). 

Je  suppose,  par  exemple,  qu'ayant. pagre  19*', i'5 
d'étQffes  ,  3^5^^;;4^;  on  demande  a  combien  revient  le 
mètre?  Pour  le  tr9uver<nï  divisera 3i5^''s4^ par  i^^iS; 
on  obtiendra.  16^''^^.   , 

On  parviendrait  encore  au  résultat  de  cette  manière*: 
Sifon  convertissait  1  g**',  1 3  en  1913  centimètres ,  et 
qu'on  divisât 3i5^''*,45  par  igiS,  on  aurait  le  prix  du 
centimètre,  qu'il  faudrait  multiplier  ensuite  par.  1 00 
pour  avoir  celui  du  mètre  :  or  il  est  évident  qu'en  epi- 
ptoyant  un  diviseur  tel  que  I9>i3,  cent  fois  plus  petit 
que  1 9 1 3 ,  on  obtiendra  un  quotient  cent  fois  plus  grande 
et  par  conséquent  égal  à  celui  qu^on  cherche.  En  dîvi^ 
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3ant  donc  fli5^<V45  par  ig,!?/  on  trouvera  i&^',^ 
pour  le'piix  éa  mètre  d'étoffe. 

'loS»  Yoici  une  seconde  questiè^  dans  laquelle  le 
dMdéiide  et  le  ditîséifr  sont  tous  deux'de  même  nature , 
et  où -le  quetient  éist  d  une  nature  diifêrentè. 

On  demande  combien  y'pour  §29^''*  ,35^  ton  aura  Aê 
IdlograinHies  d'une  cerlaîAe  marchandise  'qui  coûte 
i^^'-jS  le  Idlôgraiifime  ?  H  est  clair  que  le  nombre 
cherché  est  composé  ayec  le  kilogramme  (son' unité^  ; 
comme  Sag^^-^SS  l'est  avec  i//^*yS,  prix  du  kilogram- 
me; *.6i  donc  on  divisé' 529,55  par  ï>(,5,  le  quotfent 
^^0689  seia-des  kilogiammes  et  des  subdivisions  de 
cette  espèce  d  unités. 

107*  VmiàifkA'àfi»  feactiotts  s'dffrede  liii-même  par 
J'énoneétées  qoeattioifô.  Si ,  par  exemple  ,  il  fallait  éva- 
loerles  f  de  aig^^*,?,  on  aurait- a  multiplier  21  g^'-, 6 
p»  ^  dîestHàrdîre  à^^idtiplier  ce  nombre  par  B ,  et  à 
di^er' extstiite  I0  régaltat  par  4î  <^e  qui  donnera 
a64^.;7  <75).  /         • 

Ou  pdiârrait  t&itlti^ièr  beMicoup  les  diverses  qnes-^ 
fions -qui  de  résolvent  par  les  quatre  règles,  mais  ce 
èoin  e&t  inutile  ;'car  TappiKcàtibn  de 'ces  rèlgles  ne  sau- 
rait présenter  aucune  difficulté^  lorsque  Ton  comprend 
Inenia-définitiônetle^bûtdê  chacune: 

Des  Proportions^ 

108.  On  a  vu,  dans  ce  qui  précède,  les  diverse^  mé»- 
tbodes  nécessaires  pour  effectuer  sur  les  nombres ,  ^oit 
eutiers,  soit  fractionnaires^  le»  quatre  opérations  foiMa- 
raentales  de  F  Arithmétique ,  TaddÂtion ,  la  soustraclio&i 
la  multipUcationet  la  division;  et  toutes  les  questions 
relatives^  aux  nombres  doivent  être  -regardé.es^  comme», 
résolues X  lorsque ,  par  l'examen  attentif  de  leur  énoacé> 
^n.  ^t  pajfrçuu  à>  les  réduire  à^quelques^uoçâ  de  ces^ 
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ce  que  j'ai  à  dire  sur  I  Aritlinr^iqii^  ;-  oÉrié  reile  eat^ 
àprapr^i^i^t  p^rl^r,  du  r^sfiort  de  TAis^brè  :  tnak  ce- 
pendant je  vais  résoudra  q^kw^  qi9e«tione  cpd,  «n 
exerçant  les  lecteurs  sur  ce  qaiU  oat  dé)A  Vu,  Ifei 
pi:épareroxi^  à  l'analyse  algébrique,  et  las  eonditnriottft  à 
ime  théorie  bieniaiportante»  celle  des  rapports  et  des 
proportions,  que  l'on  comprend  ordinairement  d^s 
l'Arithmétique. 

*  *  • 

.  109,  Une  pièce  dedrçfp  contenant.  iZ  mètr^a.'éU 
payée  iZo  francs  j  ondenuindc  combien  ^coûterait  une 
pièce  du  même  drap,  qui  aurait  18  mètres  de^ianguett^'? 

Il  est  évident  que  A  Yon  savait  à  côi^bîaia . revient  \e 
niètrç  du  drap  qu*oa  a  acheté,,  on  répétenttt  ce  ^x 
dix-huit  fpisy  et  on  aurait  pour  téstAtat  1*  prix  àmià 
pièce  composée  de  18  mètres;  or ,  puisque  «S  ittètM» 
ont  coûté  i3o  fr.  ^  un  mètre  seul  aurait:  màià  It  iànàp 
zièma  partie  de  i3o  fr.  ou  ^  :  faisant  la  diln^pi^  >  0« 
trouve  pour  résultat  10  fr.,  çt  taiultipliaut  <»»o»bre 
par  18.^  il  vient  180  fr.  po^x  la  ^mme  d^mandé^» 
ITelle  ^st,  en  eff^t^  \3k  Takâir  4e  la  pi^ca  ds  d»&-buil 
mètres.  ' 

Un  courrier  gui  va  fçi^cmr^  également  vite,  ayant 
jfkdt  S  myriamètres  en 3  heures,  on  demande  combien  U 
en  ferait  en  ii  heures? 

En  raisonnant  comme  dans  l'exemple  précédent ,  on 
Yolt  qùè  ce  courrier  ferait  en  ime  heure  ,'^  de  5  niy- 
Hamètres,  ou  f ,  et  que  dans  11  heures  il  eh  ferai* 
Il  fois  plus,  ou  |de  myiiamètre  multipliés  par  1 1 ,  ou 
fftJSdk  ^,  ce  qui  vaut  18  myriamètres  et  ^.         / 

Je  supposa  encore  tfvton  demande  dans  combien  âé 
temps  le  courrier  de  la  question  précédente  f  croît 
u^7nynamètr9s7 

On  voit  que  si  Ton  connaissait  le  temps  qu'il  met  à 
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fair^  «À  Joymnifitrs  y  oa  répétenût  ce  t«mp«  Aia  icis, 
«t  roaauraitpottr  résultat  h  pombm  d'heures  cbivcb^; 
or  le  coàrcier  doat  il  s'agit,  mettant  5  heures  à  iFaire 
5  myriamètres/n^mploier^  que  ^de  ce  temps ,  ou^ 
4'Jrâire,  pdurf^ire  uu  my^amètre  ;  qe  sombre  éteitt 
multipUé  par  tL2,  dopm  4^0u  i3  heures  ^;  et  comuie 
l'heure  Ast  de  jSo  minnCeo^  ou  §i)ra  i3  heures  lO^sBÎJiùtes 
au  lieu  de  «3  h^i^s  et.  |.  .  > 

;  .  ^    ,  ■  ■  « 

ijo,  CVst  par  l'ai^alyaie  4e  cbai?#n  de^  énow^s  jré- 
ç^de^s^  ^ç }  ai  découvert  la  qi^autité  inconuue  ;  mak 
idaus  toifte^  pes  question^ ,  le^  nouibire^  co^ui^  et  hji 
upmbres  cherchés  dépeodiçut  h^  un^  des  autres  d*upe 
manière.  qfi'U  est  À  propos  d'eaf^uii^er,  \        . 

Pour  piçla^je.reprepds  la  pren^ère  que$tioU|  daus: la- 
quelle U  i^'iagit  dis  connaître  Je  ppjç  diJ  ig  m^ètres  dp 
drap ,  don):  i?  ont  jeté  payés  i3o  fr«  ^ 

Il  est  j6^eat  que  la  sommera  payer  pour  une  pièce 
de  Veto  fie  dont  il  s'agit^  deviendrait  double  si  cett^ 
j>îèce  contenait  jp.npnibre  de,mètresdoi|bIad^pre-« 
îuier;  que  si  ce'nombre  devenait  triple  j  le  prix  triplet- 
rait  aussi,  et  ainsi  de  suite;  enfin,  que  pour  la  moitié 
ou  îés  I  de  la  pièce ,  on  n'aurait  à  payer  que  la  moitié 
ou  les  deux  tiers  do  prix  total. 

'  '^O'àprès  ces  notions ,  que  tous  ceux  qui  entendent  la 
^opriété  des  termes  admettent  sans  difficulté,  ouToft 
que  â  Ton  a  deux  pièces  du  même  drap ,  le  prix  de  la 
seconde  doit  conteftir  celui  de  la  première  autant  que 
la  longueur  de  la  seconde  contient  celle  de  la  première; 
et  cette  circemstance  e'^once  en  disant  que  les  priic 
fiosit  eu  proffirpion  deA<  loa^eurs ,  oi^  ^nt  ^fitre.  pux 
^ans  le  .même  rapport  qiw»  W  ïoi?f  iieurjS.  > 

Cet  exemple  va  sertir  à  fixer  le  sens*  de  ptusiem^ 
^xfrassians  qui  revieiuieiit  joutent.  ,....> 
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111.  Le  rapport  des  longueurs  est  le  nombre^  soit 
entier >  soit  frac ticumaire,  qui  exprime  combien  Tune 
des  longueur?!  contient  Tautre.  Si  la  première  pièce  avait 
4  mètres  et  la  seconde '8,  le  rapport  de  celle^i  à 
l'autre  serait  a  ^  puisque  i  contient  4  deux  fois.  Dans 
l'exemple  ci-dessus,  la  première  pièce  avait  1 3  mètres 
et  la  ^seconde  iB;  le  rapport  de  celle-ci  à  l'autre  était 
donc  tI,  ou  1  ■^.  En  général,  le  rapport ^  ou  Ja  rair- 
son  de  deux  nombres,  est  le  quotient  de  l'un  par  l'autre. 

Les  prix  ayant  entre  eux  le  même  rapport  que  le» 
longueurs,  il  faut  que  i8o  ,  prix  de  la  seconde  pièce', 
étant  cKvisé  par  i3o,  prix  de  la  première,  dohneYf 
pour  quotient,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  effet  ;  car  en 
réduisant  m  à  sa  plus  simple  expression^  on  a  -J^. 

Les  quatre  nombres  i3,  iS,  i3o,i8o,  écrits  dans 
l'ordre  où  on  lesf  voit  ici ,  sont  donc  tels ,  que7é  deuxième 
contient  le  premier ,  autant  de  fois  que  le  quatrième 
contient  le  troisième  ;  et  ils  forment  ainsi  ce  qu'on  ap- 
pelle une  proportion. 

Les  nombres  i3  ,  i8,  i3o  et  i8o,  se  nomment  les 
fermés  de  la  proportion. 

On  dit  aussi  quune  proportion  est  l'assemblage  de 
deux  rapports  égaux. 

Il  faut  observer  à  cette  occasion ,  qu^un  rapport  ne 
change  pas  lorsqu'on  multipUe  ou  qu'on  divise  ses  deux 
termes  par  un  même  nombre  ;  et  cela  est  évident , 
puisque  ce  rapport  n'étant  que  le  quotient  d'une  divi* 
cion ,  peut  toujours  être  mis  sous  une  forme  fraction- 
naire. C'est  ainsi  que  le  rapport  ||  est  le  même  que  j^. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  encore  au 
deuxième  exemple.  Le  courrier  qui  fait  5  myriamètres 
en  3  heures*,  ferait  un  chemin  double  dans  un  temps 
double  2  triple  dans  .un  timps  triple  ;  ainsi,  ii  heures  j 


/ 
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Dombre  qui  exprime  le  temps  que  ce  courrier  a  employé 
pour  faire  1 8  Biyriamètres  .et  ^,  ou  ^  de  myriamètre  ^ 
doit  contenir  3  h eure9|  nombre  qui  marqué  le  temps 
qu'il  met  à  faire  5  myriamètres ,  autant  que  ^  con- 
tient 5  :  les  quatre  nombres  5,  ^^  3 ,  1 1,;  sont  donc  en 
proportion;  et  en  effet,  si  Ton  divise  ^,  par  5,  pn  «aura: 
ff  ^  résultat  équivalent  à  ^.  Il  sera  facile  maintenant 
de  reconnaître  tous  les  cas  où  il  y  aura  proportion  entre 
quatre  nombres. 

lia.  Pour  indiquer  qu'il  y  a  proportion  entre  les 
nombres  i3|  i^ ,  i3o  et  i8o.,  on  les  écrit  ainsi  i^ 
i3  :  i8  ::  i3o  l  180  ;  et  on  énonce  :  i3  est  à  18 
comme  i3o  est  à  180;  ce  qui. veut  dire  que  i3  est  la 
même  partie  de  18,  que  i3q  Test  de  180,  ou  que  i3 
est  contenu  dans  18  autant  de  fois  que  i3o  l'est  dans 
i80|  ou  enfin  que  le  rapport  de  18  à  i3  est  le  même 
que  celui  dé  180  à  i3o. 

Le  premier  terme  d  un  rapport  s'appelle  antécédent  i 
et  le  second  se  nomme  conséquent.  Dans  unéproportioni 
il  y  a  deux  antëcédens  et  deux  conséquens,  sa,voîr| 
l'antécédent  du  premier  rapport  et  celui  du  second,  le 
conséquent  du  premi^  rapport  et  celui.du  second.  Dans 
la  proportion  i3:  18  ::  i3o:  180,  les  antëcédens  sont 
i3|  i3o;  les  conséquens  «ont  18  et  180. 

Je  continuerai  de  prendre  le  conséquent  du  rapport 
pour  le  numérateur  de  la  fttiJction  qui  exprime  le  rap- 
port ,  et  l'antécédent  pour  le  dénominateur. 

•/  ' 

Il 3.  Pour  s'assurer  qu'il, y  a-  proportion  entre  les 

quatre  nombres  13^  18,  i3o,et  180}  il  faut  voir  si  les 

fractions  -J4  «^  1^  sont  égales ,  et  pour  cela,  réduire 

la  seconde  à  sa  plus  dniple ,  expression  ;  mais  on  peut 

aussi  faire  la  même  vérification  en  observant  que  .si 

les  deux  fractioiis -ff  et  |f5  sont  équivalentes  comme 

en  le^appsse,  il  s'ensuit  qu'en  lés  réduisant  au  même 
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âénoitiinateur ,  le  nomérateur  de  Tune  deviendra  égal 
a  celui  deTaatrQ,  et  que  par  conséqiunt  iB  multiplié 
par  i3o  donnera  le  même  produit  que  180  par  i3. 
C'est  ce  qui  a  lieu ,  en  eiPet;  et  le  raisonntement  qui  l'a 
fait  coanaitre ,  étant  indépendant  de  la  valeur  par» 
tîcttUère  des  nombres  1  prouve  que  si<fuatre  nombres 
sont  en  proportion,  le  produit  du  premier  et  du  dernier, 
eu  des  deux  extrêmes ,  esi  égal  à  celui  du  deuxième 
et  du  troisième ,  ou  des  deux  moyens,  > 

On  voit  en  mên^e  tf  mp$  que  si  les^  quatre  nombres 
proposée  n^étaient  pas  en  proportion  ;  ils  n*auraient  pas 
la  propriété  énoncée  ci-dessus  ;  c^  la  fraction  qui  ex- 
prime le  premierrapport  n'étant  pas  équivalente  à  celle 
qi4e:>i:prin^ le  second;  le  numérateur  de  Vune  ne  de-7 
viendrait  pas  ég^l  à  celui  de  l'autre ,  lon»qy'pn  les  rér 
4uir4it  toutes  denx  au  Qiêmç  dénoiiiinateur. 

11 4-  La  première  conséquence  qui  se  déduit  safcur 
rellementâk  ce  qui. précède;  c'est  qn*<Mi  peut  changer 
l'ordre  des  termes  d'une  proportion  j  pourvu  que  Ce^ 
lui  qu'on  établit  soit  tel,  que  le  produit  deè  extréinés 
demeura  égal  à  celui  des  moyens.  Dans  la  proportion 
i3  :  lâ  ::  i3o  :  180  >  on  peut  donc  £^e  las  ^ran*^ 
gemens  aiivans  :   .  . 
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180  : 

18 
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:  ï8o  :: 

l'S  l 

185 

ear  dans  chacun  d'eux  le  produit  des  eiUifime^  «t   l< 
inrodnit  des  moyw»  demeurent  formés  àpe  mks^  la<H 


Ira».  Le  Beoond  axrangemeiit ,  danis  le^cd  ks  mejr^n^ 
oxtf  changé  de  pla«e  «utre^eux ,  est  va  d«  eeiix  qui  ise 
pratiquent  ff  phis  souvent  (^). 

ii5.  lî  fait  voir  qu'on  peut  multiplier  ou  diviser 
par  un  mêmepombre,  les  deux  antécédens.  ou  les  deux^ 
cônséquenis  d'une  proportion  sans  la  troubler;  car  ce 
cbangement  fait  des  deux  antécédens  le  premier  rap- 
port^ et  des  deux  coiiséquens  le  second.  Si  Ton  avait  » 
par  exemple,  55  :  ai  :;  iG5  î  63,  eji  changeant  les 
inoyens  de  pîacSe ,  il  viendrait  55  :  î65  V.  91  l  65;  on 
pourrait  alors  diviser  lés  deux  termes  qui  forment  1^^  ' 
premier  rapport  par  \q  nombre  5  ( >i i ) ,  ce  qui 
donnerait  ii  t  93  Zt  ai  !  63;  changeant  de  nouveau 
les  moyens  de  place ,  on  trouverait  ii:ai::3?:  63, 
proportion  qui  est  elle-même  vraie',  etqui  ne  diffère  de 
là'fxofoaée  qu'^n  ce  que  les  deux  ^^ticéàem  oat-  été, 
divisa  par  5.. 

/  ii6.  Puisque  le  produit  dèèratite^ea  est  ég»làcelui! 
des  moyens ,  on  peut  prendre  Vxm  /pour  Tautre ,  et 
ooÉmie  «n  divîeani  le  produit  des  extrêmés:par  unext 
ti&nt^  oh  trouverait  néceMtoment  Faut»  au  qilo--* 
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'  (*)  Je eroif  à  piopos  d\»iisn¥9rq««  h  fnipfn&OQ  1 3  :  i3e::  i9 1 i^a 
se  serait  prés^ntce  imméàiuomsnt  90119  c^tt^  formel  d'apoès  U  90- 
lutîon  même  de  la  quesrion.du  numéro  lo^j  car  on  peut  avoir  la 
t&Ieur  d*un  mètre  de  drap  de  deux  manièrc9 ,  savoir  :  en  divisant  le 
ptfacde  la  pidee  de  i3  ml^tres  par  i3,  ou  en  divisait'  oeku  de  la 
fiièm  é»  té  mktrtê  par  18.  Il  suie  donc  de  Ui  qw  le  piix  d#  fa  pro-> 
mière  doit  contenir  i3  autant  qorle  prix  âf  la  seconde  coolicn^ 
18)  on   anra  donc   i3:  i3o::  18:180.    On  pourrait  raisonner  do 

même  mx h, deoxîtee  ^[oqstiea  d«  mémentmuaao',  9Ùmi  foeour 
tontea  cellei  de  ce  f^re,  et  dt^river  delà  les.  pcoporpons ;  maisc 
j'ai  préféra  le  point  de  v|ic  du  numéro  109,  parce  qu'ail  conduit  à. 
comparer  entre  elles  des  quantités  de  même  espèce, tandis  qti'ici  iJfan^' 
comparer  les  prix,  qui  sont  des  sommes  d'argent,  h  des  mètres^ 
ftti  êoiA  ^ei.mesurea  de  (ongaeor  9  'ce.  qui  ne  peut  te  faire  qtf en 
ffUiiidniuities^  uns  et  les  autres  coioffie  de9  nombres  al>str9it&. 


ga  T  IL.à  I  T  É     ÉLÉMENTAIRE 

tient  y  il  faudra  qu^en  divisant  le  produit  des  fnbyenè 
par  un  extrême,  on  trouve  de  même  l'autre  extrême* 
Par  la  même  raison ,  si  l'on  divise  le  produit'  des  ex- 
trêmes par  un  des  moyens ,  on  obtiendrai  Vautre 
moyen. 

On  peut  donc .  trouver  un  terme  quelconque  d'une 
proportion,  lorsqu'on  connaît  les  trois  autres;  car  le 
terme  cherché  ne  peut  être  que  Tun  des  extrêmes  ou 
l'un  des  moyens.  ,  .     .     , 

La  question  du  pl®,  1 09  se  résout  par  l'une  des  règles 
ci'-dessus.  En  effet,  lorsqu'on  a  reconnu  que  les  prix 
des  deux  piècea  de  drap  sont  en  proportion  av«c  le 
nombre  de  mètres  contenus ,  dana  chacuile  ,  on  écrit 
ainsi,  cette  proportion  :         ' 

i3  :  iÇ  ::  i3o  :,  x,.  :; 

«nmettantla  lettre  xpourtenir  la  place  du  pri*  cherché 
de  la  pièce  de  18  mètres;  et  on  trouve  ce  prix,  qui  est 
l'un  des  extrêmes;  <n  multipliant  entre  'eux  les-  deux 
moyens  1 8  et  1 5o ,  ce  qui  donne  aS^o  »  ?^  ^^  divisant  ce 
produit  par  l'exft-ême.  connu  i3  :  on  a  pour  résultat  180. 
L'opération  par  laquelle  trois  quelconques  des  Xeaaes 
d'une  propOTtion  étttit  donnés ,  on  trouve  le  quatrième, 
s'appelle  ré^/e  de- trois.  Les  auteurs  de^la  plupart  des 
livres  d'Arithm'étixjue  en  ont 'distingué  de  plusieurs  es- 
pèces; mais  cet  échafaudage  est  inutile  lorsque  l'on  a 
biea  conçu  ce  qui  constitue  la  proportion,  et  qu'on  eit- 
tend  bien  Ténëncé  de  la  question  proposée.  Quelques 
applications  vont  éclaîrcir  ceci. 

1 17.  Un  ouvrier  ayant  fait  317^^,5  d*ouvragft  ©n  9 
jours ,  on  demande  combien  il'  mettrait  de  temps  à 
çn  faire  4^3,9 ,  en  supposant  qu'il  travaillât  toujours  de 
la  même  manière  ?  .  /     . 

Dans  cette  question ,  l'inconnue  est  un*  nonAre  de 
jours  qui  doit  contenir  les   9  jours  employés  à   faire 
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Bij^iJS  autant  que  4^3,9  contient  ai 7,6;  on  tf  âôn6 
la  pn>pcMiion  suiya^te  :  217^5  :  4^id  ••  9  •  Xy&,  on^ 
trousse  pour  X|  ;l  73(54. 

118.  Toute  là  £i&ciilté  des  questions  qu'on  peut 
rencontrer^  ne  consiste  que  dans  la  manière  d'établir  la 
proportion  ;  et  voiti  des  règles  sûres  pour  la  former  dans 
tous  les  cas. 

Parmi  lesquatre.termes  qui  doivent  composer  la  pro- 
portion ^  i}  y  a  deux  nombres  qui  sont  d'une  même  es-: 
pèçe^^et  deux  nombres  qui  ^ont  aussi  d'une  même  es«. 
pèce^  mais  différente,  de. la  première.  Dans  l'exemple 
précédent^  deu¥  des  termes  exprimaient  des  mètres^ 
et  les  autres  de^  jours. 

Il  faut  doaic.d*âbord  distinguer^  les  deux  termes 'de 
chaque  espèce;  et  quand  cela  sera  fait  ^  on  auranéce^ 
sairement  le  quotient  du  plus  grand' terme  de  la  seconde 
espèce  divisé  par  le  plus  petit  terme  de  cette'  espèce, 
égal  .au  quotient  du  plus  grand  tèrnte  de  la  première  es-^ 
pèçe ,  divisé  par  le  plus  petit  de  cette  espèce ,  ce-  qui  don- 
nera, cette  proportion  : 

le  plus  petit  terme  de  la  première  espèce.^  , 

est 

au  plus  ^and  terme  de  cette  espèce^  v.  / 

comme 

le  plus  petit  teitne  de  la  seconde  espèce 

est  ' 

au  plus  grand  de  cette  espèce. 

Dans  l'exemple  précédent^  cette  règle  donne  tout  de 
suite,  317,5  t  4^>9  '••9  •  ^V  car  le  terme  inconnu 
doit  être  plus  grand  que  9 ,  puisqu'il  faut  d'autant  plua 
de  jours  qu'il  y  a  plus  d*outrage  à  faire. 

1  i9*,Si  Ton  s'é|ait  proposé  de-trouver  combien  27  ou- 
vriers  mettraient  de  jours  à  exécuter  un  ouvrage  que  iB 
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MVifeift/  qui  tFataiitâtéotâutant  4|u6  «ëiilt'>èî^;  ont  tàtî 
en  18  j(3^nié^  on  verrait  qull  faut  d'àufâfit  moine  de 
jours  qu'il  y  a  plus  d'ouvriers,  et  rédipi*oquement.  Il 
j  a  bien  encore  ]^roportioa  dans  00  cas-^  mais  dans  un 
ordre  inverse;  car  silo  nombre  des  ouvriers  de  la  seconde^ 
bande  était  triple  de  celui  de  la  première^  par  exemple  , 
il  ne  leur  faudrait  que  le  tiers  du  temps  employé  par 
ceux-ci  :  ce  serait  donc  le  premier  nombre  de  jours  qui 
devrait  contenit  Tè  second,  autant  que  le  second  nombre 
d'ouvriers  contient  le  premier. 

L'ordre  dans  lequel  ces  quantités  se  contiennent  étant 
Tinvérse  de  celui  qal  leur  est  assigné  par  l'énoncé  d«  la  ^ 

question ,  oû  dit  que  les  deux  tiOnibres  d^ouvrîers  âont 
en  raison  inverse  des  nombres  de  jours.  Si  l'on  comparait 
les  deux  première  et  les  deai^  derniers  dans  l*ordre  où  ils 
se préeentent y  le  rftppf>rt  des  irnssevait  3  ou  f^  et  celiii 
àtB  autres  setaît  ^  »  fraotion  inverse  de  ^. 
,  On  voit  bien  en  effet  x|u*on  renverse  un  rapport  en  ^ 
renversât  la  fraotion  qui  Texprime  g  puisqu'on  fait  ainsi 
poAlet  ràntéoédent  à  la  place  du-Gonséqueuty  et  le  con- 
séquent à  la  place  de  l'antécédent  :  |ou  iz  :  3  est  l'inverse 
de  I  ou  de  3  :  a, 

La  règle  du  numéro  précédent  simplifie  beaucoup  ces 
eonsidérations  ;  car  en  prenant  les  deux  nombres  d'où-; 
vriers  pour  les  quantités  de  la  première  espèce ,  les  deux 
nombres  de  jours  pour  celles  de  la  seconde,  et  posant 
les  unes  et  les  autres  diaprés  leur  ordre  de  grandeur ,  oa 
a  cette  proportion  : 

i5  :  27  ::  a?  :  18, 

de  laquelle  on  tire  X  égal  à  10. 
190.  Voici  èôtiore  quelque^  exemples  pmiret<?ncer 
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"  1^  Un  homme  a  pUdé  S&^S  fr»  duna  un  comiperce  » 
skjraîsoadeS  pour  c^t  d'intérêt  par  ap  ;  on  demande  à 
combien  doit  se  monter  ^  au  bout  d'un  an ,  l'intérêt  de 
son  capital? 

L'expression  5  pOûr  ibo  d*intérêt ,  qu'on  écrit  ainsi  : 
^p.  f  ^  signi&e  qu'une  somme  de  loo  fr.  rapporterait 
5  fr.  4iu  bout  d'un  an;  en  prenant  donc  les  deux  ca- 
pitaux pour  les  quantités  de  la  première  espèce^  et  les 
intérêts  pom*  caUet  de. la  aecoode  ^.on  aura 

100  :  5575  ::  5  :  jc, 

proportion  qui  se  réduit  à so  :  3575  :;  i  Ix^  daprès«( 
robservation  du  numéro  ii5  :  divisant  encore  les  deux 
termes  du  premier  rapport  p^r  5>  on  trouve  en£n       . 

7i5 
4 1  7i5  ::  1  :  a:, d'où x  est  égalà^-j-  ou  à  i78-^'',75. 

4 

.1 

On  peut  encore  résoudre  cette  questioii  en  observant 
que  5  sont  ^  de  lûô ,  et  que  par  conséquent  ott  aura^ 
rintérêt  d'une  soiùme  quelcontjue  à  ce  taux ,  en  pre^ 
nant  le  vingtième  de  cette  somme  ;  or  -^  de  3575  est 
i78/^*,75,  résultat  conforme  à  Celui  qu'on  a  déjà  trouvé 
ci-dessus. 

â"*.  Un  marchand  a  promis  dé  payer  8oo  &.  dans  un 
an  ;  ne  pouvant  attendre  ce  terme ,  on  passe  son  billet  à 
un  banquier  huit  knois  avant  l'époque  du  paiement  : 
on  demande  combien  doit  donner  le  banquier?  Celui-ci 
sortant  de  sa  caisse  une  sommé  qui  n'y  dott  rentrer  que 
dans  huit  moiS|  il  faut  nécessairement  qu'il  trouve  dans 
le  remboumemdnt  qui  lui  sera  fait  aloiB ,  l'intérêt  de  ses 
fonds. 

Que  l'intérêt  pour  lin  JBon,  soit  de  6  pour  lûo  / 
l'intérêt  pour  huit  mois  en  sera  les  -^  ou  les  |  : 
doUc  une  somme  de  loo  fr.  prêtée  pour  huit  mois,  doit 
produire  4  fr-  d'intétêt ,  c'ést-à-dire  que  celui  qui  la» 
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empruatée  doit  rendre  104  fr.  La  somme  avancée  par 
le  banquier  n'étant  qu  un  semblable  prét^  on  aura  cette 
proportion: 

104 fr.  :  loofr.  ::  800  :  a?, 

d*oii  il  viendra  ji^f^'^^Z  pour  la  valeur  de  x,  c'eat-à- 
dire  pour  la  somme  que  le  banquier  doit  donner  ('^). 

Règle  da  trois  composée. 

lai.  La  règle  de  trois  s'applique  encore  à  des  quet* 
tionsdans  lesquelles  le  rapport  de  la  quantité  cherchée 
à  la  quantité  donnée  de  même  espèce  >  dépend  de  plu- 
sieurs  circonstances  qu'il  faut  combiner^  et  elle  prend 
alors  le  nom  de  règle  de  trois  composée,  £n  voici  quel- 
ques exemples. 

Je  suppose  que  l'on  demande  combien  de  mjnria* 
mètres  parcourrait  en  17  jours  un  voyageur  marchant 
10  heures  par  jour,  lorsqu'on  sait  qu'il  a  employé  23 
jours  à  faire  1122  myriamètres>  en  niarchant  7  heures 
par  jour. 

Cette  question  peut  se  résoudre  de  deux  manières  : 
voici  celle  qui  donne  lieu  à  la  règle  de  trois  composée. 

Le  nombre  de  myriamètres  parcourus  dans  chaque 
cas  dépend  de  deux  circonstances ,  savoir  :  du  nombre 
de  jours  de  route  du  voyageur ,  et  du  nombre  d'heures 
pendantlesquelles  il  marche  chaque  jour. 

On  peut  d*abord  faire  abstraction  de  cette  dernière 


{*)  L'opération  ci-dessns  /  qui  s^appelle  règle  itescampte ,  est  ré- 
duite ordinairement  h  prélever  l'intérdt  de  la  somme  entière  portée 
8  nr  le  billet ,  ce  qui  ne  repond  pas  à  Tétat  de  la  question ,  et  nVst  pas 
eiact.  Dans  notre  exemple,  l'intérêt  étant  de  4  p>  r  monterait  h  3a  fr.  j 
le  banquier  ne  donnerait  doqc  que  ^€8  fr. 

De  cette  manière /'os compte  es^prîs  en  dehors,  de  Tautrc  il  Test 
en  dedans j  de  In  somme  ^riéc  sUr  fc  billet.  ' 
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jBt  anpposer  que  le  nombre  d'heures  reste  le  même  dans 
le  second  cas  que  dans  le  premier.  Alors  la  question  se- 
rait posée  ainsi  :  Un  voyageur  a  mh  ac^  jours  à  faire 
\\f^  myriamètres  )  combien  en  ferait-il  en  ij  jours?  et 
Ton  aurait  la  proportion 


proportv)! 
^91*  •   ^71-   ••   iiamyr.  :  x. 


Le  quatrième  terme  serait  égal  à  1112  multiplié  par  17 
et  divisé  par  «ag  ,  ou  -^-^  myriamètres. 

Maintenant^  pour  avoir  égard  à  la  différence  des 
nombres  d*heures  de  marche^  on  dirait  :  Si,  en  mar- 
chant 7  heures  par  jour ,  pendant  un  certain  nombre  de 

jours  ^  ce  voyageur  a  fait -^-^  myriamètres ,  combien 

en  ferait-il  dans  le  même  temps,  s'il  marchait  10  heures 
par  jour?  ce  qui  conduirait  à  la  proportion 

7h^  :   ion.   ::  -^--î  mynametres  :  x, 

dont  le  quatrième  terme  donnerait  93^793  pour  le  nombre 
de  myriamètres  demandé* 

La  question  se  résoudrait  aussi  en  observant  que  29 
fours  de  marche ,  à  7  heures  par  jour ,  équivalent  àao3 
heures  de  marche  ;  que  17  jours ,  à  10  heures  par  jour, 
donnent  170  heures,  et  qu'e  par  conséquent  le  problème 
est  ramené  à  cette  proportion  : 

âo3h.  *:  i7oh.  ::   namyr.  :  x, 

par  laquelle  on  trouve  le  chemin  que  doit  faire  le 
voyageur  en  170  heures,  d'après  celui  qu'il  a  fait 
en  ao3. 

m 
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123.  Secondement,  si  9  ouvriers,  en  travaillant  8 
heures  par  jour,  ont  mis  24  jours  à  creuser  un  fossé  de 
65  mètres  de  longueur  sur  i3  de  largeur  et  5  de  pro- 
fondeur,  combien  faudrait-il  de  jours  à  71  QuvHers  de 
la  même  force  que  les  premiers  ,  et  qui  travailleraient 
1 1  heures  par  jour,  pour  creuser  un  fossé  de  327  mètres 
ile  longueur  sur  18  de  largeur  et  7  de  profondeur? 

Voilà  encore  une  question  fort  compliquée  en  appa- 
rence, et  qui  se  résout  également  par  la  règle  de  ts^ois* 

Si  tout,  à  l'exception  du  nombre  débours  et  du  nom- 
bre d*honunes,  était  semblable  dans  les  deux  cas  énon- 
cés, la  question  se  réduirait  à  trouver  combien  il  fau- 
drait de  jours  à  71  hommes  pour  faire  l'ouvrage 
qu'ont  effectué  9  hommes  en  2^  jours  ;  on  aurait  donc 

9  :  71  ::  a:  :  a4  ; 

mais  ici,  au  lieu  de  calculer  le  nombre  de  jours,  je  me 
cpntentç  d'indiquer,  comme  dans  le  numéro  70 ,  les 
nombres  à  multiplier  entre  eux ,  et  de  placer  au  déno- 
minateur ceux  par  lesquels  il  faut  diviser  :  j'ai  ainsi  pour 
le  nombre  x  de  jours  , 

M  par  9 

.«    71      • 

Mais  les  premiers  ouvriers  ne  travaillant  que  8  heure» 
par  jour  ,  tandis  que  les  seconds  en  travaillent  1 1 ,  il 
faudra  d'autant  moins  de  jours  à  ceux-ci  ;  on  aura 
donc 

.    71     . 
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à*oà  r^  contfara  que  le  n6mbf  e  îde  jours ,  àsLàs  cette 
circonstance,  est 

7ijpar*-n 

Ce  nombre  est  celui  des  joturs  nécess^es  aux  71  oit- 
vriers/ttavaillaût  11  ^heures  par  jour  ,  pour  creùser'le 
premier  fossé. 

Les^ÎEbssàs  étant  tf  inégales' longueurs,  il  faudra  d'au- 
tant plus  de  jours  que  le  second  fossé  sei;a  plus  long  que 
le  premier  ;  oh  aura  ainsi 

65  :  3a7  ::  ^^P^?P"^'  :  *, 

'  7itpar  11  ' 

et  le  nombre  de  jours  relatif  à  cette  nouvelle  circon*^ 
3tance  sera 

q4  P^  9  P^r  8  par  537 
yi  parai  par 65 

■En  ayant  égard  ^ux  laigenn ,  qni  nesout  pas  lës^mêinës 
pour  chaque  fossé ,  j'ai 

'^  •  '^  ••       7i^arii'paréÔ       '  *» 

et  par  conséquent  le  -nombre  de    jouxs  cherché  se 
change  en 

a4  par  g  par  '8  par  Zdj  par  1 8 
71  par  1 1  par  65  par  i3 

Enfin  les  profondeturs  étant  différentes,  on  a 

^  a^par  a»pgir  8'par3ii7  pa  18  .     ' 

^  •  ^  *•       7i:paf  iipârSôpariS       *  *' 


\ 
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et  le  nombre  de  jours  résultant  du  ecHicours  de  toutes 
les  circonstances ,  est 

fl4  par  9  par  8  par  Soy  par  18  par  7 

71  par  11  par  65  par  i3  par  5         '  , 

En  eifectu^itles  multiplications  et  les  divisions ,  on  ar- 
rivera au  résultat  cherché,  ai  jours  àlgafas*'- 

iâ3.  Ce  nombre  est  égal  à  a^  multiplié  par  la  quan- 
tité fractionnaire  . 

'  9  par  8  par  5^7  par  18  par  7 
71  par  n  par  65  par  i3  par  5  * 

mais  cette  dernière  quantité ,  qui  exprime  le  rapport  du 
nombre  de  jours  donné  au  nombre  (je  joum  cherché , 
%st  elle-même  lé  produit  des  fractions  suivantes  : 

^    ^     3fl7     18     7. 
71*    11*   "55"'    i3*  5* 

or,  en  remontant  aux  dénominations    des    non^bres 

donnés  dans  Ténoncé  de  la  question  ,  on  voit  que  — 

est  Tinverse  -du  rapport  des  nombres  d*hommes ,  qui , 
pris  dans  l'ordre  de  l'/énoi^oiation ,  serait  9*à  71,  puis- 
qu'il 7  a  9  hommes  dans  le  premier  cas  et  71  dans  le 

8 
second;  —  est  pareillement  l'inverse   du  rapport  du 

nombre  d'heures  que  chaque  bande  d'ouvriers  doit 
travailler  ; 

327     18      ^    7 
•65  '  T3    •'*    5' 

sont  les  rapports  directs  des  longueurs ,  des  largeurs  et 
des  profondeurs  des  deux  fossés.  Il  suit   de  là  que  le 
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rapport  du  nombre  de  jours  donné  au  nombre  de  jours 
cherché^  est  égal  au  produit  de  tous  les  rapports  directs 
et  de  tous  les  rapports  inverses  qui  résultent  de  la  com- 
paraison des  termes  relatifs  à  chacune  des  circonstances 
de  la  question. 

On  résoudrala  question  très  simplement^  en  évaluant 
d*abord  chacun  de  ces  rapports  ;  car  en  multipliant 
entre  elles  les  fractions  qui  les  expriment ,  on  formera 
Celle  qui  représente  le  rapport  de  la  quantité  cherchée 
à  la  quantité  donnée  de  même  espèce. 

Cette  dernière  fraction,  qui  sera  le  produit  de  tous 
les  rapports  qui  entrent  dans  la  question,  aura  pour 
numérateur  le  produit  de  tous  leurs  conséquens ,  et  pour 
dénominateur  celui  de  tou^  leurs  antécédens.  Un  rap-> 
port  qui  résulté  ainsi  de  la  multiplication  de  plusieurs 
autres^' s'appelle  rapport  composé. 

En  mettant  l'expression  fractionnaire  . 

9  par  8  par  327  par  18  par  7 
71  par  1  i  par  65  par  i3 par 5 

souslaforane  d'un  rapport,  on  en  tirera,  avec  le  nombre 
â4i  des  joursdonnés^  la  proportion 

71  par  1 1  par  65  par  i3  par  5 
:  9par8par3fl7par  i8par7   ::  a4  l  x, 

qu'il  est  a^sé  d'imiter  .dans  toi^s  les  cas  semblables. 

Règle  de  Société. 

1  a4*  Cette  règle  a  pour  objet  de  partager  un  nombre 
en  parties  qui  aient  entre  elles  des  rapports  donnés;  on 
verra  dans  l'exemple  suivant ,  son  origine  et  d'où  elle 
a  tiré  son  nom. 

Trois  marchands  se    sont  asspcîés  pour  un  corn-  ^ 
merce  :  le  premier  a  mis  s5ooo  fr. ,  le  '  second  1 8obo  , 
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et  le  troisième  4^000;  ils  se  séparent,  et  veulent  par- 
tager entre  eux  le  bénéfice  commun ,  qui  se  monte  à 
67225  fr.;  on  demande  combien  chacun  doit  avoir  pour 
sa  part? 

Pour  résoudre  cette  question ,  il  faut  considérer  qwe 
Iç  g^n  de  chacun  d'eux  doit  <Btre  comppsé  avec  le  gain 
tot^^ ,,  comipe  sa  mise  Test  avec  la  somme  des .  mises 
o^.le.  fond$, total;  caij  celui  qui  aurait  fourni  à.  lui 
se.ul:Ia,m9itié  ou  le  tiers  de  ce.  fonds  ,  par  exemple^ 
aurait  évidemment  droit  à  la  moitié,  ou  au  tiers  du  gain. 
I^aJi^  re:çemple .  proposé ,  la  somme  des  mi^es  formant 
8$ppp  fn ,  les  mises  particulières  en  .s^fouÇ  respective- 
n^enti  les 

a5ooo         18000        42000 
&56oo*       85oob'      85ôoo  ' 

et  en  multipliant  par  ces  fractions  le  -  gain  total 
57226  fr. ,  on  obtiendra  le  gaiixrelatjlf  à  chaque  mise,  il 
est  d'ailleurs  évident,  que  la-^omme  des  parts  égalera  le 
gain  total ,  puisque  là  somme  des  fractions  ci-dessus 
aya^t'SQii  Qun^a,teuir  égal  à  sondénominatjeuj?,  est&é^ 
cessairement  Tunité. 

Les  opérations  indiquées  plus  haut  donnent  les  pro-* 
portions 

85ooo  :  26000  ::  67226  !  au  gain  du  premier  march. 
86000  :  18000  :t  67226"!  au  gain  du  second  , 
86000  :  4^000  ::  67926  :  au  gain,  du  troisième, 

qui  peuvent  s*énoneer  ainsi  : 

la^nû^:  totale;:  unt^  miso  pairtiçidière  :  :  legain^total 
:  au«gain  pasticulii^r^ 

En  simplifiant  le  premier  rapport  de  chacune  de  ce?» 
trois  proportions,  on  a 
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85  :  a5  ::  672125  :  au  gain  du  i''  ou  i683ofr.||. 
85  :  iS  ::  57325  :  au.gaindu  a'  ou  iQii8fr.||» 
85  :  4ï*  ::  57225  :  au  gain  du.3'  ou  28275  fr.||. 

Si  toutes  les  mises  étaient  égales ,  l'opération  se  ré- 
duirait à  diviiser  le  gain  total  par  le  nombre  des  mises  ; 
on  ramène  la  question  à  ce  point  dans  l'exemple  pro- 
posé ,  en  concevant  la  mise  totale  85ooo  flr. ,  partagée  en 
85  mises  partielles  ,  ou  actions ,  de  i  ooo  fr.  :  le  gain  de 
chacune  de  ces  mises ,  doit  être  évidemment  la  85'  par- 
tie du  gain  total  ^  et  il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  suc- 
eesaivement  cette  partie  par  25,  l8  et  4^,  en  considé- 
rant les  mises  25ooo  fr. ,  i8ooq  k, ,  4^000  fr. ,  comme 
les  réunion»  de  25  actions ,  de  1 8  actions  et  de  4^  actions. 

Il  est  bon  de  savoir  qu'en  terme  de> commerce,  la« 
mise  totale  se-nonaae^apital ^  et  le  gain  à  partager  di- 
vidende. 

La  question  suivante  a  beani^eup  d'analogie  avec 
celle  qui  vient  d'être  résolue. 

1 25.  On  demande  de  pairtager.  une  succession  de 
67260 fr.  entre  trois  héritiers,  de  manière  que  la  part 
du  second  soit  les  |  de  celle. du  premier,  et  que  la  part: 
du  troisième  soit  les  \  de  celle  du  second. 

-Il  est  évident  que  la  part  du  troisième  y  comparée  à  ' 
celle  du  premier,  en  sera  les|  des  |,  ouïes  ^ ,  ou les^; 
ces  trois  parts  cherchées  seront  donc  entre  elles  dans.  ' 
les  mêmes  rapports  que  les  trois  nombres  1 ,  f  et  ~.   En»> 
réduisant  ceux-ci  au  même  dénominateur,  on  trouvera 
Hj  fto  >  â^>  et  on  aura  les  trois  nombres  20,  8,  7,  qui: 
seront  proportionnels  aiBc  premiers  ;  mais  leur  somme 
étant  35 ,  on  voit  que  si  Ton  prend  trois  parts  qui  soient, 
exprimées  par  les  fractions  ff  >  ^,  ^,  elles  seront 
entre  elles  dans  les  rapports  demandés  :  la  question  sera, 
doac  résoliie  en  prtnaot  ks  f|,  puis,  les  ^,  puis  les  ^ 
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de  67^50  fr. ,  ce  qui  donnera  les  sommes  dues  aux  he* 
litière ,  suivant  la  distribution  prescrite  ;  savoir  :. 

38428 fr. Il,     15571  fr.^,  'et    i345ofr.        ■ 

ifl6.  Enfin  soient  deux  fontaines,  dont  la  première 
coulant  seule  pendant  2  heures  et  ^,  remplit  un  certain  * 
bassin ,  et  dont  la  seconde  remplit  ce  même  bassin ,  en 
coulant  seule  pendant  3  heures  |  ;  on  demande  com- 
bien il  faudra  de  temps  pour  qu'il  soit  rempli  par  les 
deux  fontaines  coulant  à  la  fois  ? 

Je  cherche  quelle  partie  du  bassin  la  première  fon^*  ' 
taine  remplit  dans  un  temps  donné ,  dans  une  heure  , 
par  exemple  ,  et  je  vois  qu*en  prenant  la  capacité  de  ce  ^ 
bassin  pour  unité,  je  n'ai  qu'à  di^'îser   1  par  2  |  ou 
"1 ,  ce  qui  donne  f  pour  la  partie  cherchée.  En  divisant 
de  même  1  par  3 1  ou  ^,  j'obtiens  -j^  pour  la  portion  du  . 
bassin  que  la  seconde  fontaine  fournit   pendant  une 
heure  *,  les  deux  fontaines  coulant  ensemble  donneront  • 
par  conséquent  les  f  plus  les  -^ ,  ou  les  H  du  bassin,  pen- 
dant 1  heure  :  divisant  donc  1 ,  ou  là  capacité  du  bas-^ 
sin ,  par  f|,  op  aura  le  nombre  d'heures  qu'il  mettra  à 
se  remplir  de  cette  manière  -,  et  on  trouvera  ainsi  7I  ou 
une  heure  et  demie. 

Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  l'Arithmétique ,  ont  mul- 
tiplié et  varié  ces  questions  de  beaucoup  de  manières,  et 
ont  érigé  en  règles  les  procédés  qui  servent  à  les  ré- 
soudre ;  mais  tous  ces  préceptes  sont  au  moins  inutiles  1 
parce  qu'une  question  de  ce  genre  est  toujours  faci- 
lement résolue  par  celui  qui  sait  développer  les  consé- 
quences de  l'énoncé ,  surtout  lorsqu'il  peut  s'aider  du 
secours  de  F  Algèbre;  c'est  pourquoi  je  ne  m  y  arrêterai 
pas  davantage. 

•  127.  A  l'instar  des  proportions  qui  sont  composées 
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de  quatre  nombres ,  dont  les  deux  premiers  se  coa- 
tiennent  autant  que  les  deux  derniers,  on  a  considéré 
Tassemblage  de  quatre  nombres  tels  que  i»,  y,  9,  i^, 
dont  le  deuxième  surpasse  le  premier  autant  que  le 
quatrième  surpasse  le  troisième  :  ces  nombres ,  qu'on 
peut  appeler  équidifférens ,  jouissent  d'une  propriété 
remarquable  ,  analogue  à  celle  de  la  proportion  ;  caria 
«omme  des  termes  extrêmes  a  et  14  est  égale  à  celle  des 
moyens  7  et  9  (*). 

Pour  prouver  cette  propriété  en  général ,  il  faut  ol>- 
server  que  le  second  terme,  est  égal  au  premier ,  plus  la 
dilFérence  ;  et  que  le  quatrième  est  égal  au  trpisième  plus 
la  différence  ;  d'où  il  suit  que  la  somme  des  extrêmes  ^ 
composée  du  premier  et  du  quatrième  terme ,  sera  égale 
au  premier  plus  le  troisième  plus  la  différence.  De  même 
la  somme  des  moyens  ;  composée  du  deuxième  et  du 
troisième  terme ,  sera  égale  au  premier  plus  la  différence 
plus  le  troisième.  Ces  deux  sommes  étant  composées 
des  mêmes  parties ,  sont  par  conséquent  égales. 

J'ai  supposé  que  le  deuxième  et  le  quatrième  terme 


(*)  heu  Anciens  avaient  très  bien  séparé  la  théorie  des  propor- 
tions des  opérations  de  rArithmétique.  Euclide- donne  cette  théorie 
^ns  le  cinquième  livre  de  ses  Elément  ;  et  comme  il  applique  les 
proportions  aux  lignes ,  c'est  apparemment  de  là  qu'elles  ont  pris  dans 
la  suite  le  nom  de  proportions  géométriques ,  et  qu'on  a  donné  le 
nom  de  proportion  arithmétique  h  l'assemblage.des  nombres  éqai* 
différens,  dont  on  ne  s'est  occupé  que  beaucoup  plus  tard.  Ces  dé* 
iionainations  sont  très  vicieuses  ;  le  mot  de  proportion ,  dans  notre 
langue,  a  un  sens  déterminé  qui  ne  convient  nullement  aux  nombres 
ëquidifférens.  D'ailleurs,  la  proportion  qu'on  appelle ^ébmetn'^ue 
n'est  pas  moins  arithmétique  que  celle  qui  porte  exclusivement  ce 
nom.  Lagrange,  dans  ses  leçons  à  l'École  Normale ,  a  rectifié  le 
langage  à  cet  égard,  et  )'ai  suivi  son  exemple. 

Uéquiclifférence ,  ou  l'assemblage  de  quatre  nombres  ëquidiffé- 
rens |  on  enfia  h  proportion  arithmétique,  s'écrit  ainsi  :  a.7 :  9*  i4* 


•  * 
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ét^ent  plus  graads  que  le  premier  et  le  troiÂènie^ 
le  contraire  pourrait  avoir  lieu  comme  dtos  les  quatre 
nombres  8 ,  5,  iS,  ta  ;  alors  le  second  terme  serait  égaV 
au  premier  moins. la  différence >  et  le  quatrième  serait 
égal  au  troisième  moias  la  différence.  Eln  changeant  le- 
mot  plus  en  moins,  dans  te  raispnnement  précédent,  oii^ 
prouverait  encore  que  ;  dans  le  cas  actuel  y  la  somme  des 
extrêmes  est  égale  à  Celle  des  raoyens^ 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cette  théorie  des- 
nombres  équidifférens ,  parce  qu'elle  ne  peut  être  d'au- 
cun usage*  pour  le  moment.  . 

Règle  d'Alliags. 

1  â8.  Je  nomettrai  point  la  règle  d'alliage,dont  le  but 
est  de  trouver  la  valeur  moyenne  de  plusieurs  choses  de^ 
même  espèce  ;  mais  de  prix  différens  ;  les  exemples  sui- 
vaiis  la  feront  suffisamment  conaïaître. 

Un  marchand  a  aclieté  plusieurs  espèces  de  vins,  sa 
voir  :  1 3o  bouteilles  qui  lui  reviennent  à  i  o  décimes  chaque^ 

75  ài5 

s3i  à  13 

ay  àao; 

et  il  les  mêle  ensuite  :  on  demande  à  combien  lui  revient 
la  bouteille  du  mélange.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a. 
qii'à  évaluer  ce  que  lui  coûte  la  totalité  de  ce  mélange, 
combien  elle  forme  de  bouteilles ,  et  à  diviser  ensuite 
le  premier  dé  ces  résultats  par  le  second;  pour  avoir  Jc- 
prix  cherché. 


L 
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Or,  les  i3o  bouteilles  à  10  d^c.  foat  i3oo  décins^s 


75  à  i5  font  iiâS 

27  à  ao         font   540 


donc . . .  .4^  l'^^'^^^^'^^^^ûtent  6737  déchues. 

Divisant  5737  par  463  i^le  quotient  la^Sg  est  le  prbt  de 
la  bouteille  du  mélange. 

iflg.  On  se  sert  encore  de  la  règle  précédente  pour 
prendre  un  milieu  entre  divers  résultats  donnés  par  Tex- 
périence  ou  Tobservation ,  et  qui  ne  s'accordent  point 
entre  eux.  S'il  s'agissait  ^  par  exemple ,  de  connaître 
exactement  la  distance  de  deux  points  assez  éloignés  > 
et  qu'on  la  mesurât ,  quelque  soin  qu'on  apportât  dans 
cette  opération ,  il  y  aurait  toujours  un  peu  d'incerti- 
tude dans  le  résultat ,  à  cause  des  erreurs  qu'on  commet 
nécessairement  dans  la  manière  de  poser  les  mesures  à 
la!  suite  les  uaas  des  autres. 

Je  suppose  donc  qa'oU'ait  répété  cette  opération  plu- 
sieurs fois  de  suite  pour  la  vérifier ,  et  que  deux  fois  ou 
ait  trouvé  3794'"^48^  T^®  ^^^^  autres  mesurages  aient 
donné  S^gS*"',  27 ,  qu'on  ait  eu  enfin  un  dernier  résultat 
de  3793'^',ii5  :  ces  divers  nombres  n'étant  point  les 
mêmes ,  il  est  évident  qu'il  y  a  erreur  dans  quelques-uns 
d'entre  eux,  et  probablement  dans  tous  ;  et  pour  l'atté- 
nuer» voici,  comme  on  raisonne^  SL  l'on  avait  obtenu 
chaque  fois  la  vraie  mesure,  lasomme  d^s  résultats  serait 
égale  à  six  fois  cette  mesure ,  et  il  est  visible  que  la  même 
chose  aurait  encorelieu  si  les  résull;ats  obtenus  péchaient 
les  uns  par  défaut  >  les  autres  par  excès ,  de  manière  que 
l'augmentation  produite  par  l'addition  des  excès  com- 
pensât ce  qui  manque  aux  résultats  moindres  que  la 
vrait  valeur  :  on  parviendrait  donc ,  dans  ce  deniior 
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cas  y  à  la  yraie  mesnre,  en  divisant  la  somme  des' ré- 
ffultats  par  leur  nombre. 

Ce  cas  est  trop  particulier  pour  espérer  qu'il  se  ren-* 
contre  fréquemment;  mais  il  arrive  presque  toujours 
que  les  erreurs  dans  un  sens  détruisent  une  partie  de 
celles  qui  sont  dans  Tautre  ;  et  celle  qui  reste ,  se  trou- 
vant répartie  également  sur  chacun  des  résultats ,  est 
d'autant  plus  diminuée^  que  le  nombre  des  résultats  est 
plus  grand. 

D'après  ces  ccntsidérations  ;  on  opérera  ainsi  qu'il 
suit  : 

On  prendra  a  fois  5794,48    où    7588,96  .  . 
#  3  fois  3796,27    ou  ii385,8i 

1  fois  3793,115  ou    3793,115 

— — - — ■ ■■  —  -- 

6  résultats  donnant  en  tout  22767,885* 

Divisant  22767,886  par  6,  (»i  trouvera  que  la  valeur 
moyenne  de  la  distance  demandée  est  3794'"^647- 

Au  reste,  c'est  au  calcul  des  probabilités  qu'il  faut 
avoir  recours  pour  discuter  et  apprécier  les  avantages  et 
lesinconvéniens  de  cette  méthode  ;  et  ce  sujet  a  occupé 
les  plus  grands  géomètres  de  notre  siècle. 

De  la  comparaison  dés  diverses  mesures 

de  même  genre. 

i3o.  L'uniformité  des  mesures  était  depuis  long- 
temps l'objet  des  vœux  de  tous  les  savans,  lpr«ju*on  a 
établi  en  France  le  système  décimal ,  que  j'ai  exposé 
plus  haut  (loo)  ;  mais  ce  système  n'étant  pas  encore 
adopté  par  les  nattons  étrangères ,  et  succédant  à  un 
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ancien  sj^stème  par  lequel  on  a  exprimé  béauoonp  de 
résultatsnumériqiies  importans ,  on  a  sourent  besoin  de 
comparer  avec  le9  mesures  décimialed,  soit  les  anciennes 
mesures  françaises ,  soit  les  mesures .  étrangères.  Je 
yais  en  conséqu^çe  indiquer  les  moyens  de  faire  cette 
comparaison.  '         , 

Lés  données  nécessaires  sont  les  rapports  des  mesures 
a  comparer.  Ces  rapports  s'obtiennent  en  exprimant 
l'une  des  mesures  par  Tautre. 

i3i.  Les  mesures  linéaires  les  plus  usitées  en  France 
étaient  la  toise  et  Y  aune, 

La  toise  se  divise  en    6  pieds , 
Le  pied  '  en  la  pouces , 

Le  pouce  en  lâ  lignes, 

La  ligne  en  la  points. 

L'aune  (de  Paris)  contient  3  pieds  7  ponces  i  p 
lignes  f.  Je  compare  d- abord  la  toise  au  mètre. 

Le  mètre',  déterminé  définitivement,  a  été  trouvé 
de '3  pieds  o  pouces  11  lignes,  296. 

vCe  nombre  étant  réduit  en  fraction  de  la  toisé ,  donne 

le  rapport  du  mètre  à  la  toise. 

•         .  \      ■ 

Pour  faire  cette  réduction ,  il  faut  d'abord  convertir 
les  pieds  en  lignes ,  ce  qui  se  fera  en  observant  que 
puisque  le  pied  vaut  1 3  pouces ,  3  pieds  font  36  pouces  ; 
et  comme  le  pouce  vaut  lâ  lignes ,  on  multipliera  36 
par  112,  ce  qui  donnera  4^3 pour  la  valeur  de  3  pieds 
convertis  en  lignes ,  à  quoi  il  faut  ajouter  les  1  \  lignes , 
^36  de  surplus,  et  il  viendra 44^  lignes,  296. 

D'un  autre  côté ,  la  toise ,  composée  de  S  pieds ,  con- 
tient 6  fois  \%  pouces,  ou  72  pouces,  et  7a  fois   la 
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'l^nes  f  ou<864tigae8-'  La  tôiee  conterumt  doiic864Iîgne8, 
-tandis  ^e  le  mètve  >  en  contient  reniement  >443;236 ,  •  le 
^rapport  du  ^mètre  à  ^  la  toise  est  celui  des  nombres 
4/!P,a()6  et 864;  oude»nombres4432gf6 et 864000, raille 
tfôis  plus  grands  que  les  préoédens.  <La  toise  est  donc 
les  Iffiff  du  mètre ,  fraction  qui  se  réduità  fffff ,  en 
divisant  ses  deux  termes  par  352. 

i32.  Il  suit  de  là  et  du  n°  76 ,  que  pour  convertir 
un  nombre   quelconque  de  toises  en  mètres,  il  faut 
île  mdtiplier'par  là  fralctiw'f^. 

On  demande,  par  exemple,  combien  4^  toises 'font 
de  mètres;  le  résultat  est-^ylslp  •  extrayant  les  entiers 
de  cette  fraction ,  il  vient  SSigg  ~,  et  en  réduisant  en 
décknales  la  fraction  qui  accompagne  l'entier,  00  a 
83,8o856. 

Comme  il  suffit ,  pour  les  usages  ordinaires ,  d'une  ré- 
duction approéhée ,  il  est  commode  de  conve.rtir  immé- 
diatement en  décimales  la  fraction  Tyfff ,  ce  qui  donne 
,pourIa  valeur  de  la  toise  l^^94^o4>  ®^  multipliant  ce 
nombre  par  celui  des  toises  proposées ,  on  qpérera  sur- 
le-champ  leur  conversion  en  mètres. 

r  •  •        •  .  ■ 

i33.  Les  pieds  9  les  pouces,  les  lignes,  dont  le  rap- 
port avec  la  toise  est  connu ,  se  convertissent  facilement 
en  parties  décimales  du  mètre. 

i^.JLe  pied  jetant  la  6', partie  de  la  toise,  vaudra  ]a 
:€*  partie  de  Ja  fraction||||f ,  ou  les^^  du  mètre,»et 
.en  décimales ,  o'"^3a484 ,  ou  3^^fl484. 

a®.  Le  pouce  étant  la  lîS'^partie  du  pied ,  vaudra  la 
la'  partie  dé  la  fraction ^^^ ,  ou  les  ^H^  du  mètre , 
et  en  décimales ,  d^^^OQjaj ,  ou  a^',707. 

3^.  iLa;ligne  étant  la  122'  partie  do  pouce,  vavicka  la 


d'arithmétique.  111 

ta^  partie  delà  fraction  tfHâ ,  ou  les  ~f^  du  mètre ,  et 
«n  décimales ,  ©'"^^ooaafi ,  ou  fl"*'"',à6. 

On  obtiendrait  ^de  même  la  yaleiir  du  point. 

134.  Rien  de  plus  aisé  maintenant  que  de  réduire  en 
mètres  et  en  parties  décîmaJes  du  mètre ,  un  nombre 
quelconque  de  toises ,  pieds  et  pouces.  Soient ,  par 
exemple,  i3  tQÎses  5  pieds  5  pouces  8  lignes. 

Les  i3  toises  donnent  25,3375a 
'hes  .5'pieds  . . . . . . .     1^.6^2420 

Les  ^3 pouces. .... ..    o^oStai 

Les    8  lignes 0,01808 

Totale  ........ .  .a7,o!6ioi . 

i35.  L'aune  de  Paris,  contenant  3  pte4s  .7  poucits 
1  o  lignes  f ,  réduite  en  lignes ,  revient  à  la  fraction  ^\^ 
de  la  toise  ;  et  la  toise  étantles  fj|f§  du  mètre ,  l'aune 
sera  les  |^  des  f^HI  du  mètre ,  ce  qui  revient ,  en 
décimales,  à  i*»^,  18845.  '    ^ 

i36.  Le  poids  se  mesurait  autrefois  e^  libres,  marcs , 
onces,  groSf  grains  ,  et  fractions  de  grains. 

La  livre  est  compostée  de    a  marcs  ^    ' 

.   Lemarc.» de    8  oijces  , 

L'once de   .8  gros  , 

Le  gros. de  7a  grains. 

»  • 

On  a  trouvé ,  par  des  expériences  très  délicates , 
que  le  kilogramme  pesait  18827  grains.  En  convertissant 
ce  nombre  en  fractipn  de  la  livre,  comme  je  l'ai  fait 
pour  celui  qui  exprime  le  mètre  par  le  pied ,  no 
aura  le  rapport  de  la  livre  au  kilogramme ,  et  on  déduira 
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de  là  les  rapports  des  subdivûdoos  de  la  lirre  avec  les 
parties  décimales  du  gramme.      . 

On  trouvera,  i**.  que  la  livre  est  les  i^^  du  kilo- 
gramme ,  on  o*^',4895i  en  décimales  ; 

a®.  Que  l'once,  ou  la  i G' partie  delà  livre,  vaut  les 
llll^  du  kilogramme ,  ou  o'*fi^'^-,o3o59  en  décimales  ; 

3°.  Que  le  gros ,  ou  la  8'  partie  de  Tonoe ,  vaut  les 
r^^  du  kilogramme ,  ou  o*^''*,oo38a  en  décimales  ; 

4**.  Que  le  grain ,  ou  la  72'  partie  du  gros,  vaut  le 
•jggjy  du  kilogramnie ,  ou  o''^*|00oo5  en  décimales. 

Avec  ces  résultats ,  rien  de  plus  facile  que  de  convertir 
en  mesures  décimales,  un  poids  quelconque  exprimé  par 
les  anciennes  mesures.  Soit ,  pour  exemple  ^  a3  livres 
4  onces  5  gros  3i  grains. 

On  a  pour  a5  livres  1 1 ,26873 
pour  fonces  0,1 2236 
pour  5  gros  0,01910 
pour  3i  grains   o,ooi55 

'  Itgr. 

Total. . . .  11,40174- 

137.  L'unité  monétaire  de  Tancien  système  était  la 
livre  tournois.  La  valeur  du  franc ,  donnée  par  la  pièce 
de  5  fr. ,  ayant  été  comparée  à  celle  de  la  livre  tournois, 
donnée  parFécu  de  6  liv. ,  il  en  est  résulté  que  la  valeur 
du  franc  est  à  celle  de  la  livre  tournois  comme  81  est 
à  80.  Pour  convertir  donc  une  somme  de  livres  tournois 
en  francs,  il  faudra  en  prendre  les  I7,  ou  la  multiplier 
par  0,98755. 
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Rédproquement,  pour  évaluer  une  somme  de  franca 
<n  livres  tournois ,  il  tu  faut  prenxire  les  fj,  ou  la  mul* 
tiplierpar  i^oiaS. 

iSi  la  somme  à  réduire  était  loo  firancs^  il  viendrait 
101,25,  ou  ICI  liv.  ^.  ^ 

La  livre  tournois  se  divise  en  20  sous ,  chaque  sou  en 
la  deniers.  Dans  l'usage  ordinaire ,  on  confond  la  livre 
seule  avec  le  franc  Par  cette  hypothèse,  qui  n  eet 
qu'approchée ,  chaque  sou  vaut  ^  décime  ou  o,o5  ;  et  un 
denier  étant  la  1 2'  partie  du  sou ,  vaut  un  -^  de  o,o5 ,  ou 
0,00416669  etc. 

Pour  faciliter  les  conversions  des  anciennes  mesures 
en  nouvelles ,  on  a  réuni  dans  des  tables  placées  à  la  fia 
de  ce  Traité,  les  résultats  obtenus  dans  le  n®  1 33,  ainsi 
que  dans  le  précédent ,  avec  tous  ceux  qu'on  trouverait  ^ 
en  compJEirant  de  la  mênie  manière  les  mesures  corres- 
pondantes de  l'ancien  système  métrique  et  du  système 
décimal.  On  y  a  joint  aussi  les  rapports  des  princi- 
pales mesures  et  monnaies  étrangères  avec  celles  du 
même  système, 

i38.  De  même  que,  par  le  rapport  de  Tanne  à  la 
toise  ,  j'ai  comparé  cette  première  mesure  avec  le. 
mètre,  de  même  aussi  j'aurais  pu  comparer  avec 
le  mètre  toutes  les  mesures  étrangères ,  dont  le  rapport 
avec  nos  anciennes  est  connu.  L'exemple  suivant  , 
qudique  fictif,  suffira  pour  mettre  en  état  d'appliquer 
la  méthode  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  et 
donnera  une  idée  de  la  règle  conjointe ,  qu'on  pratique 
fiouvent  dans  les  opérations  du  change  des  monnaies. 

Supposé  que  3  Hures  de  France  valent  32  deniers 
sterling  d'Angleterre ,  que  240  deniers  sterling  valent 
4oS  deniers  de  gros  de  Hollande  ,  que  5o  deniers  de  gros 
valent  igo  mamvec^û  d'Espagne  ;  on  demande  combien 
go  livres  de  France  font  de  maravedis? 

Dix^Septième  édition.  8 
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1^.  Puisque  3  livres  de  France  font  3â  deniers  ster- 
ling, la  livre  est  les  -^du  denier  sterling. 

a<>.  Puisque  a4o  deniers  sterling  valent  4^8  deniers 
de  gros,  le  denier  sterling  est  les  fj|  du  denier  de  gros. 

3®,  Puisque  5o  deniers  de  gros  valent  igo  maravedis, 
le  denier  de  gros  est  les  ^du  maravedis. 

On  convertira  donc  la  livre  de  France  en  maravediF, 
en  prenant  les  ^  des  ^  de  ^,  ce  qui  donnera 


3flpar4o8par  190 
3  par  040  par  5o 

pour  le  rapport  de  la  livre  au  maravedis  ;.et  multipliant 
ce  rapport  par  90,  on  aura  la  valeur  de  90  livres  de 
France,  exprimée  en  maravedis,  c'est-à-dire 

90  par  35a  par  408  par  190 
3  par  a4o  par  5o 

Ce  nombre  fractionnaire  est  susceptible  d'une  expres- 
sion beaucoup  plus  simple ,  car  le  numérateur  et  le 
dénominateur  ont  des  facteurs  communs.  Dans  le  pre- 
mier ,  90  et  190  sont  divisibles  par  10;  il  en  est  de  même 
de  â4o  et  de  5o  dans  le  second ,  et  la  division  étant 
effectuée,  il  viendra 

9  par  3fl  par  408  par  19 
3  par  â4  P^  ^ 

Mais  3a  au  numérateur  étant  divisible  par  8 ,  ainsi  que 
a4  au  dénominateur,  on  aura 

9  par  4  par  4o8  par  19  ^ 
3  par  3  par  5         * 

et  comme  3  par  3  font  9 ,  on  pourra  supprimer  ce  fac- 
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teur  dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  à  la  fois , 
il  en  résultera  4Pf£42P2ÎJ2  Q^  gg^^j  |  marayedis 

pour  go  livres  de  France. 

Du  Calcul  des  nombres  complexes. 

i3g.  Les  nombres  qui  contiennent  à  la  fois  des  toises  » 
pieds,  pouœs,  lignes,  points; des livresOiefoids),  onces ^ 
groè  et  grains  ;  des  livres ,  sous  et  deniers,  se  trou- 
vant rapportés  à  des  unités  différentes ,  et  leur  expres- 
sion étant  composée  de  plusieurs  parties ,  ils  ont  été 
nommés  nombres  complexes  .*  ceux  q[ui  n'en  renferment 
qu'une  seule,  sont  appelés  incomplexes  (*).  On  effec- 
tue inunédiatement  sur  les  nombres  complexes ,  les 
quatre  opérations  fondamentales  de  1*  Arithmétique ,  par 
des  procédés  que  je  vais  rapporter  ici ,  pour  mettre  en 
état  de  suivre  les  anciens  calculs ,  quoiqu'il  soit  à  dé- 
sirer qu'on  renonce  tout-à-fait  à  des  opérations  que  les 
décimales  remplacent  si  heureusement. 

Ce  que  je  dirai  sur  les  nombres  complexes  usités  jen 
France^  s'appliq[uer^t  sans  peine  à  tous  ceux  qui  peuvent 
résulter  des  mesures  étrangères  et  de  leurs  subdivisions. 

De  Puéddition  des  nombres  complexes. 

140.  L'addition  des  nombres  complexes  repose  sur 
les  mêmes  principes  que  cjelle  des  nombres  incom- 
plexes ;  il  s'agit  toujours  de  ré^mir  entre  elles  les  parties 

(*)  Les  nombres  accompagnes  de  fractions  décimales  ne  doirent 
pas  recevoir  cette  dénomination ,  puisqu^'on  peat  à  vue  les  con- 
Jirertir  en  nne  senle  espèce  d'unités.  34'<*'y95|  par  exemple ,  reviennent 
2^3495  centimètres. 

8.. 
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de  même  valeur;  et  lorsqu'on  en  trouve  assez  pour  foiv 
mer  une  ou  plusieurs  parties.d'un  ordre  supérieur,  on  re- 
tient ces  dernières  pour  lescomprendre  dans  la  somme  de 
celles  qui  sont  écrites  dans  les  nombres  proposés, 
comme  dans  l'addition  simple  on  reporte  les  dixaines 
d'une  colonne  sur  la  suivante  à  gauche.  On  doit  ^onc 
disposer  les*  nombres  complexes  qu'on  veut  ajouter 
ensemble,  de  manière  que  leurs  unités,  ou  parties  de 
Inême  valeur ,  soient  dans  une  même  colonne ,  et  faire 
séparément  la  somme  de  chacune  de  ces  colonnes,  en  se 
rappelant  combien  il  faut  d'unités  ou  de  parties  de  chaque 
cidre ,  pour  composer  celles  de  l'ordre  immédiatement 
plus  considérable. 

En  voici  un  exempte.,  sur  des  livres;  sous  et  deniers: 


584"" 
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22766        ifl        5 

llsi  ajoutant  d'abord  les  deniers  entre  eux ,  parce  que 
ce  sont  les  parties  de  moindre  valeur,  et  en  embras- 
sant à  la  fois  les  unités  et  les  dixaines  de  ces  nombres  , 
on  trouve  29  deniers;  tnais  comme  lâ  font  1  sou, 
cette  somme  revient  à  a  sous  5  deniers  :  on  n'écrit  donc 
que  les  5  deniers,  et  on  retient  les  sous  pour  les  porter 
à  leur  colonne. 

,Ici  on  ajoute  séparément  les  unités  et  les  dbcaines. 
Les  premières  donnent  an,  en  y  joignant  les  a  sous  re- 
tenus sur  les  deniers  ;  on  n'écrit  que  les  deux  unités  et 
on  3?étient  les  deux  dixaines  pour  la  colonne  suivante  , 
dont  la  somme  s'élève  par  ce  moyen  à  5  dixaines  ;  mais 
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comme  la  livre  ^  composée  de  fio  soua^  en  contient  a 
dixaiaeSy  on  obtient  le  nombre  de  livres  résultant  des. 
sotts^,  en  divisant  celui  des  dixaines  de  sous  par  d.. 
On  a  â  pour  q[uotienty  et  1  de  reste  qu'on  écrit  sous, 
la  colonne  où  Ton  opère  ,  tandis  qu!on  retient  Jes>  livres 
pour  la  suivante  à  gauche.  A  partir  de  cette  dernière  ^ 
l-opération  .s'effectue  conuiie  celle  des  nonabres  incom- 
plexes,, et*  on  trouve  ^766'^-  ifi-T  5*^ 

i4i^  4e  ne  réduirai  p<Hnt  en  règle  ce  procédé,  qu'iL 
est  si  aisé  d'adapter  à  telles  subdivisions  de  Tunité  qu'on 
voudra;  et  pour  donner  ^occasion  de  le  faire,  je  mettrai, 
ci-dessous  un  exemple  en  toises,  pieds,  pouces  et  lignes , 
qu'on  vérifiera  soi-même,  en  se  rappelant  que  12  points, 
&nt  1  ligne,  lâ  lignes  1  pouce,  m  pouces  1  pied.  G: 
pieds  1  toise. 

^/toises   ^ieât   Çpouctt   clignes   ^ointt 

16        3       51         5        6. 
1517        4     10        11         9^. 


Somme....  17g         i        8  q       11 

De   Al  Soustraction   des   nombres, 

complexes. 

U^,  Cette  soustraction  s'opère  de  même  que  pour  les 
nombres  incomplexes  ,  en  changeant  seulement  ce  qui. 
se  rapporte  à  la  subordination  des  unités ,  lorsqu'on  est. 
obligéd'emprunter,  sur  les  parties  de  plus  grande  valeur, 
de  quoi  rendre  possibles  les  soustractions  partielles  oùje. 
nombre  inférieur  surpasse  le  supérieur.. 
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Soit  ^  pour  exemple,  ^ 

684    17    4        ^ 
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Dans  cette  soustraction ,  îl  fautd*abord  emprunter 
1  sur  la  colonne  des  sous ,  ou  la  deniers,  pour  en  ôter 
les  deniers  du  nombre  inférieur  ;  et  on  a  pour  reste  8 
deniers.  Pour  la  colonne  des  sous,  où  il  n'en  reste  plus 
que  â  dans  le  nombre  supérieur  ;  il  faut  faire  sur  celle 
des  livres,  l'emprunt  de  1  Kvre,  ou  ao  sous,  pour 
obtenir  2fk  sous,  dont  en  retranchant  17,  il  reste  5  ; 
alors  on  passera  à  la  colonne  des  livres,  où  l'on  comptera 
le  chiffre  supérieur  pour  une  mnté  de  moins,  et  on 
achèvera  l'opération  suivant  le  procédé  relatif  aux 
nombres  incomplexes. 

L'exemple  ci-dessous ,  pris  dans  tés  mesures  depoîdsj^ 
achèvera  d'éclaircir  ce  procédé. 

4        1        3        6      49 
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Pour  faire  les  soustractions  dans  la  colonne  des  grains,; 
il  faut  emprunter  1  dans  celle  des  gros ,  et  se  souvenir 
que  cette  unité  vaut  7a  grains,  les  joindre  par  la  pensée 
aux  37  qui  sont  écrits  dans  le  nombre  supérieur,  ce  qui 
fait  10g  grains,  d'où  retranchant  49 >  iï  reste  60.  Oa 
continue  la  soustraction  dans  les  autres  colonnes ,  en 
comptant  1  once  pour  8  gros^  1  marc  pour  8  onces.  >^ 
I  livre  pour  s  marcs. 
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Je  ferai  remarquer  à  cette  occasion  combien  labî- 
garrore  qui  se  trouve  dans  les  subdivisions  des  diverses 
unités ,  doit  apporter  d'embarras  dans  les  opérations 
sur  les  nombres  complexes^  et  *en  particulier  com- 
bien  était  peu  commode  la  division  du  gros  en  7a 
grains  ,  qui  conduisait  toujours  à  des  opérations  par- 
tieHes  assez  compliquées. 

Je  doimerai  encore  un  exemple  en  toisea  et  subdi- 
visions de  la  toise ,  tant  pour  exercer  le  lecteur  sior  cette 
espèce  de  mesure  >  que  pour  montrer  comment  cm  s'y 
prend  lorsqu'il  manque  dans  le  nombre  le  plus  g^aod 
quelque»-unes  des  parties  contenues^dans  f  autre. 

^Ctohes  Q^«iv   oponetf  Q^ftiet   Qp^intr 

4       3       6         8         5 
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Pour  faire  la  soustraction  dans  ta  colonne  des  points^^ 
on  ne  peut  emprunter  que  sur  celle  des  toises  ^  et  on  Te 
fait  en  décomposant 

1  toise  en  5  pieds  plus  11  pouces  plus  ri  lignes  plus  la 

points. 

On  conçoit  ces  nombres  de  pieds ,  de  pouces ,  de  lignes^ 
et  de  points,  respectivement  placés  dans  leurs  colonne» 
pour  en  retrancher  successivement  chacun  des  nombres 
inférieurs  correspondans,  ce  qui  donne  les  restes  écrits 
au-dessous.  On  passe  ensuite  à  la  colonne  des  toises^  ei^ 
comptant  pour  1  de  moins  le  chiffre  de»  unités^ 
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De  la  preuve  de  Vj4ddilion  et  de  la  Sousimction  • 

des  nombres  complexes. 

i4?.  Lu  preuve  de  raddition  se  fait  encore  par  les^ 
mêmes  principes  que  pour  les  nombres  incomplexés; 
il  faut  seulement,  en  passant  aux  subdivisions  de  Tu- 
nîté ,  substituer  au  rapport  décimal ,  la  valeur  de> 
chaque  partie  à  l'égard  de  celle  qui  la*  suit  à  A-oite.  Soit, 
pareacemple,, 


SS4^' 
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On  opère  sur  les  livres,  suivant  la  règle  du  n®  ig ,  puk^ 
on  convertit  les  2  livres  en  dixaines  de  sous ,  ce.  qui 
donne  4  de  ces  dixaines  qui  ^  jointes  à  celle  qu'on 
trouve  écrite  dans  la  colonne ,  forment  le  nombre  5 ,, 
dont  on  retranche  les  5  unités  de  cette  colonne  >  on 
prace  au-dessous  îe  reste  q  ,  que  Ton  compte  pour  des 
dixaines  par  rapportaux  2  unités  de  la  colonne  suivante. 
H  reste  encore  2  sous  qu'il  faut  convertir  en  deniers  ; 
on  ajoute  les  24  deniers  qui  en  résultent,  avec  les  5  qui 
sont  écrits ,  et  on  a  un  total  de  29 ,  qu'il  faut  retrouver 
par  l'addition  des  deniers  detousles  nombres",  puisque 
ce  sont  les  parties  de  moindre  valeur.  C'est  ce  qui 
arrive  en  effet,  et  ce  qui  prouve  que  l'opération  est 
exacte. 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  ex[)oser  la  preuve  de  la 
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soustraction ,  puisqu'elle  se  fait  par  le  moyen  d'une  ad- 
dition (ao) ,   et  qu!on  a  vu  précédemment  comment 
,  s'elFectue  celle  de*  nombres  copiplexes. 

"De  la  Multiplication  des  nombres 

complexes. 

i44*  L^  multiplication  des  nombres,  complexes  ne- 
présente  aucune  difficulté,  lorsqu'on  possède  bien  la 
théorie  des  fractions  ;  car  d'abord  on  peut  changer  le 
multiplicande  et  le  multiplioateur  en  nombres  fraction- 
naires ,  au  moyen  des  rapports  de  chaque  subdivision 
de  l'unité  avec  celle  qui  la  précède ,  comme  on  l'a  fait 
dans,  les  n°*  i3i  et  t36,  pour  les  valeurs  du  mètre 
par  rapport  à  la  toise ,  et  du  kilogramme  par.  rapport 
.à  la  livre  de  poids. 

Si  l'on  avait,  par  exemple,  i5  liv.  la  sous  4  dén- 
on  réduirait  d'abord  les  livres  en  sous,  en  les  multipliant 
par  ao,  et  on  aurait 3oo  à  joindre  aux  la  qui  sont  écrits, 
ce  qui  changerait  le  nombre  proposé  en  3ia  sous  4  d.  ; 
on  multiplierait  encore  les  sous  par  i  a  pour  les  con- 
vertir en  deniers  :  on  obtiendrait  3744»  ®^  ®^  J  ajou- 
tant les  4  den.  écrits ,  il  en  résulterait  3748  den.  Cela 
fait,  on  observerait  que  la  livre  contenant  ao  sous,  le 
sou  la  deniers,  la  livre  contient  ao  fois  xa  oua4o  de- 
niers; qu'ainsi  \  denier  est  ^  de  la  livre,  d'où  il  résulte 
que  3748  den.  font  ^^  de  la  livre. 

S'il  fallait  multiplier  ce  nombre  par  7  toises  4  pieds  , 
on  changerait  de  même  7  toises  4  pieds  en  46  pieds  ou 
^de  toise;  on  ferait,  d'après  la  règle  du  n*^'?^,  le 
produit  des  fractions  ^^et^,  ce  qui  donnerait  --J^^o^; 
«t  en  observant  que  l'unité  du  produit  doit  être  de  même 
espèce  que  celle  du  multiplicande  (10a) ,  on  évaluerait  > 
comme  il  suit ,  cette  fraction  par  la  livre  tournois  et  ses^  ' 
subdivisions. 
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17^408 

1440 

12840 

14008 

1048 

ao 

1 

flogSo*^ 
656o 
800 
122 

• 

9600 
360 

La  partie  entière  du  quotient  de  la  dîyision  du  no- 
mérateur  par  le  dénominateur ,  donnerait  d*abord  le» 
livres  tournois  y  puis  on  multiplierait  le  reste  1048  par 
j20  pour  le  convertir  en  sous;  on  diviserait  le  produit 
âogÇo  par  le  diviseur  i44o>  et  le  quotient  14  serait  le 
nombre  de  sous  qui  doit  accompagner  celui  des  livres 
déjà  trouvé.  Le  second  reste  800  serait  ensuite  converti 
en  deniers^  en  le  multipliant  par  lâ;  enfin  on  diviserait 
le  produit  g6oo  par  le  diviseur  i440i  ^^  on  aurait  S 
deniers  àjoindre  aux  deux  premières  parties  du  quotient 
avec  la  fraction  y^  qui  revient  à  f . 

Cette  dernière  opération,  qui  peut  s'appliquer  à  quel- 
qu'espèce  de  mesure  que  ce  soit,  repose  sur  ce  que  tout 
nombre  fractionnaire  pyeut  être  considéré  comme  l'indi- 
cation d'une  division  qu'on  rend  possible,  en  convertissant 
le  numérateur  en  parties  de  plus  en  plus  petites ,  comme 
on  l'a  fait  à  l'égard  des  décimales  dans  le  n°  96. 

145.  Les  procédés  que  l'an  suit  ordinairement  danj^ 
b  multiplication  des  nombres  complexes,  probable- 
ment ima^nés  par  des  hommes  qui  ne  s'en  occupaient 
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que  pour  arriver  au  résultat,  paraissent  au  premier 
ooup-d'œil  moins  simples,  moins  généraux  que  celui 
du  numéro  précédent,  mais  ils  sont  peut-être  plus  com- 
modes dans  la  pratique  ;  ils  offrent  d'ailleurs  ce  carac- 
tère ingénieux  qu'on  trouve  dans  toutes  les  iorventions 
suggérées  par  le  besoin ,  auxquelles  on  parvient  comme 
par  instinct,  sans  concevoir  bien  nettement  Tétendue  et 
Tordre  du  sujet,  que  développent  ensuite  ceux  qui 
se  sont  voués  uniquement  à  la  méditation. 

Je  suivrai  la  marche  que  les  premiers  arithméticiens 
ont  tenue,  en  commençant  par  «des  exemples.  Soit 
la  multiplication 

de  aS"*'*  la*^ 

par        iG 

i5o 

25 

produit  pour  lo  sous       8 

pour    a  sous         i        la 


Produit  total. . .     ^oq       la. 

Ici  le  multiplicande  seul  est^mplexé  ;  il  s'agit  de 
le  répéter  iG  fois,  ce  qu'on  effectue  à  l'ordinaire  sur 
la  partie  entière  ;  puis  on  observe  que  si  l'on  ajoutait 
1  au  multiplicande  a5,  le  produit  serait  augmenté  pré- 
cisément du  multiplicateur  iG j  et  qu'il  le  serait  de  la 
moitié  seulement,  si  l'on  n'avait  joint  au  multiplicande 
que  la  moitié  de  i  lîv.  D'après  cela,  s'il  y  avait  lo  sous 
à  la  suite  des  livres  du  multiplicande ,  il  faudrait  écrire 
au  produit  8  unités ,  moitié  du  multiplicateur  ;  mais 
au  lieu  de  lo  sous  il  y  en  a  la  :  il  reste  donc  encore  a 
sous  dont  il  faut  tenir  compte  :  or  ces  deux  sous  étant 
la  5'  partie  des  lo^  ne  doivent  augmenter  le  produit 
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que  de  la  5'  partie  de  ce  qu'ont  donné  les  lo  sona^v 
on  prendra  par  conséquent  la  5'  partie  des  8  livrer, 
trouvées  précédemment,  pour  1*  écrire  sous  le  produit,, 
ce  qui  donnera  i  liy..  la-  sous.  La  soinnie  de  tous  ces 
produits  partiels  sera"  le  produit  total  demandé ,  savoir  : 
409  livres  12  sous. 

1 46.  En  déoompos£uit  dé  même ,  en  parties  qui  soient 
contenues  exactement  dans  Tunité  du  multiplicande , 
Qu,  les  unes  dans  les  autres,  les  subdivisions  qui  accom- 
pagnent les^  unités  de  la  plus  grande- valeur ,    ou  les 
unités  principales  du  multiplicande  ,  on  n*a  plus  qu'à* 
prendre  des  parties  semblables  sur  le  multiplicateur  ou  ^ 
sur  les  produits  déjà  formés.  Ces  parties  se  nomment' 
aliquotes;  on  en  sentira  bien  l'usage  par  l'exemple  que^ 
je  vais  donner. 


18 


3d, 


Pour  10  sous, 
pour  5  sous . 
pour  4  sous . 
pour  1  sou., 
pour  3  deniers 
pour  1  denier 
pour  ^  de  denier 


Total 


972 

34 

4 
3 


10 

la 

4 

o 


6 

0 
6 


Gag'"-    7-^        o*. 


Apri«  avoir  formé  les  produits  des  unités  principales 
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•^u  multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multiplicateur^ 
on  opère  comme  il  suit^  à  T  égard  des  subdivisions  du 
'multiplicande. 

r  • 

m 

On  décompose  19  sous  «n  10  sous  ,  plus  5  sous, 
;plus  4  sous. 

Pour  les  10  sous,  on  prend  la  moitié  du  multiplicateur, 
Pour   ^     5  sous^  la  moitié  du  produit  précédent , 
Pour        4  s^us,  le  5^'  du  multiplicateur. 

Comme  il  faut  passer  de  là  à  3  deniers  ^  qui  ne  sont 
que  le  quart  dun  sou,  et  par  conséquent  le  iG'"**  d€ 
4  sous ,  il  pourrait  être  un  peu  difficile  de  prendre  a 
vue  la  16' partie  du  produit  de  4  sous.  Pour  éviter  cet 
embarras ,  on  en  prend  d*abord  le  quart ,  x;e  qui  forme 
le  produit  que  donnerait  1  sou ,  et  puis  on  prend  le 
quart  de  ce  dernier  :  on  a  le  produit  relatif  à  3  deniers  ; 
mais  on  a  Tatte^ition  de  barrer  les  chiffres  du  produit 
précédent ,  qui ,  n'ajiant  servi  qu'à  former  celui-ci,  ne 
doit  pas  faire  partie  du  produit ^total  (*).  On  obtient 
de  même  le  produit  relatif  à  3^  de  denier ,  en  formant 
d'abord  celui  de  1  denier  par  le  moyen  de  celui  de  3, 
et  on  barre  le  produit  de  1  denier.  On  réunit  ensuite 
tous  les  autres  produits  partiels ,   et  la  somme  est  le 
produit  demandé. 

,Voici  encore  un  exemple  ^  sur  la  toise  et  ses  subdi- 
visions : 


(^)  Les  arithméticiens  donnent  aux  produits  qu^ik  ne  eherchene 
ifuepour  en  troufrer  d^autres,  la  àénomin^iXioïvàe  faux  produits  qui 
«tt  assut«ment  bien  mauvaise. 
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Cteists      ^pie^t      ^pouces      r^Ugnet 

5 

■  I  Él  Il  — — — ^"^^^ 

3o      . 

Pour  3  pieds  ....     a  3 

Poun 0  J?  . 

Pour  3  pouces i  3 

Pour  1 ,.  o  5 

Pour  1 o  5 

Pour  2  lignes  ...  ^ ......  o  o  lo  ^ 

Total '..  3a        5  1  lo 

On  a  formé  le  produit  relatif  à  i  pied  pour  faciliter 
le  passage  aux  pouces ,  et  on  -a*  écrit  deux  fois  le  pro- 
duit de  1  pouce  9  au  lieu  de  former  tout  d*un  coup  le 
produit  de  a  pouces^  en  prenant  le  6^"**  de  celui  de 
1  pied  9  parce  qu'on  avait  besoin  du  produit  de  i  pouce 
pour  obtenir  commodément  celui  de  a  lignes. 

147.  Lorsque  le  multiplicateur  seul  est  complexe ,  on 
décompose,  de  même  que  précédemment^  en  parties 
aliquotes  de  l'unité  principale ,  les  subdivisions  qu'il 
contient,  et  on  effectue  sur  le  multiplicande  Jes  opé— 
*vrations  qu'elles  indiquent.  C'est  dans  ce  cas  qu'il  est 
important  de  distinguer  par  l'état  de  la  question ,  lequel 
des  deux  nombres  proposés  doit  être  pris  pour  multi- 
plicande ;  car  en  déterminant  la  nature  des  unités  du 
produit  cherché ,  il  fixe  les  rapports  des  subdivisions 
auxquelles  il  faut  descendre ,  en  prenant  les  produits  re- 
latifs aux  parties  aliquotes ,  et  sur  lesquels  on  pourrait 
se  tromper  beaucoup ,  puisque  les  subdivisions  du  mul- 
tiplicande et  du  multiplicateur  suivent  des  lois  diffé- 
rentes, lorsque  ces  deux  nombres  ne  sont  pas  de  même 
espèce.  Soit,  pour  exemple , 
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793* 

fonces     C^^fçt     „grabtst 


.marct     %once$ 


S  à 


7137^ 

Pour  a  onces  •  • .     198  5 

Pour  1 gg  ,  a  6 

Pour 4 gros...*      49  ^1  3  . 

Pour  1 ,       la  7     .     9    I 


Pour  ifl  grains..  z  i  y  ^ 

Pour  6 1  o  7fl 

Pouri o^  3  5  II 

Pour  f o  1  Sfif 


7497  la         4^. 

Dans  cet  exemple  on  a  pris 

pour  a  onces,  \  du  multiplicande, 
pour  i  ,  ^  du  produit  précédant, 

pour  4  gros  ,  7  du  produit  de  1  once  , 
pour  1  »  i  du  produit  précédéni;*     * 

Mais  comme  le  gros  contient  7a  grains,  on  a  d'abord 
pris  le  6^'  du  produit  relatif  à  un  gros ,  afin  d'avoir  le 
produit  relatif  à  la  grains,  et  l'ozi  a  pris  ensuite 

pour  6  grains ,  ^  du  produit  de  la  , 
pour  i  ,  "I  du  produit  précédent, 

pour  ^  >  ï  du  produit  précédent. 

Ces  divers  produits  sont  accompagnés  de  fractions 
qu*il  faut  ajouter  ensemble,  ce  qui  s'opère  facilement 
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par  le  second  procédé  du  n°  69,  parce  que  le  plus  grand 
des  dénominateurs  contenant  tous  les  autres ,  on  peut 
convertir  toutes  les  fractions  dans  l'espèce  de  la  dernière  ; 
on  trouve,  pour  leur  somme,  ffl  ou  a  -^.  En  joignant 
pes  deniers  à  ceux  qui  sont  écrits,  et  continuant  l'ad- 
dition des  autres  colonnes ,  on  a  le  produit  total. 

148.  Enfin  ,  lorsque  le  multiplicande  et  le  multipli- 
cateur sont  tous  deux  complexes,  après  avoir  fait  les 
produits  des  unités  principales  du  multiplicande  par 
celles  du  multiplicateur ,  on  prend  d'abord ,  seulement 
sur  les  unités  principales  du  multiplicateur,  les  parties 
aliquotea  dans  lesquelles  se  décomposent  les  subdivi- 
sions du  multiplicande ,  puis  on  décompose  les  subdi- 
visions du  multiplicateur  en  parties  aliquotes  de  son 
unité  principale ,  et  on  effectue  sur  tout  le  multipli- 
cande ,  les  opérations  qu'elles  indiquent. 

Pour  sentir  l'exactitude  de  ce  procédé,  il  suffit  d'obser- 
ver que  le  produit  cherché  doit  renfermer  trois  parties , 
«avoir  :  le  produit  des  unités  principales  du  multiplicande 
par  celles  du  multiplicateur ,  celui  des  subdivisions  du 
multiplicande  par  les  unités  principales  du  multipli- 
cateur ,  et  enfin  le  produit  de  tout  le  multiplicande  par 
les  subdivisions  du  multiplicateur. 

En  effet ,  on  peut  ramener  cette  opération  à  la  mul- 
tiplication de  deux  facteurs  composés  d'un  entier  joint 
à  une  fraction  ;  et  si  l'on  avait ,  par  exemple ,  8  f  à 
multiplier  par  6f,  le  produit  se  composerait  évi- 
demment de  8.  et  de  ^  ;  répétés  chacun  6  fois  plus  j 
de  fois. 

149.  L'exemple  suivant  éclaircira  ces -principes  et  en 
fera  connaître  l'application. 


f 
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i5"'-4'  G**    8"'- 

»  ' 

.^Qf^liy»  sous,  dtH» 

84 
pourSsous.  ;. .      3  i5 

pour  1 o  i5 

pour  3  deniers  .0*39.' 

pour  1 •       ory 

pourj .-     p    o    5 

pour  3  pieds.  • .     4^    ^  .  ^      I 

pouri 14     1     o      î 

pour  6  pouces  •706-^ 
po^ri r   y    I  ^ 

pour 6 lignes...      o  11     8.  ^ 
pour  a Q    3  10    m 

1328  14  5  m 

On  a  d*abord  pris  sur  lés  i5  unités  principales  du 
multiplicateur ,  les  parties  aliquotes  dans  lesquelles  se 
décomposent  les  6**'"*  "S^^niets  j^  multiplicande ,  ejt  Ton  y 
a  joint  le  j  du  produit  auxiliaire  de  1  denier  ;  puis  on  a 
pris  ensuite  sur  tout  le  multiplicande ,  les  parties  /ali- 
quotes que  forment  les  4?"'^'  6^'"*"'  8^'««"  du  multiplica- 
teur^ en  faisant  le  produit  auxîlîahre  de  1  pouce  pour 
passer  aux  lignes  :  en  réunissant  les  fractions  on  a  obtenu 
.  a  entiers  et  ||j,  fraction  dont  la  plus  simple  expression 
est  f^^  on  a  joint  ces  entiers' à  1^  somme  de  la  colonne 
des  deniers;  et  Ton  a  acheyé  l'addition  suivant  la  règle 
du  n*  i4o. 

i5o.  Le  plu^  souvent  on  néglige  les  fractions,  qui 
•ompliquent  assez  le  calcul  y  lorsqu'on  veut  en  tenir 
Pix^sepùème  éditîori.  9 
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compte  I  mais  aussi  le  résultat  peut  se  trouver  en  défact 
de  quelques  unités  sur  la  colonne  des  subdivisions  de 
moindre  valeur.  On  éviterait  cette  erreur  et  l'embarras 
que  donne  Taddition  des  fractions  ordinaires^  en 
convertissant  en  dixièmes  le  reste  que  laissent  ^  dans  la 
formation  de  chaque  produit  partiel ,  les  dernières  sub- 
divisions du  produit  précédent  ;  et  tant  quil  nj  aura 
pas  dix  de  ces  produits  ^  on  sera  sûr  d*avoîr  le  répukat 
exact  jusqu'aux  dernières  unités. 

Yoici  un  exemple  relatif  à  Tauue. 

Il  s*agit  de  trouver  ce  qu*on  doit  payer  pour  1 5  aunes 
I  et  7^  d'une  étoffe ,  le  prix  de  l'aune  étant  ds  ^afij'iiK 

ponriosous 7     10 

5 S    i5 

a. ........  i    10 

po«r  Sdeni^n...  7      C 

'       3 S     s 

a fl  .  B                               • 

pour  -aune ai      8    11,    5 

i 10    14     5,    7 

Jy ..        fl        l3  7>       4 

Produit  total 678      5      9,    jf 

On  opère  sur  le  multiplicande  ,  comme  dans  les 
exemples  précédens  ;  et  les, |  qui  sont  écrits  dans  le 
multiplicateur,  se  décomposant  en  j^-  et ^,  on  prend 
la  i  de  tout  le  multiplicande,  puis  pour  ^^  la  ^  du 


•/ 
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produit  préccdeAt ,  pu»  enfift  pour  -^  >  I*  ^  dtt  produit 
précédeM.  Dans  le  produit.total  on  barre  k  ciliflre  des 
dixièine»  de  denier ,  parce  qu*il  nVst  pas  toujours  exact  y 
à  cause  des  fractions  de  dixièmes  qv'oa  a  n^gîigée^. 

1 5 1 .  Tout  ce  qu'on  vient  de  voir  sur  la  naultiplication 
des  nombres  complexes^  étant  réduit  en  règle ^  pevt 
s'énoncer  ainsi  :  Multiplier  d'abord  les  unités  prince 
pales  du  multiplicande  par  celles  du  multiplicateur;  dé^ 
campoter  les  subdivisions  du  multiplicande  en  parties 
aUquotes  de  son  unité  principale ,  ou  des  parties  ali^ 
quotes  qui  les  précèdent;  évaluer  ces  fractions  sur  les 
unités  principales  du  multiplicateur  seulement  ;  décon^ 
poser  ensuite  les  subdivisions  du  multiplicateur  en  par'" 
ties  cliquâtes  de  son  unité  principale,  ou  des  parties 
aliquotes  qui  les  précèdent  y  et  évialuer  ces  fraetiojts  sur 
tout  le  multiplicande.  Lorsque  lafiactionâ  évaluer  sera 
trop  petite  à  t  égard  de  celle  à  laquelle  on  la  rapporte, 
on  en  facilitera  le  calcul  en  prenant  une  partie  alùquote 
intermédiaire ,  pour  former  un  produit  auxiliaire , 
duquel  on  déduira  la  partie  aliquote  cherchée,  et  dont 
on  barrera  ensuite  lès  chiffres  pour  ne  pas  les  com^ 
prendre  dans  t addition  des  produits  partiels  qui  doivent 
composer  le  produit  total. 

De  la  Dii^ision  des  Nombres  complexes. 

i5a.  '  II  est  très  important  «  pour  opérer  la  division  des 
noiid)se8  complexes  I  de  îeàtt  attention  i  la  nature  des 
vmtéB  du  <{iiotient  >  puisque  de  là  dépend  la  conversion 
dee  restes  dans  lee  subdivisions  de  ces  unités  ;  mais  Vexe.* 
men  attentif  de  la  question  ne  laisse  jamins  de  doute  à 
oetégavd^  surtout  lorsqu'eil  considérant  le  dividende 
comme  un  produit,  on  détermine  quels  ont  dû  être  le 
multiplicande  et  le  multiplicateur ,  ainsi  qu'on  Ta  fait 
dans  len*  io5. 
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On  rencontrera  de  cette  manière  deux  cas  difFérens'l 
dans  l'un  >  le  dividende  et  le  diviseur  étant  de  nature 
diverse/y  le  quotient  doit  être  de  la  même  espèce  que  le 
dividende  ;  dans  l'autre  ^  le  dividende  et  le  diviseur.étant 
de  la  même  espèce ,  le  quotient  doit  être  d*une  espèce 
différente.  L'opération  relative  à  ce  dernier  cas  étant 
plus  simple  que  pour  le  premier^  je  vais  d'abord  m'en 
occuper. 

i5S.  Voici  une  question  qui  mène  à  ce  cas  :  Le  prix 
d'une  toise  d'ouvrage  étant  3G  liv.  i5  sous  6  deniers ,  on 
demande  combien  on  fera  du  même  ouvrage  pour  1689 1. 
17  sous?  Ici  le  dividende  1689 liv.  i'/  sous  est  composé, 
avec  36  liv.  i5  sous  6  deniers ,  de  la  même  manière  que 
le  nombre  qui  mesure  l'ouvrage  cherclié ,  est  composé 
avec  la  toise  et  ses  subdivisions  ;  ainsi  lé  quotient  doit 
être  exprimé  par  ces  dernières  mesures. 

Pour  l'obtenir ,  on  considère  que  sa  valeur  ne  doit 
point  changer /lorsque  Ton  convertit  le  dividende  et  le 
diviseur  en  parties  de  même  valeur^  puisque  des  frac- 
tions de  même  dénominateur  donnent  pour  quotient 
celui  de  leurs  numérateurs  ;  mais  en  réduisant  en  même 
temps  le  dividende  et  le  diviseur  en  deniers  qui  sont  les 
parties  de  moindre  valeur  qu'ils  contiennent^  on  rendra 
ces  nombres  incomplexes. 

Le  dividende  1689  liv.  17  sous  donne  4o5564  ^«^^î^rs , 
et  le  diviseur  36  liv.  i5  sous  6  deniers  en  produit  88a6  ; 
alors  on  regarde  le  dividende  comme  s'il  était  des  toises, 
et  le  diviseur  comme  un  nombre  abstrait,  puisque  si  la 
toise  ne  coûtait  qu'un  denier,  on  en  aurait  4o5564,  et 
que  coûtant  88a6  deniers,  il  n'en  doit  être  fait  que  la 
8836'"**  partie  du  premier  nombre  :  on  établit  donc  ainsi 
l'opération  : 
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.i3S 


4o5564 

5a5a4 

8394 

6 


88â6 


À^*9istt  ^fttât  Qp9n*0t  ^UgttH  (^ 


5o364 
61234 

12468 
6234 

74808 

4200 

12 

""8400 
4200 


5o4oo 
627P 

Après  avoir  obtenu  les  unités  principales  du  quotient  ; 
on  multiplie  par  6  le  reste  8894  toises  pour  le  convertir 
en  pieds ,  ce  qui  donne  5o364  ;  on  continue  la  division ,  et 
on  place  le  quotient  au  rang  des  pieds  ;  on  multiplie  pas 
12  leireste  6234  de  cette  dernière  opération  pour  le  con- 
vertir en  pouces;on  divise  le  produit  74808  par  le  diviseur 
et  on  obtient  le  nombre  de  pouces  à  écrire  au  quotient  ; 
on  multiplie  encore  le  reste  4^00  par  12,  pour  le  con- 
vertir en  lignes  ;  la  division  du  produit  5o4oo  par  le  divi- 
seur^ donne  le  nombre  de  lignes  à  écrire  au  quotient^ 
et  en  8*arrêtant  là ,  on  termine  ce  quotient  par  la  frac- 
tion ^^  qu'on  réduit  à  sa  plus  simple  expression.  Le 
résultat  final  de  l'opération  est  45  toises  5  pieds  8  pouces 
5  lignes  ^. 

l^  forme  de  ce  procédé  demcnrerait  la  même  quand. 


\ 
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les  nombres  proposés  et  leur  quotient  se  rapporteraient 
à  des  unkés  de  toute  autre  espèce. 

i54*  Lorsque  le  quotient  doit  être  de  même  espèce 
que  le  dividende ,  et  que  le  diviseur  est  incomplexe , 
l'opération  s'effectue  comme  celle  du  n*'  i44* 

Par  exemple ,  &/  onces  d'un  métal  ont  coûté  169  liv. 
1 1  sous  4  deniers ,  on  demande  à  combien  revient  lonce? 
voici  l'opération  : 

iGg""-     11'    4^    I    127 
ao 


mm 


140 
II 

îsï 
16 

la 


3a 
16 


loa 

196 

7 

Jjomqawi  est  panrerai  aux  6  livres  tpn  «loivent  entrer 
dans  le  quotient,  on  convertit  le  reste  7  en  sous,  et  on 
y  )ôint  les  1 1  qui  sont  écrits  4ians  le  dividende  ;  pms  on 
divine  le  résultat-  i5i  par  le  diviseur  aj  ;  on  a  5  sous 
au  quotient  ;  cm  «amltiplie  le  t%ste  iS  par  lâ  pour  le 
canveKtir  en  deniers ,  on  7  joint  les  4  du  dividende  ;  on 
divise  le  t6tal  196  par  le  diviseur  syi  on  a  pour  quo- 
tient''7^deniers ,  et  la  fraction  ^  :  le  résultat  complet 
est  donc  6  Ut.  5  sous  7  deniers  ^. 
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i55.  Eftfia>  quand  ledâvidende  «t  le  di^siBursont  totts 
daiuc  complexes  et  d'espèces  différentes^  il  faut  canTerdr 
le  dernier  en  fraction ,  coauae  on  Fa  indiqué  dans  le 
n^  i44;  et  alors  la  règle  donnée  pour  les  fractions  dans 
le  n®.7g>  conduit  à  muUipUer  le  dividende  par  le  dénomi- 
nateur du  diviseur  »  et  à  diviser  le  produit ,  qui  peut  êta» 
un  BKUubre  complexe ,  par  le  numérateur  du  diviseur^ 
qui  est  nécessairement  incomplexe.  Voici  un  exemple  : 

36  toises  5  pieds  6  pouces  8  lignes  d'ouvrage  ayant 
été  payés  iif/^  liv.  la  sous  4  deniers  »  en  déduire  le  prix 
de  la  toise? 

Le  diviseur  cosrrefti  dans  les  dernières  subdivisions  de 
son  unité  parincipale >  produit  31904  lignes; et  la  toise 
contenant  £64  ligues  «  on  a  ^\\i^  de  toise  pour  la  frac* 
tion  qui  le  représente. 

En  multipliant  d'abord  le  dividende  13/4  liv*  la  sous 
4  deniers  par  864  >  d'après  le  procédé  du  a^  léfi ,  on 
trouve  1187668  liv.  16  sous,  et  Ton  n'a  plus  qu'à  di- 
viser, comme  dans  le  n^  précédent,  le  nombre  comr*' 
plexe  1187668  liv.  16  sous  par  le  nomlnre  incomplexe 
31904,  ce  qui  donne  pour  quotient  37  livres  4  *ous 
6  deniers  Hf. 

i56.  Il  est  i  propos  de  remarquer  que  le  dénomina' 
teur  de  la  fraction  que  l'on  obtient  d'abord  pour  repré- 
senler  le  dûris^u: ,  est  le  nombre  de  parties  de  la  plus 
petite  valeur,  contenues  dans  l'unité  principale,  en  sorte 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  la  règ^e  précédente  : 

PçurdiifU^r  un  nombre  complexe  parun<mtre  nom- 
bre complegoe^  il  faut  oomvertir  le  diviseur  en  parties  A'- 
la  plus  peti$e  valeur,  multiplier  le  dividende  par  le 
nombm  de  parties  de  cette  valeur  cotttfinues  dansl'uniié 
principale  du  diviseur,  ei  diviser  le  second  résultat  par 
Upremier. 

Cette  règle  s  appliquerait  au  cas  développé  dans  le 
ti*  i53,  si  le  dividende  ne   renfermait  aucune  partie 
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de  moindre  valeur  que  la  dernière  du  diviseur;  car 
multiplier  alors  le  dividende  par  le  nombre  des  partiei 
de  cette  valeur  contenues  dans  son  imité  principale^ 
c^est  le  convertir  dans  ces  parties. 

1 57.  On  ne  doit  pas  négliger  les  abréviations  que  peut 
-ofiFrir  la  conversion  du  diviseur  en  fraction,  et  la  réduc- 
tion de'  celle-ci  à  sa  plus  simple  expression;  il  en  ré- 
sulte souvent  plus  de  facilité  et  de  netteté  dans  les 
calculs. 

La  pratique  réitérée  de  ces  opérations  suggère  aussi 
des  procédés  particuliers  qui  simpliEent  le  calcul ,  et 
que  je  ne  saurais  indiquer  ici  ;  je  me  bornerai  à  montrer 
comment  on  convertit  sur4e-champ  les  sous  en  livre». 

Comme  il  s'agit  pour  cela  de  diviser  par  20  le  nombre 
de  sous  proposé,  on  le  divise  d*abord  par  10,  en  sépa-i- 
rant  un  chiffre  sur  sa  droite ,  puis  on  prend  la  moitié  de 
ceux  qui  sont  à  gauche ,  ce  qui  divise  par  a ,  et  donne 
par  conséquent  des  livres.  Lorsqu'il  reste  une  unité, 
elle  représente  une  dixaine  dé  soiis ,  et  il  faut  la  join- 
dre au  chiiFre  séparé  sur  la  droite ,  qui  exprime  des  sous. 

C'est  ainsi  que  55yQ  sous  produisent  357,9 ,  puis 
178"*-  19'. 

i58.  La  comparaison  des  procédés  que  je  viens  de 
présenter  successivement ,  est  sûrement  la  meilleure 
preuve  qu'on  puisse  donner  de  l'avantage  que  procure- 
ront les  nouvelles  mesures  lorsqu'elles  seront  adoptées; 
et  quelque  habitude  qu'on  ait  du  calcul  des  nombres 
complexes,  on  ne  pourrait  s'empêcher  de  sentir  toute 
la  commodité  du  calcul  décimal ,  si  l'on  ne  continuait 
pas  à  se  servir  des  anciennes  mesures ,  ce  qui  exige  , 
pour  chaque  résultat,  la  conversion  de  ces  mesures  dans 
les  nouvelles,  opération  toujours  longue,  absolument 
étrangère  au  nouveau  système  métrique,  et  qu'on  s'ob^ 
tine  malgré  cela  à  regarder  comme  intéparable  de  rufiag<i. 
4^  cç  système. 
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De  quelques  moyens  employés  pour  abréger  les  calculs 

arithmétiques. 

1 59 .  Lorsque  Ton  doit  multiplier  run  par  l'autre  deux 
nombres  très  considérables  y  il  est  commode  de  former 
d'abord  les  produits  du  multiplicainde  par  c)iacuii  des 
chiiFres  du  multiplicateur  qui  ne  sont  pas  répétés.  Soient^ 
pour  exemple ,  les  nombres  2937487641  et  6743x456, 
J'observe  que  le  multiplicateur  ne  contient  que  le« 
chiiFres  i,3,4>  6,6,7;  en  multipliant  successivement 
le  multiplicande  par  chacun  de  ces  chiffres ,  je  forme  la 
table  ^ 

/  1        2937487541 

2  5874976082 

3  8812462623 

4    11749960164 

5  14687437705 

6  17624926246 

7  20662412787 

dans  laquelle  je  prends  les>  produits  du  multiplicande 
par  les  chiffres  6,5,4>i>3>4>  7  et  6  du  multiplica- 
teur, pour  les  placer  dans  le  rang  qu'ils  doivent  occu- 
jper,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous,  et  je  n'ai  plus  qu'une 
simple  addition  à  effectuer. 

17624926246 
14687437706. 

11749960164- • 

2937487641 • . . 

8812462623. . . . 

11749960164 

206624.12787 , 

17624926246 , 

1 980790G 1 87 1 4896^6 
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En  suivant  ce  procédé  y  on  ne  peut  avoir  au  plus  que 

g  produits  à  former,  et 

le  reste  de  l'opération  se  réduit 

à  une  simple  addition. 

'    1 60.  On  ramène  la  division  à  de  simples  soustractions. 

en  faisant  d*abord  le  produit  du  diviseur  par  les  g  pre- 

miers nombres.  En  effet 

,  si  Ton  avait  453994781^346  à 

diviser  par  73809 ,  et  qu  on  formât  une  table  contenant 

les  multiples  du  diviseur  >  savoir  , 

1 

73809 

fi 

147618 

3 

2221427 

4 

296236 

5 

369045 

6 

44^854 

7 

5i6663 

8 

590472 

9 

664281 

on  pourrait  opérer  00m 

me  il  suit  : 

4539947812346 

73809 

44fl854 

61509406  fifH 

111407 

• 

73809 

/ 

376988 

, 

3G9045 

69431a. . . 

6641281. . . 

3oo3i3.. 

â95a36.. 

B07746 

44^854 

£4899 
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On  cherche  dana  la  table  le  multiple  le  plus  approchant 
du  nombre  exprimé  par  les  six  premiers  chiffres  du  di- 
vidende; ce  multiple  répondant  à  6,  donne  6  pour 
le  premier  chiffre  du  quotient.  En  le  retranchant  du 
dividende  partiel,  abaissant  un  diiffre  de  plus^  et 
cherchant  quel  est  le  multiple  le  plus  approchant  du 
nouveau  dividende  partiel  »  on  trouve  i  pour  le  second 
chif&e  du  quotient.  On  poursuit  ainsi  l'opération  jus- 
qu'à la  fin  y  par  des  soustractions. 

161.  Quand  on  emploie  les  décimales  pour  arriver  à 
un  certain  degré  d'approximatbn ,  on  peut  abréger  sen- 
siblement la  multiplication ,  en  opérant  comme  on  va  le 
voir.  Je  suppose  qu'il  s'agisse  de  connaître^  à  moins 
d'un  millième  4*unité  près ,  le  produit  des  nombres 
45,6259573  et  28363549- 

On  observera  qu'il  est  inutile  de  faire  entrer  dans  le 
produit  total  les  chiffres  qui  »  dans  les  produits  partiels, 
représentent  des  décimales  d'un  ordre  plus  élevé  que  les 
100000"*",  parce  que  la  somme  des  colonnes  qui  ren- 
ferment les  décimales  ultérieures  et  les  retenues  qui  en 
résultent ,  ne  peuvent  influer  sur  les  millièmes  ;  et  alors , 
pour  avoir  nu  produit  composé  de  cent-millièmes  , 
en  partant  du  chiffre  situé  sur  la  gauche  du  muItipU- 
cateur ,  qui  exprime  ici  des  dixaines ,  il  suffit  de  com- 
mencer la  multiplication  au  chiffte  7  des  millionièmes 
du  multiplicande.  Les  chiffres  qui  suivent  celui  des 
dixaines  vers  la  droite,  exprimant  des  unités  de  dix  fois 
en  dix  fois  plus  petites ,  on  ne  commencera  à  leur  égard 
la  multiplication  que  sur  les  chiffres  5,9,5,  etc.,  qui  sui- 
vent le  chiffre  7  vers  la  gauche ,  parce  que  les  cent-^nil- 
lièmes  5  du  multiplicande  multipliés  par  les  unités  8  du 
multiplicateur ,  donneront  des  cent-mîlfièmes,  de  même 
qi»e  les  dix-^millièmes  du  multiplicande  par  les  dixièmes 
du  multiplicateur ,  de/même  que  les  millièmes  du  multî* 
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plican.de  par  les  centièmes  du  midtiplicateur  ^  et  ainsi 
de  suite. 

Pour  ne  pas  se  tromper  dans  le  commencement  de 
chaque  multiplication  partielle  ,  on  écrit  sous  le  multi-i 
plicande  les  chiffres  du  multiplicateur^  dans  un  ordre  in- 
verse ,  en  plaçant  celui  des  dixaines  du  second  ^  sous  le» 
millionièmes  du  premier^  comme  on  le  voit  ci-dessous: 

45625^57^ 
g45368a 


91261914 

36600760 ' 

, 2737664 
..136876 
. . . 2281 o 
. . . .1824 
4o5 

i3o662i4a 


De  cette  manière ,  chaque  chiffre  du  multiplicateur  se 
trouve  placé  sous  le  chiffre  du  multiplicande  par  lequel 
on  doit  commencer  la  multiplication  ;  en  sorte  qu'on 
néglige  ceux  qui  sont  à  la  droite ,  et  on  écrit  tous  les 
produits  dans  les  mêmes  colonnes;  puisqu'ils  commen- 
cent tou9  par  dete unités  de  même  ordre .  En  les  réunissant, 
et  séparant  cinq  décimales,  puisque  la  dernière  doit  être 
des  cent-millièmes ,  on  trouve  i3o6,63i42  ;  effaçantes 
deux  derniers  chiffres ,  on  a  i3o6,62i ,  résultat  qui  s'ac- 
corde jusqu'aux  millièmes  avec  celui  qu'on  aurait  ob-» 
tenu  par  la  multiplication  effectuée  à  l'ordinaire ,  et  qui 
serait  1 3o6,62 1 644oo4  • 

S*il  arrivait  que  l'un  des  facteurs  n'eût  pas  assez  dû 
chiffres  pour  établir  la  correspondance  comme  ci-dea-> 
$u3  ^  on  y  suppléerait  en  mettant  des  zéros  à  U  suit9 
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de  ce  facteur.  Pour  obtenir  avec  a  décimales^  par 
exemple ,  le  produit  des  nombres  54>q36  et  53a^a7^  il 
faut  les  écrire  ainsi  : 

54^36000 
72235 


271180000 

16270800 

1084720 

108472 

57961 

288681953 


On  trouve  pour  le  produit  demandé  28868,20,  en  ajou- 
tant une  unité  au  dernier  chiffre ,  parce  que  les  deux 
qu'on  supprime  surpassent  la  moitié  de  cette  unité , 
c'est-à-dire  5o. 

C'est  une  règle  générale,  lorsqu'on  néglige  quelques 
décimales ,  d'augmenter  toujours  de  l'unité  la  dernière 
que  l'on  conserve ,  lorsque  celles  qu'on  supprime  sur- 
passent la  moitié  de  l'unité  du  dernier  rang  qu'on  laisse 
subsister.  Pour  en  apercevoir  la  raison ,  il  suffit  d'obser- 
ver que  34,546,  par  exemple,  est  plus  près  dé  34,55 
que  de  34,54. 

Le  procédé  de  la  division  est  susceptible  d'une  abré- 
viation analogue  ;  mais  comme  «Île  exige  un  plus  grand 
nombre  de  précautions  particulières  pour  être  employée 
avec  sûreté,  je  ne  m'y  arrêterai  pas.  / 

162.  On,  a  vu  dans  les  no»  60 ,  69 ,  Iç  parti  qu'on  peut 
.tirer  de  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs , 
pour  simplifier  les  calculs  relatifs  aux  fractions  ;  il  est 
donc  im^portant  de  savoir  opérer  cette  décomposition  : 
VcTremple  suivant  montrera  oomment  on  y  parvient. 
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Soit  le  nombre  36o  :  je  le  diyise  d'abord  par  a  ^  et  )'ai 
pour  quotient  1 80  ;  j  e  diyise  ce  quotient  par  fl  ^  et  il  yient 
90^  qui  se  diyise  encore  par  a ,  et  qui  donne  45  t  ainsi 
je  yois  déjà  que  36o  est  égal  à  2  par  a  par  a  par  45.  Le 
nombre  45  n'étant  plus  diyisible  par  a^  je  le  divise  par  3, 
et  j'ai  i5,  que  je  divise  encore  par  3,  et  qui  donne  5, 
nombre  premier  qui  nffpeut  être  divisé  que  parlui-même 
ou  par  l'unité  :  45  est  donc  égal  à  3  par  3  par  5 ,  et  par 
conséquent  36o^  à 

a  par  a  par  a  par  3  par  3  par  5. 

Ces  six  facteurs  étant  d«s  nombres  premiers ,  sont  les 
facteurs  simples  du  nombre  36o.  Il  est  visible  que  tout 
nombre  qui  n'est  pas  premier,  peut  toujours  ainsi  se  dé- 
composer en  un  certain  nombre  de  facteurs  simples  ou 
premiers. 

Pour  former  tous  les  diviseurs  du  nombre  proposé , 
on  écrit  le  quotient  qui  répond  à  chaque  facteur ,  et  ce 
facteur,  sur  deux  colonnes ,  ainsi  que  le  montre  la  table 
ci-dessous  : 


36o 

I 

i8o 

a 

90 

a 

45 

a 

i5 

3 

5 

3 

1 

V 

1 

2 

4 

8 


3    6  la  a4 
3   9  18  56  7a 

5  10  i5  ao  3o  40  45  60  90  ifio  180  S60, 

Maintenant  on  voit  à  la  troisième  ligne  que  le  nombre 
proposé  a  été  divisé  deux  foi«  de  suite  par  a  ;  il  est  donc 
dtvifeible  par  le  pinoduit  2  par  a  ou  par  4  >  que  l'on  écrira 
â  côté  de  a»  atnr  la  troisième  Hgne.  Le  quotient  90 
étant  de  nouveau  diyise  par  a ,  le  nombre  proposé 
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fiiera  par  cûnséqt^eiit  dÎYÎsil>le  piar  2  ibis  4  ou  par  8  ;  on 
écrira  donc  8  à  côté  de  a  sur  la  quatrième  ligne.  Le  quo- 
tient 45  écrit  à  la  tête  de  cette  ligne  y  étant  ensaite 
di\4sé  par  5,  le  nombre  proposé  sera  évidemment  divi^ 
sible  par  les  produits  de  3  multiplié  par  chacun  des  di- 
viseurs {Hrécédens^'on  formera  donc  sur  la  cinquième 
ligne  les  nouveaux  diviseurs  composés  6,  la,  24.  Con- 
tinuant ainsi  de  multifxlier  lô  factetor  simpif;  de  chaqn» 
ligne  par  tous  les  cfiviîseurs  qui  le  précèdent,  en  obser^ 
taût  de  ne  pasécrigre  d«ux  fois  l6  ffîèiâêy  on  aura  tons 
les  diviseurs  du  nombre  proposé. 

i63.  Lorsqu'on  est  coudait  parle  calcul  à  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  un  peu 
grands^  et  n'ont  cependant  aucun  fecteur  commun^  on 
cherche  des  valeurs  approchées  de  cette  fraction  y  qui 
soient  e^qprimées par  des  nombres  jj^lus  simples,  afin  de 
pouvoir  s'en  former  une  idée. 

Si  Ton  a ,  par  exemple ,  le  nombre  fractionnaire-^!^, 
on  en  extrait  d'abord  les  entiers  ;  et  il  vient  1  et  fjf . 

Maintenant,  pour  se  former  une  idée  plus  simple  de  la 
fraction  ^ ,  on  cherche  à  la  comparer  à  une  partie  de 
l'unité,  afin  de  n'avoir  à  envisager  qu'un  seul  terme,  et  pour 
cela  on  divise  ses  deux  termies  par  ai  6  ;  on  trouve  1  pour 
lequotient  du  numérateur ,  et  4  ^  pour  celui  du  dénomi- 
nateur :  ce  dernier  quotient,- qui  se  trouve,  compris  par 
conséquent  entre  4  et  5j  apprend  ainsi  que  la  fraction 
1^  est  entre  \  et  5.  En  a  arrêtant  à  ce  point,  on  voit  que 
la  seconde  valeur  approchée  de  l'expression  -^^  est  1 
et  J  ou  I ,  mais  que  cette  valeur  est  trop  forte ,  car  la 
vraie  valeur  serait  égale  à  1  plus  l  dîvirè  par  4  ®*  ^  , 
ce  qui  s*écrit  ^koA  :  «  t^st: 

Pour  se  former  une  idée  exacte  de  l'expression  -y—  ; 
il  faut  la  considérer  comme  indiquant  le  quotient  de  l'en- 
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tiçr  1  divUé  par  Ventier  4  accompagné  de  la  fraction 

Si  Ton  divise  les  deux  termes  de  ^  par  23,  le  quotient 
sera  --^  ;  négligeantles  ^  qui  accompagnent  l'entier  g, 

il  viendra  ^  seulement  au  lieu  de  ^ ,  et  par  conséquent 
1  -i-sera  une  troisième  valeur  approchée  de -î^,  valeur 

qui  sera  trop  faible ,  parce  que  g  étant  moindre  que  le 
^ai  quotient  de  2i6  par  û3,  la  fraction  i  sera  plus 
grande  que  celle  qui  doit  accompagner  4 ,  et  que  par 
conséquent  le  diviseur  4  f  sera  plus  grand  que  le  diviseur 
exact  4  #i%,  et  le  quotient^ plus  petit  que  le  véri- 
table. ,    r       *  -1. 

En  réduisant  l'entier  4  avec  la  fraction  qui  1  accom- 
pagne et  faisant  la  division  suivant  le  procédé  du 
n-  8o  Al  vient^  ;  et  on  a  i  et  tV  ou  ff  pour  la  troisième 

valeur  approchée  de  ^it- 
L'expression  exacte  de  cette  valeur  étant 

9  a3> 

si  l'on  divise  les  deux  termes  de  ^  par  9 ,  on  aura 

-^  9  > 
négligeant  ïa  fraction  | ,  il  restera 

9ft> 
valeurtropforte;  car  la  fraction  ^  étant  plus  grande  que 
-i^  dont  elle  tient  la  place,  elle  formera,  en  se  joi- 

gnant  à  g ,  un  dénominateur  trop  grand  ;  la  fraction  à 
joindre  à  4  sera  alors  trop  petite ,  et  le  dernier  déno- 
minateur étant  trop  faible  rendra  la  dernière  fraction 
trop  forte. 
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En  réduisant  d'abord  g  J  en  fraction,  il  viendra-^;  -ï- 

9i 
sera  donc-^,  et  la  valeur  approchée  deviendra  i  —~: 

4  79 

or  -jV  donne  yf  ;  en  y  ajoutant  luiiité ,  il  vient  i  y|,  ou 

jj  pour  une  quatrième  valeur  approchée  de  ^^. 
Reprenant  Texpre^sion 


yt  divise  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  §  par 

5 ,  il  vient  -^  et  i  -p~ 
^  5        4r — r 


Sf. 


if; 


négligeant  la  fraction  f ,  il  restera 

,  4r-m 


et  Ton  verrait  comme  ci-dessus  que  cette  valeur  est  plus 
faible  que  la  valeur  exacte. 

La  fraction  r^  se  réduit  à  ^  :  puis  la  suivante  -^^ 
donnant  ^,  cdle  d'après  se  change  en  -j-V  >  ^S^^^rh  > 

en  sorte  que  la  5*  valeur  approchée  est  i^  ou^y|-.  * 

.    Divisant  enfin  par  4  l^^  deux  termes  de  la  fraction  ^ 
qui  a  étç  négligée  ct-dessus,  j'ai  pour  quotient  -\  *,  et 

en  supprimant  d'abord  la  fractiçn  j ,  j'obtiens  la  nou- 
velle valeur 

«/.    Q  .%àl  • 

1      - 

plus  forte  qiie  la  véritable. 
Si  l'on  en  réduit  successivenient tous  les  dénominateuiâ 
Dix'septième  édition.  lo 
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•û  fraction ,  pbiir  obtenir  la  fraction  simple  qu'elle 
présente ,  on  trouyera 


1  4^  ou  14^ 


En  restituant  la  fraction  ^  à  côté  du  dernier  déno- 
minateur ,  on  forme  l'expression 


^    i> 


qui,  étant  réduite  comme  les  précédentes ,  reproduit 
le  nombre  fractionnaire  ^^^. 

On  opérerait  de  même  sur  toute  autre  ifraction,  et 
Ton  en  tirerait  une  suite  de  valeurs  approchées,  alterna- 
tivement plus  grandes  etplus  petites  que  sa  véritable  va:* 
leur ,  si  c'est  une  fraction  proprement  dite ,  ou  alter- 
nativement plus  petites  et  plus  grandes ,  si ,  comme  dans 
l'exemple  précédent ,  le  numérateur  suipasse  le  déno- 
minateur. 

Les  développemens  que  je  viens  de  trouver  pour 
Texpression  ^^f^\  sont  des  fractions  continues,  que  Ton 
peut  en  général  définir  ainsi  :  Des  fractions  dont  le  dé" 
nominateur  est  composé  d'un  entier  pbis  une  fraction^ 
laquelle  a  encore  pour  dénominateur  un  entier  plus  une 
fraction,  et  ainsi  de  suite.  Cette  espèce  dé  fractions  Jouit 
de  beaucoup  de  propriétés  importantes/  pour  lesquelles 
)e  renvoie  au  Complément  des  Êlêmens  d'Algèbre. 

Sur  Papplication  de  l'Arithmétique  à  la  Banque 

et  au  Commerce, 

1 64*  A  en  juger  par  le  grand  nombre  de  règles  ou  foF« 
mules  que  renferment  les  Traités  d'Arithmétique  destinés 
aux  banquiers  et  aux  négocians ,  on  croirait  qu'il  y  a 
pour  ces  professions  une  Arithmétique  particulière, 
tandis  que  toute  la  difficulté  de  l'application  des  règles 
ordinaires  ne  repose  que  sur  rintelligence  des  terities 
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techniques  introduits  par  Tusage,  et  assez  souvent  sans 
nécessité.  Quand  ces  termes  sont  bien  expliqués ,  quelque 
calculateur  que  ce  soit  rendra  toujours ,  en  nombre,  ,là 
véritable  réponse  aux  diverses  questions  qu'on  pourra  lui 
proposer. 

Uesçompte  et  le  change  sont  les  opérations  les  pli^s 
usuelles  'de  la  banque-  on  a  vu  (120)  comment  Tes- 
compte  devrait  s'effectuer ,  d'après  le  î)ut  qu'^n  se  pro- 
pose ;  mais  les  premiers  qui  l'ont  pratiqué  ont  trouvé 
plus  simple  de  prélever  l'intérêt  de  la  somme  eijitière, 
comme  si  c'était  cette  somme, même  qu'ils  avançassent. 
'(  Voyez  la  note  de  la  page  gS.  ) 

En  général,  dans  les  transactions  ,  toute  somme  dont 
on  ne  pourra  disposer  que  dans  un  temps  futur,  .a  ui\e 
valeur  réelle  moindre  que  sa  valeur  nominale,  à  <;ausi$ 
de  l'intérêt  qu  elle  rapporte ,  à  compter  dû  moment  qA 
on  la  possède  ;  et  par  conséquent  la  jouissance  «uiti- 
cipée  d'une  somme  augmente  sa  valeur  réellç,  Dje  là 
vient  que  pour  comparer  des  sommés  payables  à  dîyerses 
époques ,  il  faut  tenir  compte  de  l'intérêt  qu'elles  «ont 
Xîensées  produire  à  celui  qui  en  dispose.  Les  règles  du 
û®  1Î20  sont  suffisantes  pour  cet  objet,  toutes  Içs  fois, que 
l'intervalle  de  temps  n'excède  pas  un,  an,  et  qu'on  n!^ç- 
eumule  pas  l'intérêt  avec  le  capital  :  daus  ,k  .,ca3  con- 
traire ,  il  faut  emplqyer  les  formules  relatives  à  \' intérêt 
composéy  rapportées  à  la  fin  de  mes  Élémens  d'Algèbre, 

Le  change,  qui  sert  à  éviter  le  transport  du  numéraire 
en  compensant ,  les  unes  par  les  autres ,  les  dettes  que 
contractent  réciproquement  des  négociansde  divers  pays , 
conduit  à  un  calcul  dont  le  but  est  toujours  de  trouver  ce 
qu'une  somme  payable  dans  une  place  de  commerce, 
vaut  dans  une  autre,  soit  par  le  rapport  de  deux  sommes 
regardées  comme  équivalentes  dans  les  monnaies  de  ces 
places,  soit  par  une  suite  de  rapports  formés  de  sommes 
équivalentes,  prises  dans  les  monnaies  de  diverses  places , 
communiquant  les  unes  avec  les  autres.  Le  n^  i3S  offre 

10.. 
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un  exemple  général ,  dont  les  formules  particulières  ne 
diffèrent  que  par  la  suppression  des  facteurs  qui,  dan» 
chaque  cas ,  peuvent  être  communs  au  numérateur  et  au 
dénominateur  des  rapports  comparés.  Les  sommes  équi- 
valentes qui  forment  ces  rapports  sont  éi\oncées  chaque 
jour  dans  les  papiers  publics,  parce  qu'elles  varient  sui- 
vant les  circonstances ,  mais  ces  changemens  ne  font  rien 
à  l'esprit  du  procédé  désigné  sous  le  nom  de  règle  con-' 
jointe, 

A  l'égard  des  opérations  de  commerce,  on  trouve 
dans  le  n°  124  *o^t  c®  ^'^^  f*"*  po^r  partager  les  bé- 
néfices ou  les  pertes  résultantes  d'une  association  quel- 
conque ;  \e^  droits  de  commission,  les  retenues ,  les 
honifications ,  etc.  ,  s'évaluant  à  tant  p.  |  ^éoinme  l'in- 
térêt ,  se  calculent  de  même  \  les  taxes,  les  impôts,  ont 
des  rapports  avec  les  valeurs  des  marchandises  ,  ou  sont 
établis  sur  l'unité  ,  soit  de  poids  ,  soit  de  volume,  et 
peuvent  se  conclure ,  pour  des  quantités  quelconques 
au  moyen  dès  proportions  et  des  fractions. 

Enfin,  la  tenue  des  livres  n'est  que  la  manière  de 
disposer  les  ^tof^  des  valeurs  fournies  et  des  valeurs 
reçues  par  le  négociant,  dans  un  ordre  tel,  qu'on  puisse 
à  chaque  instant  comparer  les  unes  aux  autres ,  pour  en 
connaître  la  différence  et  établir  ainsi  la  balance  entre 
«e  qu'il  a  et  ce  qu'il  doit. 
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Comparaison  des  anciennes  Mesures  at^ec  les 

nouçelleSé 

Caractères  usités  pour  désigner  les  anciennes  mesures. 

Pour  les  monnaies,' 
^  livre  tournois,     -'sou,     *»  denier (137). 

Pour  le  temps  : 
j  jour ,     *  hevre ,     '  minute ,     '  seconde. 

Pour  les  poids: 

Ib  livre,  M  marc,  O  ou  ^  once,  G  ou  3  gro* 
eu  dragme,  Dou  9  denier  ou  scrupule,  ô  grain  (i36). 

Observation,  Le| denier  ou  scrupule  vaut  le  j  du 
gros,  ou  24  grains. 

Mesures  de  longueur. 
*  toise,  P»  pied,  i^  pouce,  'ligne,  p*  point  (i3i). 

Observation.  Les  distances  se  mesurent  quelque- 
fois en  pas  ordinaires  estimés  a  p*^  j ,  et  en  pas  géomé- 
triques ou  brasses  de  5  p^ 

Dimensions  exactes  de  la  terres 

Le  rayon  de  Téquateur  est  de  3  2271  1208  toises.    . 

Le  demi-axe ,  ou  la  distance  du  centre  au  pôle ,  est 
de  3  a6i  44^  toises. 

La  distance  du  pôle  à  Féquateur ,  mesurée  sur  le 
méridien  de  Paris,  est  de  5^i3o74o   toises. 

Le  degré  terrestre,  ^qui  est  la  go*  partie,  vaut 
donc  67  008  toises. 

\    L*'arc  terrestre  d*une  minute  est  donc  d'environ  960 
toises. 
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Tables  calculées  par  M-  Haros ,  pour  la  conversion 

des  Mesures  anciennes  en  nouvelles ,  et  réciproque^ 

ment. 

Chaque  colonne  contient ,  en  premiète  ligne ,  la  va- 
leur de  la  mesure  designée  dans  le  titre  de  la  colonne , 
et  ensuite  les  produit»  de  eette  valeur  par  les  nombre» 
écrits  dans  la  colonne  marquée  N. 

Il  y  a  partout  cinq  décimales ,  mais  dans  l'usage  or-> 
dînaire  on  peut  se  borner  à  trois. 

Convertir  8  toises  5  pieds  y  pouces^   en  mètres. 

8*  valent i5"*,59â 

5?' i  ,6^4 

l^"" o>i89 

-  Somme i7'",4c>5. 

Rép.  17  mètres  £p  centimètres. 

Convertir  89  aunes  f  de  Paris ,  en  rnèbres^. 

3o«»»-  valent 95'",o76 

9 10,696 

Somme 166^663. 

Rép.  106  mètres  66  centimètres. 

Convertir  2218  arpens  (  eaux  et  forêts  )  en  hectare». 

aoo'*'^' valent  io2*«^*',i44 
10 5      ,107 

Somme ...  11 1*''''',337. 
Rép.  1 1 1  hecf .  34  ares  environ. 

Convertît  3ô5o  livres  (de  poids)  en  kilogrammes. 
3ooo"^-  valent  ^GB^^'-'^-^Ba 

00 ••..•...     â4      ^48 

Sonune i493*^^',oo. 

Rép.   1493  kilogrammes. 
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Lei  mêmes  tables  peuvent  donner  le  prix  de  lanoo* 
yelle  unité  d'une  matière  par  celui  de  yimcîenne  unité^ 
exprimé  en  francs.  Par  exemple  ,  Vaune  de  drap  coû- 
tant 37-^',5o%  il  est  visible  que  si  Ton  connaissait  l'ex- 
pression du  mètre  en  aune>  îX  n'y  aurait  qu'à  multiplier 
cette  expression  par  5j,5  ce  qui  reviendrait  à  convertir 
5j^,S  en  aunes  et  parties  décimales  de  l'aune;  mais  il 
faudrait  compter  le  ré(|ultat  pour  des  francs.  Yoici  le 
calcul  de  cet  exemple. 

Par  la  table  qui  convertit  les  mètres  en.aonos  :. 

So"*  valent û5'»""%a45 

7      5     -890 

o  ,5 , o     ,4^1 

37«,5 3i«««-,554; 

et  prenant  ce  résultat  pour  des  francs ,  on  trouve  3i  fr; 
55  cent,  pour  le  prix  du  mètre  de  drap. 

Lorsqu'on  veut  convertir  les  nouvelles  mesures  danii- 
les  anciennes^  on  n'obtient,  par  les  tables  suivantes» 
que  des  entiers  et  des  fractions  décimales  »  et  il  reste 
à  convertir  ces  fractions  en  subdiviti^a'  propres  à  chaque 
espèce  de  mesure. 
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TRAITÉ     ELËMENTÀIRE 


Comparaison    de   quelques  mesures   étrangères,    avec 
les  nouvelles  mesures  françaises. 


MESURES   LINEAIRES. 

Millim. 

Aocien  pied  français ^^4*7 

Pied  anglais 3o4,7 

Vare  de  Castille 836,6 

Pied  da  Rhin 3x3,9 

De  Vienne 3i6,o 

D'Amsterdam a83,o 

De  Suède ^Q??! 

De   Rnssie 354|i 

De  la  Chine 330,o 


POI  DS. 

Gram. 

Liv.  poids  de  marc 4^»^ 

Ç    lÎTre  troy 372,6 

-^"8'.  (   avoir  dnpoîse...  453, r 

Castille 4^94 

Cologne 4^7>4 

Vienne 558,6 

Amsterdam 49i>4 

Suède 4^4»^ 


Russie 4<>99^ 

TABLEAU  de  comparaison  des  monnaies  étrangères  avec 
les  monnaies  françaises ,  toutes  supposées  droites  (exactes), 
de  poids  et  de  titre,  d'après  les  lois  de  fabrication.  (Tiré 
àe  Y  Annuaire  de  1821.) 

JV.  B.  Le  titre  est  la  quantité  de  mëtal  pur  (on  de  fin)  contenu  dans  la 
totalité  de  la  pièce ,  qu'on  suppose  composée  de  1000  parties.  Le  titre  du 
franc  est  ^  ou  900 ,  son  poids  étant  de  5  grammes  (100) ,  il  contient  |  gramme* 
d'argent  j  ainsi,  abstraction  faite  des  frais  du  monnayage,  le  gramme  d'argent 
vaut  ^  de  franc,  et  le  kilogramme— ~  de  franc  ou  aaa  fr.  aac;  le  kilo- 
gramme d'or  vaut  3444  ^^-  44  ^'i  '®  rapport  de  la  valeur  de  l'or  à  celle  de 
Targent  étant  établi  de  i5 1  à  i. 


Or, 


Arg. 


Or. 


Arg. 


Or. 


Arg, 


Détermination  des  pièces. 


AirOLETERRE. 

Guinée  dé  ai  schellings. 

Demi •• , 

Un  quart 

Un  tiers,  ou  7  schellings 

Souverain  depuis  1818,  de  30  schellings.. . . . 
Crown ,  ou  couronne  de  5  schell.  anciens. . . . 

Schelling  ancien 

Crown ,  ou  couronne ,  depuis  1818 

Schelling,  depuis  1818 

AUTRICHE       ET       BOHÊME. 

Ducat  de  l'Empereur - 

Ducat  de  Hongrie 

Souverain 

Demi ... .; T 

Ecu,  ou  risdale  de  convention,  depuis  1753. .  • 

Demi-risdale,  ou  florin 

Vingt  krentzers. 

Dix  kreutzers 

HOLLANDE 

Ducal 

Ryder 

Vingt  florins,  1808 

Dix  florins ,  idem 

—  de  Guillaume,  1818 

Florin  de  ao  sous 

Escalin,  on  pièce  de  6  sous. . .  » 

Ducaton  ou  rydcr 

Ducat  o*i  risdale 


Poids 
légal. 


Tit. 
légal. 


8938o!i 
4, 1901 
a,o95 

a, 7934 
6,^08 

3o,o7^ 

6,OTâ 
^,35li 

5,65oD 
3,491 

i:k 

3,7835 
38,064 

l4)033 

6,683 

3,898 

3,5i3 

i3i659 
6,8395 
6,700 

10,597 

4,976 

33,750 

3S,33o 


9^7 

9^7 

9^7 

917 

917 
935 

935 

935 

935 

986 

990 
9^7 

§3^ 
833 

583 
5oo 

986 
930 

9^7 

9*7 
900 


t 


Valeurs. 


36f47« 

i3  3i,5a 
6  61,75 
8  83,33 

35  ao,8o 
6  18 
r  33,60 
5  80,73. 
I  i6,i4 

Il  86 
Il  00 
17  58 

5  19,50 
3  50,7^ 
o  86,5<> 

o  43«2^ 

II  q3 
3i  65 
43  14 

31    57 

ao  77 
3  i5,9f 
o  64 

6  85 

54» 


D' ARITHMÉTIQUE. 


Ducat  courint  depuis 
tspécies,  1791  à 

-       tlen.iîîâ .    . 

RisUale  d'espèce,  on  double  écu  de  96  schel- 

linEB  danoK,  depois  i^^â.J 

Risdaleconrame.oa  pièce  de  Gin.  Dan.  dei;5o 
Mark  danois  de  16  schelling)    -•-  -^-" 


PistolesdePieVIeiPieVIL, 

Si^ia,  iV&lVàemèDt  Xl'VeV 

Demi 

Ecu  de  10  piiits,  on  1 00  bsyoqnes 

Trois  dixièmcsd'éca,outcB(ande3obajoque). 
Un  cînquiime  d'àm,  ou  papcia  de  30  l>ayoq^ 
Ûd  dixième  d'éca,  on  paul  de  10  bayoqaes. .. 

Pistole  ou  doublon  daSécna,  1^71  à  1786... . 

16  4^-» ...:....'. 


Rral  de  3,  ou  pi^celte^  oa  cinquième  de  pi 
Rfalde  i,oudemi-pi^tle,oa  lotdepia 


Ducat  ad  tegent  imperii , . 
Ducal  nouTCua  delà  ville. . 
Marc  tianco  (nu 


Jp.rsji. 


Etnapoue,  ou  Siequiiu  aux  \js 

Un  litii  nupone ,  Ou  sequin  aux  ly>. 

si""!"""" 

FiaDcescone  de  lopaoli,  livoumine,  piutreii 

la  roie,  talaro,  Impoldinecle'cude  10  paoli. 

Pièce  de  S  paoli 

■         de  a  paoli 


PisL* 

f.  lEcu  1 


1% 

3,4ï6 
5,387 

3,644 

[S,5Îa5 
6,76i3 

3,38o6; 


6,781* 

3,38o 
a7>o45 
5.92', 


63,75 
80 

§8,5o 


;3a 

5,5oi 


Pièce  de  3s  frankf D  de  SuUso 

de  '6 --(âl 

de  Zurich i    " 

'    "  3. 


'  9^. 
'  'i  96,50 

oo8,35 

0  49,13 

:  4»  75,50 
-037,75 

0  18,87 

S  43 

1  oS 

o54 


■    }6  o{ 
ï  01,33 
600,^ 
1  ai,3S 
154 
0  77 

5  6i 

3  So,Sa 

ô  seiîo 


904 

904 


TEXITÉ     ÉLÉMENTAIRE 


Df'lermiiiation  des  piècei. 


'.  Demi^oa,oa  florin  de  i5  batz 

Franc  de  Berne,  depuis  i6o3 

-  leZutick,dei78l 

_       i,ou  Jl<.rin,aepm»i;8i 

Ecu  ile-4obatid(!Bâlc  et  Solcure,  depuis  1798. 
Pièce  (le4frflnkeQdïBe™c,de  ijog 

de  4  friEkeù  de  Suisse,'  en  i8o3 

de  a  franken.de  Suisse,  en  i8o3 

d'un  franken  de  Suisse,  en  i8o3 


.  LelilredesducalsestlropvatiaMepoQrponïoii 
tn  donner  l'évaloal.  en  monnaies  française». 
•    -    ■  cats    depub     - 


guintupicde  i5  dncals,  depuis  1818 
^apledc  3a  ducats,  depuis  iîii8... 
13  carlins  de  taograin»,  depuis  i8(.4- 


Ducats  de  it 

larlinl,  depuis  1904 

.  -ailin,  depuis  iSoj 

Dncac  de  m  catlins,  de  1S18 


■  pS^uifc' 


;t78t..'ii;9i.... 
.__  .  !  Marie-Louise,  1 
ire  de  Marie- Louise,  d 
cat  de  11384  el  1^06... 
ced=3fiv7es,d^uisl 
-  d'une  livr. 


.  Moeda  douro,  lisbonnine  de  4S00  ■%■> 
moeib,  demi'lisbonniaa  ti^o  rt 
inbo,([UBridelisbonnine,ae  ii< 
Meia  dobra  ,  portugaise  de-  6400  reis . 


:atIi>lerde34bonsgroi,dei767àif 


;.  Talaro,  dit  ragniine.. 


afï8= 
I  5o 


'JOgo 
4i5 


195 

3ot 


S? 

;;s 

t 

',&, 

0 15,4» 

b  '  A  a  I  T  H  M  £  T  I  Q  17  E. 


'é 


Ml 


Or. 


Or. 

Arg, 


Or. 


Arg, 


Or. 


Arg. 


Or. 
Arg. 

Or. 

Art;. 

Or. 


De'cermination  des  pièces. 


I  Poids   I  Titre ,  ,•  , 

I  lëgal.     légal.     Valenrs. 


E. 


a  ir  T. 


Arg. 


R  U   s  s   I 

Ducat  de  1755  à  1763 

— *-  de  1763 

Impériale  de  10  roubles,  de  1^55  à  1763. 

Demie  de  5  roubles ,  de  1765  a  1763 

Impériale  de  10  roubles,  uepuis  1763. . . . 

Demie  de  5  roubles ,  depuis  1763 

Roubles  de  100  copecks,  de  175*0  à  1763. 

—  depuis  1763  à  1807. 

s  À  R  D  ▲  I  6  ir  E. 

Carlin ,  depuis  1768 

Demi 

Pistole 

Déplie.  ...*\ ; 

Ecn,  depuis  1768.'. 

Demi-écu. . . , 

arc  d'écu,  ou  une  Ime. 

'eu  neuf  de  5  livres^  t6i6. 

SÀTOIE     ET     Tli^M- 

Seqain.  ..,.-. 

Double  neuve  pistole  de  3^  Hyres. 

Demie  de- 13  livres 

Carlin  depuis  1765 

Demi «... 

Pistole  neuve  de  20  livres,  de  r8i6 

Ecu  de  6  livres ,  depuis  1755 

Demi-écu 

Un  qtkart,  ou  3o  soùs. 

Demi-qu^rt,  ou  i5  sous 

Ecu  neuf  de  5  livres ,  1816. .  • . . . . 

SA  X  E. 

Ducat 

Double  Auguste,  ou  10  tbalers.  . . 
Auguste ,  ou  5  ihftlers. ..;....;.. 

Defaii- Auguste. ....  ; 

Risdaled^esoèce,  ou  écude  convent.,dcpuis  1 763 

Demi,  ou  florin  de  convention 

ThaIcrde34^onsgros'(tnoniia3eimagin.) 

Un  gros  lou  3a«  de  risdale,  ou  a4®  de  thaler . . 

SICILE. 

Once,  depuis  1748 : . . . . 

Ecu  de  1%  tarins 

SUÈDE.  " 

Ducat 

Demi ^ 

Quart , 

nisdale  d'espèce  de  48schell.,de  1720  à  1803.. 
3  tiers  de  îrisdale,  ou  donbieplotte  de33schell. 

Un  tiers,  on  16  schelinigs. .  ; 

V  E  iri  s  E. 

Seqnin ; 

Demi ....;...., 

Oselle ; 

Ducat r 

Pistole ^ ^ 

Ducat  effisctif  de  Siivres  piccôlîs 

Ecu  k  la  croix 

Justine  ou  ducaton « 

Taiaro , 

OwlU 


3ffo5 

3,473 
16,585 

8,3935 
13,073 

6,5365 
35,870 
34*0 II 


5,8975 
35, 000 


4 


3,468 
9,620 
,810 
,100 

34,o5o 
6,45i6 
35,118 
1^,559 
.8,n^g5 

4,3897 
35     » 


i3, 

6,070 

3,335 

38,064 

i4>o33 

»    » 

1,982 

37,5: 
3,483 

0,8705 

3g,5o8 

i% 

3,484 

3,175 
6,764 

37,954 

9,843 
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ÉLÉMENS 

D'ALGÈBRE. 


Notions  prétiminaires  sur  le  passage  de 
/'Arithmétique  à  /'Algèbre  ^ 
explication  eu  usage  des  signes  algébri*' 
dues. 

1 .  wN  a  dû  remarquer  dans  le  Traité  étémentaire  éA* 
rithmétique  ,  plusieurs  questions  dont  la  solution  se 
compose  de  deux  parties  :  IHine  ayant  pour  but  de 
chercher  auxquelles  des  <^atre  opérations  fondameti* 
taies  se  rapporte  la  détermination  du  nombre  inconnu 
par  le  moyen  des  nombres  donnés^  et  l'autre  lappli*^ 
cation  de  ,ces  règles.  La  première  partie  ,  *  indéften- 
dante  de  toute  manière  d'écrire  les  nombres  ou  de  tout 
système  de  numération  »  repose  entièrement  sur  le  dé-* 
yeloppement  des  conséquences  qui  résultent  explicite- 
ment ou  implicitement  de  l'énoncé ,  ou  de  la  manière 
dont  cet  énoncé  lie  les  nombres  donnés  aux  nombres 
inconnus  ,  c'est  -  à  -  dire  des  relations  qu'il  établit 
entre  ces  nombres.  En  général  on  peut ,  si  ces  rela- 
tions ne  sont  pas  compliquées  ^  trouver  par  le  simple 
raisonnement ,  la  valeur  des  nombres  inconnus.  Il 
faut  pour  cela  décomposer  les  conditions  que  ren-* 
Elém,  d'Algèbre.    1 4*  édition.  i 
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ferment  les  relations  énoncées  ^  en  traduisant  ces 
I  relations  dans  une  svite  d^  phrases  équivalentes  , 
dont  la  dernière  doit  êtr^  conçue  e»  ces  termes  : 
L'inconnue  égale  la  somme ,  ou  la  différence ,  ou  le 
produit,  ou  le  quotient  de  telles  et  telles  grandeurs. 
L'exiMaple  §»»?ant  éclakcira  çc  que  ce»  notions  générées 
pourraient  ranfermet  d*(^sei»r. 

Partager  un  nombre  donné  en  deux  parties  telles,  que 
la  première  surpasse  la  seconde  d'un  excès  donné. 
Pour  y  parvenir,  on  observera,  i®.  que 

La  plus  grande  partie  est  égale  à  1q  plus  petiM^ 
plus  f  excès  donné, 

•t  ^tt€  par  conséquent ,  si  îa  plus  petite  partie  était  con- 
nue, ea  h^î  ajoutant  cet  e^cès^  4>n  wrait  l^pltt«  srmd^  : 
»•.  que, 

La  plus  grande  partie  ajoutée  avec  la  plus  petite 
partie ,  forme  le  nombre  à  partager. 

Substituant  dans  cette  dernière  pbffige ,  à  ofg.matç  ;  h 
plus  grande  partie,  lexpregeion  éguivaiente  rappQîtéft 
p][iis  haut ,  «avoir  :  h  plus  petUe  partie  »  pku  /m^ 
dfi^méf  XMi  trouva  que 

Lu  phapetitepartim  f  pkts  Pexéès  donné ,  phis^neme 
laplm  peùUpariieyformenihMombre  à  partner* 

Mais  akrs  la  jArasepeut  être  abrégée ,  en  rénonçaat 
fimsi  :  ' 

Deux  foie  ià  phis  peméfàrtie,  ajoutées  mec  P^pe^ 
donné ,  firhient  le  nâhsèbpe  A  partager  ; 
et  on.  en  conclut  nécessairement  <jne 

Deuxfiisia  plus  petite  partie  sent  égales  au  nemhm  à 
partager,,  éRnânué  deT  excès  donné  ; 

donc 

Une  fois  la  plus  petite  partie  eêt  égale  à  la  moitié  de  6i 
tUff!êrente  entre  le  nombre  à  partager  et  l'excès  donné jf 

Ou ,  ce  qui  est  Ta  même  chose , 


»  • 
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ta  pM  pc^itç  p^rtw  çf  jf  ç&c^e  à  la  w?f ^^  4¥  ^m^h^  4 

pRrtagfTf  piLoiii^  fa  jrwiHé  ^J'e;f(c^  4f>mé, 

y  pilït  jiopc  Ja  que«^p»  prQpqsé^  J^^\m ,  9^m^^  ppi|f 
obtç^irjçs  p^ti^3  cherchée^^  iUuffit  ,4e  {^ir^  des  iQ^r^<* 
tionf  pyrefîieiit  aàthinétique^  mf  ^^  ^t^ï^  ^^^ow^s» 

Si  y  par  exemple ,  le  nombre  à  partager  était  ^  ,  et 
rexcèsde  laplud  grande  partie  dur  ia^ua  petite^  S  ,  la 
]^i|is  petite  paf<tie  serait  j^d'aprè^la  règle  ci^esstrs^  égale 
à  I  Bfiains  \ ,  <)u4 1 ,  ob  en$n  à  â  ;  et  la  pltia  ^ande ,  <ïom- 
posée  de  là  plus  petite  piusl* excès  5  ^  serait  égale  à  7. 

a.  Les  raisonnemens ,  fort  simples  dans  le  prpblème 
proposé  ci-dessus ,  mais  très  compliqués  dans  d'autres^ 
se  composant,  en  générai,  4*un  certaiij  nombre  d'ex- 
pressions, telles  que  ajouté  à,  diminué  de,  est  égala,  etc., 
répétées  fréquemment ,  et  qui  tiennent  aux  .Opérations 
par  lesquelles  les  grandeurs  qui  entrent  dans  F  énonce 
de  la  question ,  çont  liées  en^e  ëlle^ ,  il  est  vîsiblç 
qu'on  abréger^t  beaucoup  en  ;représen1;ant  cjfiaciine  dé 
ces  expjessions  par  un  signe  j  et  c'est  aussi  ce  qu'onfait^ 
comme  il  suit. 

Pour  indiquer  rd4ditiQîi,  .0^  seçprt  ^n  signe  +>  q^î 
signifie  plus. 

Pour  la  soustraction,  on  se  sert  du  signe  —  j^  qui 
signifie  moins. 

Pour  la  multiplication^  on  se  sert  du  sij^e  X,>  Ijui 

signifie  multiplié  par» 

.  Pour  écrire  que  deux  quantités  doivent  être  divisées 

lune  par  l'autre,  on  place  lf^gç^ç^e^0Hsla|)jr»j^ 

-  5 

et  pn  J^,^f  p^  ip^r  ij^  pm.%  :  r-  éff^  5  4i^is4  pfwA- 

'  /         4 

Enfin  pour  Wiàrcjiiér  que  deux  quantités  sont  égales ,  6k 


suffise 


îsentpas  encofe,  car  on  est  oMîgé^de  i-èpéter  souvent 
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le  nombre  à  partager,  le  nombre  donné,  etc.,  lapluspetite 
partie ,  le  nombre  cherché ,  etc.,  ce  qui  allonge  beaucoup. 
A  regard  des  données,  l'expédient  qui  s'est  offert  le 
premier ,  à  été  de  prendre ,  pbur  les  représenter  , 
des  nombres  déterminés  qui  servent  d'exemple ,  comme 
on  en  use  en  Arithmétique;  mais  la  chose  n'étant  pas  pos- 
sibleâ  l'égard  defs  npmbr es  inconnus,  on  y  a  substitué 
un  signe  de  conventioû ,  qui  a  varié  avec  le  temps. 
Qq  8',est  enfin  accordé  à  employer  les  lettres  de  l'alpha- 
bet ;,,  presque  toujours  <^.  se  s$rt.de3  dernières  , 
CQmpie  en  Arithmétique  on  met  un  a:. pour  le  quatrième 
terme  d'une  proportion  dont  on  ne  connaît  que  les  trois 
premiers;  et  c'est  de  l'usage  de  ces  divers. signes  qu'est 
résultée  Y  algèbre.  -    ■ 

.  Je  vais ,  par  Jeur  moyen  ,  reprendre  la  question  du 
n®  i  ,  et  j.e  représenterai  l'inconnue  ou  le  plus  petit 
nomWe.  par  une  lettre  j,\ar^  par  exemple  •  le  nombre 
à  partager,  et  V excès  donné  ^  par.  les  deux  nombres 
9  et  5;. la  plus  grande  des  parties  cher<;hées  sera 
exprimée  par  a: +5  ,  et  leur  somme  parx4"^+^* 
on  aui;adonc     ,  ^        .  .    ., 

mais  en  écrivant  9.x  pour  le  double  de  la  quantité  ^ ,  il 
en  résultera 

r 

aoT  +  5  =  Q. 

Cette 'expi*èssion  montrant  quIITaut  ajouter  S  au  nombre 
2x  pour   former  9.,   j'en  conclurai  que  0^  =  97-^5, 

2 

Ettrappfochantm'a5ntëhânlf<^\jà^sîgHifié^^ 
abrégées  que  jjB  viens .  d,' Retire  au  jm<pg^j^  des   ^signes 
çonvepus,  i^e,  celles  quijw'ont  conduit,.^.  Ja^  solution 
par  le  •yl^0Il^e^l?9Î^:?puî  ^  Qn  y^rf ^  qy,e,  les  un^.çie3ont 

Le  nqm})re  2 ,  résultat  des  opérations  précédentes. 


on'qûe  aa? h=  4i^\.x^\'nWx^t:=^z.  '''  '"' 
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ilû  convient  qu*à  l'exemple  particulier  que  )*ai  choisi , 
tandis  que  le  raisonnement  seul  ,  en  apprenant  quç 
la  plus  petite  partie  est  égçle  à  la  moitié  du  nombre 
à  partager,  moins  la  moiiiéde  F  excès  donné,  fait  voir 
comment  le  nombre  inconnu  se  compose  avec  les  nom- 
bres donnés^  et  fournit  une  règle,  à  Taide  de  laquelle 
on  peut  résoudre  tous  les  cas  particuliers  compris  dans 
la  question. 

Cet  avantage  du  raisonnement  employé  seul^  tient  à 
ce  qu'en  ne  désignant  aucun  nombre  en  particulier  ,  les 
nombres  donnés  passent  sans  altération  d'une  phrase  à 
l'autre  ,  tandis  qu'en  considérant  des  nombres  détermi- 
nés ,  on  effectue  à  mesure  toutes  les  opérations  qui  se 
présentent  sur  ces  nombres  ;  et  quand  on  est  par- 
venu  au  résultat,  rien  ne  retrace  comment  le  nombre 
22 ,  auquel  on  peut  arriver  par  une  infinité  d'opérations 
différentes ,  a  été  formé  par  les  nombres  (Jonnés  9  et  5. 
.  3.  On  évitera  ces  inconvéniens  en  représentant ,  par 
des  caractères  indépendans  de  toute  valeur  particulière  ^ 
et  sur  lesquels  on  ne  puisse  par  conséquent  effectuer  au- 
cun calcul,  le  nombre  à  partager  et  V excès  donné.  Les 
lettres  de  l'alphabet  sont  très  propres  à  cet  usage  ;  etla 
question  proposée  peut ,  parleur  moyen ,  s'énoncer  ainsi  : 

Partager  un  nombre  connu,  représenté  par  a,  en  deux 
parties  telles ,  que  la  plus  grande  ait  sur  la  plus  petite  un 
excès  donné,  représenté  par  h. 

Désignant  toujours  la  plus  petite  par  x , 

La  plus  grande  sera  exprimée  par  a:  +  ft  ; 

Leur  sonime,  ouïe  nombre  à  partager,  sera  éfluiva- 
lent  àa:-}-&  -f-x,  ouàax  +  A  : 

La  condition  de  la  question  donnera  donc    , 

Maintenant  il  est  visible  que  s'il  faut  ajouter  au  double 
de  X ,  ou  à  flo; ,  la  quaatité  b ,  pour  faire  la  quantité  a ,  il 


>/ 


^ 


6  à  ti  t  M  E  V  s 

en  i-é^!të  Qu'il  f âliit  diminuét  ttdé  &  pour  obtéiiir  ai:,  et 
^iiè  fyàr  èônséquent  ûx  ==  à  -^  6. 

*  H       h 

Oncondurade  là  oiieIa]ii6itiéd)eaâ70iiars=r;— -. 

Ce  dèmier  résultat  étatit  traduit  en  langage  ordinaire, 
par  la  substitutiôh  des  mots  et  des  phrasés  qiie désignent 
les  lettres  et  les  signes  qu'il  renferme^  donné  la  règle 
trouvée  ci-des8u6,  d'après  laquelle,  pour  obtenir  la  plus 
petite  des  parties  cherchées,  on  doit,  de  la  moitié  du 

hôihhrè  à  partager,  ou  de- ,  retrancher  là  jnoiliê  de 

V excès  donné,  ou  -=-. 

Connaissant  la  plus  petite  partie ,  ou  aura  la  pluè 
graÀde  en  ajoutant  à  la  plus  petite  l'excès  donné.  Cette 
remarque  e^  suffisante  pour  acheter  de  résoudre  là 
question  proposée;  mais  l'Algèbre  donne  plus,  elle  four- 
nit une  règle  pour  calculer  la  plus  grande  partie  tanâ  le 

secours  de  .la  plus  petite,  et  voiei  conmient:  -*— r 

Stânt  la  yaieiir  clé  celté-ci ,  eii  1  augmentant  dé  l'excès  h , 

odl  aura  pour  la  plus  grande  partie,  — « f-  ^5  or, 

+6  exprime  qu'après  avoir  retranché  de  -  la  moir 

tié  de  & ,  il  faut  ajouter  au  reste  b  tout  entier ,  ou  deux 
mbîti6&  de  &  >  bfe  qui  se  rêdttlt  â  augniènter  -^  d  ufafe  tioi- 

tié  de  i  ou  dé  -.  îl  'est  évident  pàt  là  que  --; —  4-8  re- 

vient  à  — f-  -  ;  et  en  traduisant  cette  expression ,  onap* 
t>rênil  p^^  la  pbtt  grmtdedèi  deux  parties  cherchées 
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gst  égale  â  la  moUié  du  nomkre  ç-partagar  plus  Im 
moitié  de  V excès  donné. 

Dans  la  question  particulière  dont  je  me  suis  occupé 
en  premier  lieu,  le  nombre  à  partager  était  g ,  Texcè» 
S\mt  partie  sur  l'autre,  5  ;  pour  la  résoudre  par  les 
rades  auxquelles  je  Tiens  de  paryeair  ,  il  faudra 
effectuer  sur  les  nombres  9  et  S  les  opérations  indiquées 
sut  a  et  sur  5. 

Lamdtiéd^gétaiitd^etDfttteiléSftant** ,  oh  aura 
poar  la  plue  petite  partie , 

ft     a     â       * 
pour  la  pli»  grande, 

a  '  a      a      ' 

4.  J'ai  désigné  ci-dessus  par  x  la  plal  petite  des  éé/éat 
parties  ^  et  j'en  ai  déduit  la  plu*  graade  :  si  ran  vou- 
lait chercher  immédiatement  cette  denûèrej^  on  obser- 
verait qu'en  la  représentant  par  X,  l'autre  serait  x^  6, 
puisqu'on  piasse  de  la  plus  grande  à  la  plus  petite ,  '  en  re- 
tranchant Texcfcs  de  la  première  sur  la  seconde  ;  le 
nombre  à  partager  serait  alors  exprimé  par  x—t+x, 
DU  par  âx  —  6 ,  et  on  aurait  par  conséquent 

Ce  réstdtat  fait  voir  que  ax  surpasse  la  quantité  a  de  la 

quantité  ft,  et  que  par  oonséqttehtaxî^t  CI  •4*' &•  Eiipre- 
fiiiit  laaioitié  de  aar  «t  d»  la  quantité  ^qui  lui  en  <ég^le , 
pour  avoir  la  valeur  de  x ,  on  tire  de  là 

^ ^jj 

ce  qui  donne,  pour  calculer  la  plus  ^ande  de«  daux 
parties  «herchées,  la  même  règle  que  ci-^éssus.  Je 
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ne  m'arrêterai  pas  à  en  déduire  Texpressioa  de  la  plua 
petite. 

Lamême  relation  entre  des  nombres  donnés  et  des  nom- 
bres inconnus ,  peut  être  énoncée  de  plusieiu-s  manières 
très  différentes  ;  celle  qui  a  conduit  à  la  question  précé- 
dente ,  est  aussi  celle  qnf,  résulte  de  l'énoncé  que  voici  : 

Connaissant  la  somme  a  de  deux  nombres ^  et  leur  dif- 
férence b,  trouver  chacun  de  ces  nombres^  puisqu'en 
^'autres  termes  le  nombre  à  partager  est  la  somme 
des  deux  parties  cherchées  ^  et  que  leur  différence  est 
l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite.  Ce  chan-!> 
gement  dans  les  termes  de  l'énoncé  étant  appliqué  aux 
règles  trouvées  ci-dessus^  elles  donnent  : 

Le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  est  égal  à  la 
moitié  de  la  somme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Le  plus  grand  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  plus  la 
moitié  de  la  différence. 

5r  Voici  une  question  analogue  à  la  précédente^  mais 
un  peu  plus  compliquée  : 

Partager  un  nombre  donné  en  trois  parties  telles,  que 
V excès  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre 
donné,  et  V excès  de  la  plus  grande  sur  la  moyenne  soit 
un  autre  nombre  donné. 

Pour  fixer  les  idées ,  je  donnerai  d'abord  aux  nombres 
connus  de^  valeu];s  déterminées  : 

Je  supposerai  que  le  nombre  à  partager  soit  a3o, 
Que  l'excès  de  la  partie  moyenne  sur  la  plus  petite 
soit4o, 

Que  l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  moyenne 
soit  60. 

Désignant  la  plus  petite  partie  par  x , 

l^a  moyenne  sera  la  plus  petite  plus  40^  ou  op  -f*  4Pi 


Et  la  plus  grande  sera  la  moyenne   plus  60 ,  oU 

X  +  40  +  ^o  > 

Or,  les  trois  parties  prises  ensemble  doivent  faire  le 

nombre  à  partager  :  donc 

a: -4- or  +  4<5  +  a: + 4o  +  60  =  23o. 

En  réunissant  d*une  part  les  nombres  donnés ,  et  de 
l'autre  les  nombres  inconnus ,  x  se  trouyeraS  fois  dans  le 
résultat;  et  pour  abréger^  on  écrira 

3x-)-i4o  =  23o. 

Mais  puisqu'il  faut  ajouter  i4o  au  triple  de  x  pour  faire 
q3o,  il  s'ensuit  qu'en  ôtant  i4o  de  a3o^  on  aura  précisé- 
ment le  triple  de  a:  ^  ou  que^ 

/■  ' 

5x  =  23o  — 140, 
ouqife 

et  il  suit  de  là  que  x  =~  ou  =  5o. 

6 

En  ajoutant  à  3o  l'excès  4o  de  la  moyenne  sur  la  plu6 
petite ,  on  aura  70  pour  la  partie  mqyenne* 

En  ajoutant  à  70  l'excès  60  de  la  plus  grande  partie 
sur  la  moyenne^  on  aura  i3o  pour  lapins  grande  partie. 

6.  Si  les  nombres  connus  étaient  difFérens  de  ceux 
que  j'ai  mis  dans  Fénoiicé,  on  résoudrait  encore  la  ques- 
tion en  suivant  la  marche  tracée  dans  le  numéro  précé- 
dent; maison  serait  obligé  de  répéter  tous  les  raisonne- 
mens  et  toutes  les  opérations  par  lesquelles  on  est  par- 
venu au  nombre  3o ,  parce  que  rien  ne  montre  comment 
ce  nombre  se  compose  des  nombres  donnés,  â3o,  4^ 
et  60.  Pour  rendre  la  solution  indépendante  des  valeurs 
particulières  des  nombres,  etfaire.  voir  comment  la  valeur 
de  l'inconnue  se  forme  au  moyen  des  quantités  connues , 
)  e  v^s  énoncer  le  problème  ainsi  : 

Partager  le  nombre  donné  a.  en  trois  parties  telles ,  que 


lo  £  li  ]&  M  £  ar  s; 

Vnxcèè  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre 
donné  h,  et  l'excès  delà  pbis  grande  sur  ta  moyenne  soit 
Un  ndihhte  donné  C» 

En  désignant  comme  cî-desdtts  par  x  la  quantité  in- 
connue ,  et  en  écrivant  ^  à  l'aide  des  signes  convenus  et  ' 
des  symboles^  a,  b,  c ^  qui  représentent  les  quàntités^ 
connues  dt  la  question  ^  les  raisonnemens  faits  précédem- 
ment sur  les  nombres,  on  Formera  de  nouveau 

\  la  plus  petite  partie  x , 

la  moyenne  x  -f"  ^  > 

la  plus  grande  *  -f  &•+•  c  ; 

et  là  réunion  dé  céà  ttôis  parties  faisant  \t  nottibrè  i 
partager ,  il  faudra  que 

ic  +  il?  4*  6  "f*^  4- ^  +  ^=û. 

Cette  expression ,  toute  «impie  qu'elle  est,  peut  eUcore 
s'abréger  ;  car  puisqu'elle  montre  que  x  entre  trois  fois 
dans  le  nombre  àpartagar,  et  que  b  y  entre  deux  £aîi  ^  au 
lieu  de  x^  x+  x,  j'écrirai 5x,  au  lieu  de+6+i, 
féèrirai  +ùh,  et  il  vièntllrâ 

Sx  +  fl J  +  c  =  a.  . 

-Cette  dernière  expression  iFait  connaître  qu'il  laut 
ajouter  au  triple  du  nombre  représenté  par  a: ,  le  douole 
du  nombre  représenté  par  b  et  encore  le  nombre  c^pour 
{bnûer  le  nombre  a  ;  il  s'ensuit  qùè  si  du  nombre  <t,  on 
ôte  le  douïde  du  nombre  b,  puis  encore  Î6  umùbre  t, 
on  aura  précisément  le  triplé  de  x,  ÔU  que 

3a:  =  a  —  ai— *  c  ; 

i)r  x^Cantktieiii  detitHsfoisx»  oudeSo;,  on  encondura 
<qii« 

a— fli— c 

Il  faut  bien  remai^quer  q««  lOLmpLùt  mmigÊ»  aucunfr 
f«lear^^«lticttitèrcaukiK>ii^resrepré8enté0parâ>>  >  c, 


le  téàytàtaii(|tiëi  j6  dtiiè  p^ry^hU  hé  donné  non  jplûd  àu^ 
eilit«  yal^r  pôiu*  âè  ;  il  inâi(|aé  feeulèmèilt  quèllèd  5|ié- 
râtidiifl  il  fâHf  fai^e  %nt  àèÈ  notnhteè,  loMqU'^n  léiil: 
tf^sigiie  ûa^é  fldèur^  j^olif   «à  àéétài^  èèjllè  dé  l'kt^ 

En  effet,  ^expression s ,  a  laquelle  a?  est 

égal,  peut  être  rendue  dans  le  langage  ordinaire,  en 
écrivant,  à  la  place  des  lettres,  la  dénomination  des 
nombres  qu'elles  représentent,  et  à  la  place  des  signes, 
renonciation  des  opérations  qu'ils  indiquent;  on  formera 
ainsi  cette  phrase  : 

Du  nombre  à  partager,  6tez  le  double  de  l'excès  de  la 
partie  moyenne  sur  la  plus  petite ,  et  encore  l'excès  de 
la  plus  grande  ^ur  la  moyenne,  et  prenez  le  tiers  du  reste. 

En  suivant  cette  phrase  à  la  lettre ,  on  déterminera, 
par  les  premières  opérations  de  l'Arithmétique ,  la  plus 
petite  partie.  Le  nombre  à  partager  étant,  par  exemple, 
a3o,  les  excès  4o  et  60,  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent, on  ôtera  de  a3o,  deux  fois  4o,  ou  80,  et  60 ,  il 
restera  90,  dont  le  tiers  sera  5o,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
trouvé. 

Si  le  nombre  à  partager  était  Sso ,  les  excès  5o  et  2  30, 
on  ôterait  de  5ao  deux  fois5o,  ou  100,  et  lao,  il  resterait 
3oo,dont  le  tiers,  ou  icx>,  serait  la  plus  petite  partie  ;  on 
formerait  les  deux  autres  en  ajoutant  5o  à  100 ,  ce  qui 
ferait  i5o  ;  puis  1  se  à  ce  résultat ,  ce  qui  ferait  370  : 
ainsi ,  les  trois  parties  demandées  seraient     * 

loo ,        i5o,        270, 
et  leur  somme  serait  5ao ,  ainsi  que  l'exige  la  question. 

C'est  parce  que  les  résultats  algébriques  ne  sont  le 
plus  souvent  que  l'indication  d'opérations  à  effectuer  sur 
des  nombres  pour  en  trouver  d'autres  ^qu'on  les  appelle 
en  général  formules» 


\j 


^ 


Cette  question^  qapique  plus  compliquée  que  celle  du 
numéro  i ,  peut  encore  être  résolue  ayec  le  langage 
ordinaire;  c'est  ce  qu'on  voit  dans  le  tableau  ci-joint, 
QÙ  YonJà  placé  yis-à-yis  de  chaque  raisonnement^  sa  tra- 
duction en  caractères  algébriques.  L'examen  attentif  de 
pe  tableau  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur  l'utilité  de' 
l'Algèbre  et  sur  les  circonstances  de  son  invention. 
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L'ensemble  des  quantités  qui  sont  d'un  même  côté  du 
signe  =  ,  se  nomme  membre;  une  équation  a  deux 
m^embres. 

Celui  qui  est  à  ^uche  s'appelle  le  premier  membre  ; 
l'autre  est  le  second. 

Dans  l'équation  flj;  -+-  ô  =  a,  ax  -f<  ^  est  le  premier 
membre,  a  est  le  second  menibre. 

Les  quantités  qui  Composent  un  même  inembre,  lors-' 
qu'elles  sont  séparées  par  les  signes -f- ou  — ,  se  nomment 
termes. 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  Qx-{-bz=:  a 
renferme  deux  termes^  savoir  :  Qxet'^b. 

L'équation  |ar+7==8x —  la  ,  a  deux  teràies  dansf 
chacun  de  ses  membres ,  savoir  : 

I  a:  et  +  7  dans  le  premier , 

8  a:  et  —  12  dans  le  second.  ' 

:  .        '■■'.,.        .  .     ',       • 

•Quoique  j'aie  pris  au  hasard,  et  pour  servir  d'exem- 
ple y  l'équation ^x-^^jz^Sa: —  la,  ellç  doit  être  consi- 
dérée, ainéi  qi;e  toutes  ceUes  dont  je  parlerai  par  la 
Stuite,  çomm^  venant  d'un  problème  dont  o^ipeut  tÇ),UT^ 
jqprs  trouver  un  énoncé  .en  traduisant  en  langage  ordi-^ 
nairel! équation  proposée.  Celle  dont  il  s'agit  revient  a. 

Trouver  un  nomkr^  x  tel,  qu'en  ajoutant  y  aux  ~  dex,, 
Ifb'.êomme  seitégiUe  àSfoisxmoins  xa.^   - 

De  même,  F  équation  00:+ 6è^^ca7=±=ac  —  bx,  dâné 
laquelle  les  lettres  a,  b,  c-bont  censées  représenter  des 
quantités  connues ,  ¥cf]^ond<â  là  question  suivante  : 

" '  Trouverui}  no/ribré  x  tel,  qû'erile  multtptîûnt par  un 
nombre  àônné  à,  piiis  ajoutant  le  produit  des  deiix 
nombres  donnés  h  etc.  et  "retranchant  de  cette  somme 
te  produit  d^uh  nombre  donné  c  par  le  nombre  x)  on  au 
un  résultat  égal  au  produit  des  nombres  ^  et  c  diminué 
de  celui  de!(  Nombres  b  et  x.       "      ■ 


fc'est  en  3* exerçant  beaucoup  à  passer  du  langage  ordi- 
naire à  récriture  algébrique ,  et  à  rendre  celle-ci  dans  le 
premier,  qu'on  parviendra  à  se  familiariser  ayec  l'Algè- 
bre ,  dont  la  difficulté  ne  consiste  guère  que  dans  la  par- 
faite intelligence  des  signes  et  de  leur  emploi. 

Tirer  d'une  équation  la  valeur  de  l'inconnue ,  ou  par*- 
venir  à  avoir  cette  inconnue  seule  dans  un  membre ,  et 
des  quantités  toutes  connues  dans  l'autre,  c'est  ce  qu'on 
appelle  résoudre  cette  équation. 

Les  diverses  questions  qui  peuvent  se  présenter  con- 
duisant à  des  équations  plus  ou  moins  composées,  on 
a  partagé  celles-ci  en  plusieurs  classes  ou  degrés.  Jç 
vais  m'occuper  d'abord  des  équations  du  premier 
degré.  On  nomme  ainsi  les  éqpations  dans  lesquelles  les 
inconnues  ne  sont  multipliées  ni  par  elles-mêmes ,  ni 
entre  elles. 

De  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  à  une 

seule  inconnue. 

9.  On  a  déjà  vu  que  résoudre  une  équation ,  c'est 
arriver  à  une  expression  dans  laquelle  l'inconnue  seule 
dans  un  membre  sôitegalée  à  des  quantités  connues,  cpni- 
.  binées  entre  elles,  par  des  opérations  qu'on  sache  effec- 
tuer, n  suit  de  là  qu'il  faut ,  pour  amener  une  équation 
à  cet  état,  cZegoger  l'inconnue  des  quantités  connues  avec 
lesquelles  elle  se  trouve  combinée  ',  or  l'inconnue  peut 
se  trouver  mêlée  de  trois  manières  ^  avec  les  quantités 
connues  : 

1®.  P^  addition  et  soustraction ,  comme  dans   les 
équations  _ 

Élém.  d'Algèbre.     i4*  édition.     ^  a 
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Q^,  Par  addition^  soustraction  et  multiplication^ 
Gomme  dans  les  équations 

û  x  —  6  =ca: -f"  d; 

'  3^.*  Enfin  par  adi&tion^  soustraction ,  multiplication  et 
division ,  comme  dans  les  équations 

fix  .  ,     Tnx  '   p 

On  dégage  Finconnue  des  additions  et  soustractions 
où  elle  entre  avec  desgusmtités. connues,  ^1  rassemblant 
dans  un  seul  membre  tout  les  termes  où  elle  se  tfouye  ; 
et  pour  cela ,  il  faut  savoir  faire  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  un  autre. 

10.  Par  exemple  y  dans  l'équation 

il  faut,  passer  le  terme  4^  du  second  membre  dans  le 
premier ,  et  le  ternie  —  5  du  premier  jdans  le  second. 

Pour  cela,  on  doit  observer  qu  en  effaçant  ^^  4^  ^'^^'^ 
le  second  membre ,  on  le  dimÎBue  de  la  quantité  4  x ,  et 
qu'il  faut  opérer  la  niême  soustraction  sur  le.  premier 
membve,  pour  jcoitserv^r  régalité  de  ce&  deux  mem- 
bres ;  en-  écrira  donc  —  ^x  dans  le  premier  membre , 
qui  deviendra  7 x  — ^5  —  ^x\  et  Ton  aura 

7a?  — 5 — 4^=^^' 
Effacer —  5  du  premier  membre,  c'est  supprimer  la  sous- 
traction indiquée  de  5  unités  ;  c'est  par  conséquent 
augmenter  ce  membre  de  5  unités  ;  on  doit  donc  y.pour 
conserver  l'égalité ,  augmenter  au9.si  le  second  membr^ 
de  5  unités,  ou  écrire-)-  ^  ^^^^  ce  membre  :  il  deviendra 
la  -f-  5  ,  et  l'on  aura 

7  X    ^X^=Z    l^'^'Sm 


I 
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En  eiFectuantles'opémtioiis  indiquées  ^  il  en  résultera 
l'équation  3  a:  =17. 

•Pdr  ce^  raisbnnfemens  y  qu'on  peut  ^pliquer  à  quelque 
exemple  que- ce  soit /on  voit  *  qii*en  effaçant  dans  un  ^ 
jBi^nibi^e  Uniterme  âSFecté  du  signe  4-  >  «t  qui  par  consé- 
quent augmentait  ce  membre /il'fautsoustraire  ce  terme 
de  l'autre  membre^  oul'y  écrir&ayec  le  signe  — -;  qu'au 
contraire ,  quand  le  terme  qu'on  efface  a  le  si^e  — , 
comme  par  sa,  présence  il  diminuait  le.  membre  où  il  était^ 
il  'faut  augmenter  l'autre  membre  -du  imâme  terme, 
ou  ly  écrire  avec  le  signe  +•  On  conclura  de  là  cette 
règle  générale  : 

Pour  faire  passer  un  te fme  quelconque  d'une  équation, 
d'un  membre  dans  l'autre,  il  faut  V  effacer  dans  le  mem-' 
bre  où  il  se'  trouve,  et  l'écrire  dans  l'autre  avec  un  signe 
contraire  à  celui  qu'il  avait  d'abord. 

Pour  mettre  cette  règle  en  pratique,  il  faut  faire  at- 
tention que  le  premier  terme  de  chaque  membre,  quand 
îl  n'est  précédé  d'aucun  signe ,  est  cenâé  avoir  le  signe  -j-. 
C'est  ainsi  qu'en  passant  le  terme  ex  de  l'équation  litté- 
rale ax  —  b=:cx'\-d,  du  second  membre  dans  le  pre- 


mier ,  on  aura 


ax  —  fr*— carçrtd;  • 

passant  ensuite  le  terme — ^  b  du  premier  membre  dans  le 
second ,  îl  viendra  % 

11.  Par  le  moyen  de  la  règle  précédente  y  on  peut 
d'abord  réunir  dans  un  desmenlbres  tous  les  termes  af- 
fectés de  l'inconnue ,  et  dans  l'autre  toutes  les  quantités 
connues  ;>' et  sous  cette  forme  ,  le  membre  où  se  trouve 
l'inconnue,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs ,  dont  l'un  ne  contient  que  des  quantités  données , 
tt  doht l'aûtte  elBt  l'inconnue-seule. 

Gètte  sîm|»lification  se  présezxte'd*elle<-mémetoute»les 

s.. 
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fioià  que  Féquation  proposée  est  numérique ,  et  qu  elle  ne 
contientpoint  de  fractions^  parce  qu'alors  tous  les  termes 
affectés  de  l'inconnue  se  réduisent  à  un  seul.  Si  l'on 
avait»  par  exemple,  iox  +  7a:  — ax=a5  4-7;  en 
efFectuant  les  opéiations  indiquéesdans  chaque  membre, 
on  trouverait  successivement 

17a:  —  ax  =  32, 

et  I Sx  se  décomposant  dans  les  deux  facteurs  i5  eto?, 
on  aurait  le  facteur  inconnu  x,  en  divisant  par  le  fac- 
teur donné  i5,  le  nombre  3a  égal  au  produit  i5x: 
il  viendrait 

_5a 

i5 

La  décomposition  se  fait  de  même  dans  les  équations 
littérales  semblables  à 

ax:=zbc', 

parce,  que  le  terme  ax  désigne  immédiatement  le  pro- 
duit de  a  par  x  :  on  en  conclut 

a  ' 
Spit  maintenant  l'équation 

ax — fta:-f-  cx=:ae'-^  bc , 

qui  contient  trois  termes  affectés  de  Finconnue.  Puisque 
aXybx,  ex ,  représentent  les  produits  respectifs  de  a? , 
par  les  quantités  a,  b,  c,  l'expression ax^-b x^^-c  x , 
traduite  en  langage  ordinaire,  donne  cette  phrase  : 

De  X  pris  d^ abord  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  a^  retranchez  autant  de  fois  xqu'ily  a  d'unités  dans 
b,  et  ajoutez  au  résultat  la  même  quantité  x  prise  au'^ 
tant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c. 

Il  suit  de  là  qu'en  tout  l'inconnue  x  se  trouve  prise 
autant  de  fois  cpi'il  y  a  d'unités  dans  la  différence  des 
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nombres  aet  6,  augmentée  du  nombre  c,  c'est-à-dire  autant 
de  fois  que  le  marque  le  nombre  a  -^  &  -1-  c  :  les  deux 
facteursdu  premier  membre  sont  parconiBéquentâ— &4~^ 
et  X  :  on  a  donc 

ac — be 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tout  autre 
exemple  ,  fait  voir  cjuaprës  la  réunion  dans  un  seul 
membre ,  des  divers  tenne^  contenant  V inconnue  y  lefac- 
teuf  qui  multiplie  cette  inconnue  se  forme  de  toutes  les 
quantités  qui  la  multiplient  isoleraient,  assemblées  Oifec 
les  signes  dont  elles  sont  précédées;  ef  on  obtient  l'inr 
connue  en  divisant  le  membre  tout  connu  parle  facteur 
dont  il  s'agit. 

Diaprés  cette  règle ,  Féquation  ctx— »-3x=Jc  donne 

bc 

x= =-. 

)  a — 3 

De  même  Féquation  x-|-aa:=c  —  d  conduit  à 

xr=: — j — , 
1  -}-a 

j)arce  qu  il  faut  obseirer  que  la  lettre  x  étant  seule  , 
doit  être  regardée  comme  multipliée  parTùnift.  On  yoit 
d'ailleura  que  dans  x-)-  a  x ,  l'inconnue  x  se  trouye  con- 
tenue ime  foisde  plus  que  dans  a  x ,  et  est  par  conséquent 
midtipliée  par  i  -f-  a. 

12.  Il  est  visible  que  si  tous  les  termes  dé  l'équation 
contenaient  un  facteur  commun ,  on  pourrait  supprimer 
ce  facteur  sans  troubler  l'égalité ,  puisqu'on  ne  ferait  que 
diviser  par  un  même  nombre  toutes  les  parties  des  deux 
quantités-que  l'on  suppose  égales  entre  elles,. 

^it  pour  exemple  l'équation 

6a6x— 9&cd=iaft  dx+  i5a  Je. 
J'observe  dFaJbord que  les  aombres 6,  9.»  la  et  iS^sonf 


di^visiblea  par  3  ;.  et  en  supprâiiants  ce  Sacteur ,  je  iie  focai 
que  prendre  le  tiers  d&  toutes,  ke  quantitiéa  qiù  fonnent 
réqiàadoa  :  j'aurai^  aprè9>e«tte réduction, 

Qabx — 3&c<2=4^^^"f*^  ^^ ^• 

J'observe  ensuite  qne  lalettre  b,  combinée  dans  chaque 
terme  par  voie  de  multiplication ,  indique  un  facteur 
commun  à  tous  ces  termes  ;.  jt  la  supprimer^  dpxic. 
aussi  2  et  il  tiendra 

d  ax  —  3  c  £2=4  c2a(4^5ac<^ 

Eh  appliquant  à  cette  dernière  équation  les  règles  des 
numéros  lo  et  1 1 ,  j'en  tirerai  successivement , 

5ac-f-3c<{ 
a  a  —  4^ 

i3.  Je  passe  maintenant  aux  équations  dont  les  termes 
ont  desdiviseurs.  On  pourrait  leur  appliquer  immédiate^ 
mentles  règles  précédentes,  toutes  lesfois  queTinconnue 
n'entre  point  dans  les  dénominateurs  ;  mais  il  est  souvent 
plus  simple  de  ramener  tous  les  termes  au  mên^e  dénomi- 
nateur, (j^'on  peut  supprimer  ensuite. 

Soit,  par  exemple ,  Téqnation 

Six  '  ^    ,       ékX    .  hx 

J*observerai  que  1* Arithmétique  fournit  des  règles  pour 
réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  et  pour 
convertir  des  entiers  en  fractions  d'une  espèce  donnée 
(  Arithm.  69 ,  67) ,  et  je  transformerai  par  ces  règles^ 
en  fractions  de  même  dénoiçinateur ,  tous  les  termes 
de  réquation  proposée. 

En  commençant  d'abord  pfu:  les  fractions ,  qui  sont 

Qx  4^  ^^ 
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je  les  changerai ,  par  là  première  ides  règles  citées^  en 

5><2X££  3><VX4f  3x5x5a; 

3x5X7  '  3x5X7  '  3x5x7* 

puis  pour  convertir  les  entiers  4  et  i  a  en  fractions,  il  n  y 
aura  plus  qu*à  les  multiplier  par  le  dénominateur  com- 
mun dès  fraotionB ,  savoir ,  par  3  X  S'X  7  >  et  Ton  aura 

3x5X7X4/        3x5X7Xia. 

Replaçant  ensuite  tous  ces  termes  dans  l'équation  pro- 
posée ,  elle  détiendra  ' 

5X7XQ^  I  3x5X7X4 
3x5X7  3x5X7 


3X7X4a?  , 

~  z  x5  xy  ^ 


5x5X7Xia      3:x5x5a; 


3x5X7  3X5X7    * 

et  Ton  y  pourra  supprimer  le  dénominateur ,  puîs(Ç[u*on 
ne  fera  par  là  que  multiplier  toutes  ses  parties  par  ce 
aénominateur  (  Arithn,  54y>  ce  qui  ne  saurait  troubler 
l'égalité.  D  viendra  '^  âpres  cette  suppression ,  '  '  * 

•         5X7X2a?  +  3x5X7X4 
=3X7X4^  +  3X5X7X1?  — 3x5x  5a;, 
ou  70x  +  4ao  =  84a?*f"ia6o  — 75a7, 

équation  sans  dénominateur ,  de  laquelle  on  tireJNi  la 
valeur  de  xp'ar  les  rîègles  précédentes. 

L'inspection  du  résultat  ci-dessus^  et  même  l'applica.- 
tion  seule  des  règles  d' Aritjimétique  citées ,  fait  voir  évî- 
déniaient  que ,  dans  rbp.éi'âtiôil  doût  il  s'agrt ,'  \es  nUmé- 
irateurs  de  chaque  fiàction  doioeftt  êtt^  multipliés  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres ,  les  en* 
tiers,  parte  produit  dé  toUs  leé  d^noininatéurs ;  et  il  nm 
faut  tenir  aucun  compte  du  dénominateur  commun  des 
fractions  résultantes,  « 

ti' équation  70  a?  4-  4^0  =84  a;  -f  1  aSo— 75a7devient 
successivement         ...  ^    .  , 


â4 
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70  X 

-f  75a:- 

-S4x  = 

lîîGo- 

-420 

6ix=: 

840 

- 

X  — 

840 
61  - 

=  i3f. 

01 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  littérales, 
en  observant  qu'on  ne  peut  alors  qu'indiquer  les  multi- 
plications ,  qui  s'effectuent  lorsqu'il  s'agit  des  nombre^. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

ax         dx  ^  fg 

oh  en  déduira 

eh  X.ax'^beh  X  c=i  A  X  dxr\^beXfg, 
résultat  qu'on  peut  écrire  plus  simplement  en  plaçant^ 
conformément  à  la  convention  établie  dans  le  n**  7,  a 
côté  les  uns  des  autres ,  sans  interposition  de  signe  ^  les 
facteurs  de  chaque  produit ,  et  en  intervertissant  l'ordre 
des  multiplications  pour  conserver  l'ordre  alphabétique , 
plus  facile  dans  renonciation  des  lettres  :  il  viendra 

acAx— *6ceA=6dAx-|-  befg, 
d'où  l'on  conclura 

,aehx'^bdhxz==.b efg '{"bceh , 

h  efg  '^bceh    ^ 
aeh — bdh 

14.  Quoiqu'on  ne  puisse  donner  apcune  règle  géné- 
rale et  précise  pour  fotmer  l'équation  d'une  question 
quelconque  ,  il  existe  cependant  un  précepte  dont  l'ap- 
plication bien  entendue  ne  manquerait  pas  de  conduire 
^u  but  proposé.  Voici  ce  précepte  : 

Indiquer,  à  l'aide  des  signes  algébriques,  sur  les  quan- 
tités connues ,  représentées  soit  par  à2s  nombres ,  soii 
par  des  lettres,  et  sur  les  quantités  inconnues  représentées 
toujours  par  des  lettres,  les  mêmes  raisonnemens  et  hs 
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mêmes  opérations  qu'il  faudrait  effectuer  pour  vérifier 
les  valeurs  des  inconnues,  si  elles  étaient  données» 

Pour  en  faire  usage^  il  faut  d  abord  déterminer  avec  soin 
quelles  sont  les  opérations  que  Ténoncé  de  la  ques~ 
tion  renferme ,  soit  explicitement ,  soit  implicitement  ; 
mais  c'est  précisément  en  cela  que  consiste  la  difficulté 
de  mettre  en  équationmi  problème  proposé. 

Voici  quelques  exemples  pour  montrer  l'application 
du  précepte  ci-dessus.  J'ai  choisi  les  deux  premiers  parmi 
les  questions  résolues  en  Arithmétique,  a£n  de  montrer  la 
facilité  que  l'écriture  algébrique  apporte  au  développe- 
ment des  énoncés. 

I^.  Soient  deux  fontcdnes ,  dont  la  première,  coulant 
seule  pendant  â^j,  remplit  un  certain  bassin,  et  dont  la 
seconde  remplit  le  même  bassin  en  coulantseule  pendant 
3**  I  ;  combien  faudrc^t-il  de  temps  pouf  qu'il  soit  rempli 
par  les  deux  fontaines  coulant  à  la  fois? 

Si  ce  temps  était  donné,  on  le  vérifierait  en  calculant 
les  quantités  d'eau  versées  par  chaque  fontaine,  et-réu- 
nissant  les  résultats ,  on  s'assurerait  qu'ils  composent  la 
totalité  de  l'eau  que  peut  contenir  le  bassin. 

Pour  former  l'équation,  on  désignera  par  x  le  temps 
inconnu ,  et  on  indiquera  sur  x  les  opérations  énoncées 
ci-dessus  ;  mais  afin  de  rendre  la  solution  indépendante 
des  nombres  donnés ,  et  même  d'abréger  l'expression 
de  ceux  de  l'énoncé  qui  sont  fractionnaires  ,  on  les 
représentera  aussi  par  des  lettres;  on  pourra  écrire  a  au 
lieu  de  a*»  ^,  et  6  au  lieu  de  3*»  |. 

Cela  posé ,  en  prenant,  comme  en  Arithmétique ,  la 
capacité  du  bassin  pour  unité ,  on  verra  que 

La  première  fontaine  qui  le  remplitseule  en  un  nombre  a 
d'heures^  y  verse ,  ^ans  une  heure ,  une  quantité  d'eau 

marquée  par  la  fraction  - ,   et  que  par  conséquent  elle 


a^6  à  la  à  M  B  N  s 

fournira  dans  un  nombre  x  d'heures  la  quantité  x  X  -*  f 


a 


X 


ou  -  (^r^Am.  $3)« 


a 


La  seconde  fontaine  ^  qui  remplit  le  même  bassin  en 
ba  heures .  y  verse .  dans  Une  heure .  une  quantité  d  eau 

.  j  ■  '  •      •      '         ■  . 

.exprimée  par  la  fraction  ^;  çt  par  conséquent  dans  un 
nomi^re  x  ^'heures ,  eUe  fournira  la  quantité  x^-rovir-  ' 


/• 


\a  qiianti,t4  ^9^àle  4*eau  fournie  par  \«8  deux  fontaines 
sera  donc 

X  ,  X 

et  cette  quantité  devant  égaler  celle  que  contient  le 
Bassin ,  et  qtd  a  été  prise  pour  unité  /  on  aura  enfin 
l'équation  * 

X  .  X 

a  .  ç» 
Cette  équation ,  traitée  par  lies  règles  précédentes ,  con- 

ab 


X 


b^a  ' 


La  dernière  formule  donne ,  pour  résoudre  tous  les 
cas  de  fa  question  proposée  »  cette  règle  prt  simple  : 

Divisez  le  produit  des  nombres  qui  marquent  le  temps 
que  met  chaque  fontaine  en  particulier  à  remplir  le  bas- 
sin,  par  la  somme  de  ces  nombres;  le  quolienlmdrqwra 
^  temips  qu'il  faudra  aux  deux  fontaines  pour  le  remplit 
sijpuUanéTç^nt. 

En  appliquant  cette  règle  aux  nombres  de  l'énoncé  j 


d'où 
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^ 7± ? 


tri^iXA  çllfis  j^e^  m4me^  KÇpifP^s  que  les  nhmbtès^  4pJ}Aii 
m,  n  et^. 

Il  est  Y^sibli^qae  layérificatioi^  de  la  questiçi^se  fç^ait 
çomn^e  ilsiiit: 

Èa  désignant  par  Ji;\sii'^  partie ,  on  aurait 

ni:» ::x;lafl*  partie  =  T — lArithm.  iiG.) 

^    -   '  ■  -         f  Wi  ' 

m:p::x:la3« partie  =P--;  ^ 

* 

et  réui^issant  les  trois  parties  ^  }1  faudrait  (rouYfr  le 
|ion4)rç  4  P^^^Ç^  •  o^.  ^]>F§  donc  l'équation 

^  nx  ^ px 

En  ré4uisant  tous  ses  termes  au  dénominateur  m ^  elle 
deviendra 

7HwC-f-7lX-|-pX  =  fl  7?l, 

jPÎ  PC  ÇÇ  tfrera 

£e  résultat  p'est  que  la  traduction  algébrique  de  la 
règU  de  société  (  jénûim.  ist4)  ;  car  ed  regardant  les 
noinbref  m^,»,  p^  comme  désignant  Içs  nÛBes  des  mar<- 
obauds^  jn4*^'^P  est  la  mise  totale^  a  le  bénéfice  ^ 
panlager ,  etrezpreasion  ^, 

X  =  — —  indfaue  Qu*une  part  s'obtient  en  multi'' 
^  m+n+p       ^      ^  r  .^,~,.. 

^&uil  ia  mis§  correspondante  par  le  bin^e  total ,  et 


* 
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en  diviscatt  le  produit  par  la  somme  des  mises ,  ce  qui 
revient  à  la  proportion 

la  mise  totale  t  une  mise  particulière 
1 1  le  gain  total  l  au  gain  particulier. 

i5.  La  formation  de  Féquation  du  problème  suivant 
exige  des  observations  particulières  qui  ne  se  sont  pas 
encore  présentées. 

Un  pêcheur,  cifin  d'encourager  son  fils,  lui  promet 
5  centimes  par  chaque  coup  de  filet  dans  lequel  il  aura 
pris  du  poisson,  mais  aussi  il  remettra  à  son  père  3  cen- 
times pour  chaque  coup  infructueux,  ^près  ip  coups 
de  filet ,  le  père  et  le  fils  règlent  leur  compte*  Le  premier 
doit  au  secondes  centime,  Combieny  a-t^ileu  de  coups 
de  filet  heureux  ? 

Si  Ton  représente  le  nombre  de  ces  coups  par  x ,  le 
nombre  des  coups  infructueux  sera  la  — a:;et  si  ces 
nombres  étaient  donnés ,  on  les  vérifierait  en  multipliant 
5  centimes  par  le  premier,  pour  obtenir  ce  que  le  père 
doit  donner  au  fils,  et  3  centimes  par  le  second,  pour 
avoir  ce  que  le  fils  doit  remettre  au  père  :  le  preiQier 
nombre  devrait  surpasser  le  second  des  28  centimes  que 
le  père  doit  à  son  fils. 

On  aura  pour  le  premier  nombre ,  a;  de  fois  5  centimes 
ou  5x.  A  l'égard  du  second  nombre ,  il  se  présente  une 
difficulté  :  comment  obtenir  le  produit  de  3  par  la  <—  x? 
Si ,  au  lieu  de  a;,  il  y  avait  un  nombre  donné ,  on  effec- 
tuerait d'abord  la  soustraction  indiquée,  puis  on  multi- 
plierait 3  par  le  reste  ;  mais  pour  le  moment  la  chose 
n'est  pas  possible,  et  il  faut  tâcher  d'effectuer  la  multi- 
plication avant  la  soustraction ,  ou  au  moins  de  ramener 
le  résultat  à  un  ensemble  de  termes  algébriques  sem- 
blables à  ceux  que  contiennent  les  équations  qu'on  sait 
résoudre. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  1  a  fois 
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le  nombre  3 ,  on  répète  3  autant  de  fois  de  trop  qu'il  y  a 
d*tmitésdansle  nombre  x,  dont  on  aurait  dû  préalable- 
ment diminuer  le  multiplicateur  la ,  en  sorte  que  le  véri- 
table produit  sera 

36  diminué  de  3  pris  x  fois  ou  def  3  x  ^  . 
ou  36  —  3  X. 

Cette  conclusion  peut  se  yérifier  facilement ,  en  don- 
nant à  X  des  valeurs  numériques.  Si ,  par  exemple  y  x 
était  égal  à  8  ^  on  aurait  3  à  prendre  12  fois  —  8  fois , 
et  si  on  négligeait  — •  8  fois ,  on  mettrait  dans  le  résultat 
8  fois  de  trop  le  nombre  3  \  le  vrai  produit  serait  donc 

3X  12  —  3  X  8  =  36—24=  12. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qu'on  obtiendrait  en  Re- 
tranchant d'abord  8  de  12  ;  car 

12—8  =  4        et        3X4  =  *a. 

Cela  posé ,  puisque  l'argent  dû  par  le  père  a  son  fils 
est  exprimé  par  5x^  et  que  celui' que  le  fils  doit  à  son 
père  est  exprimé  par  36  —  3x ,  il  faut  que  le  second 
nombre  retranché  du  premier,  donne  pour  reste  28; 
mais  encore  ici  nouvelle  difficulté  :  comment  retrancher 
36  —  Zx  de  5x,  sans  avoir  soustrait  d'abord  3x  de  36  ? 

On  élude  cette  difficulté  en  observant  que  si  Ton  né- 
gligeait le  terme  —3a:,  et"  qu'on  retranchât  de  5  x  le 
.nombre  36  tout  entier ,  on  aurait  nécessairement  ôté  3  x 
de  trop  ,  puisque  ce  n'est  qu'après  avoir  diminué  36  de 
3x,  qu'il  faut  le  retrancher  de  5x.  Ainsi,  la  différence 
5x — 36  doit  être  augmentée  de  3x  pour  former  la 
quantité  qui  doit  rester  après  qu'on  a  ôté  de  5  x  le 
nombre  exprimé  par  36 — 3x  :  cette  quantité  sera  donc 

5x— 36  4-3xi 

et  on  aura  l'équation 

5x— 36  +  3x=:28, 


3o  à  Jj  i  A  k  if  s 

qui  rbvierit  successivement  à 

8a:=64, 
^=4^  ==8- 
Il  y  a  donc  eu  8  coupa  de  filet  heureux  et  4  d'infrUc^ 
ti^eux. 
En  eiFet^  8  coups  à  5  centimes /donnent 4o  centimes, 
4  ^oups  à  3  donnent  la 

différence sS 

comme  l'exige  Fénoncé  de  la  question. 

Si  on  youlaît  rendre  la  solution  générale^  on  repré- 
senterait par  a  la  somme  que  le  père  donne  à  son  fils  pour 
chaque  coup  de  filet  heureux^  par  h  celle  que  le  fils 
rend  à  son  père  pour  chaque  coup  de  filet  infructueux , 
par  c  le  nombre  total  de  coups  de  filet ,  et  par  J  ce  que 
le  père  doit  à  son  fils  après  ce  nombre  de  coups.  En 
désignant  toujours  par  x  le  nombre  de  coups  heureux, 
c-^x  serait  celui  des  coups  infructueux  ;  chaque  coup 
de  la  première  espèce  valant  au  fils  une  somme  a /x  coups 
' vaudraient  ay^xonox,  et  les  coups  infructueux  vau- 
draient au  père  la  somme  b ,  multipliée  par  le  nombre 
c  — a:. 

'  tie  f  aSsorinemènt  par  lequel  on  a  trdùvé  tes  jparties 
dont  se'  compose'  lé  produit'  de  3  par  i  a  —  x^  8*àppliqde 
égalenient  au'  cas  général.  Si  on  néglige  d*àbord  -^  x 
pour  former  le  produit' ic,  de  b  par  c  tout  entier ,  la 
AÔmme  b  sera  répétée  a?  fois  de  trop ,  et  par  conséquent 
le  véritable  produit  sera  Se  —  bx. 

Pour  retrancher  ce  produit  de  la  somme  ax/ilfatit 
observer  aussi ,  comme  dans  l'exemple  numérique ,  que 
si  on  retranchait  la  quantité  £c  toute  entière,  on  ôterait 
de  trop  la  quantité  bx  dont  la  première  doit  être  dimir 
nuée  d*abord  ;  et  que  par  conséquent  le  véritable  reste 
n*est  pas  seulenient  ax-^bc^  mais  qX'^bc'-\-'bx. 
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Cette  somme  devant  être  égale  à  ii ,  réîjuaitioQ  cfu 
problème  sera 

et  donnera 

a  +  6 

Cette  formule,  générale  indiquant  quelles  opérations 
i^ faut  faire  sur  les  nombres  donnés  a,  b,.c,d,  poi^r 
«  obtenir  Tinconnue  x^  on  peut  ou  la  traduire  enrègûjpa 
bien  y  écrire  à  la  place  des  lettres  a,  b,  c,  d,  les  nombres 
adonnés;  le  dernier  procédé  est  ce  qu*on  appelle  ^ui^^^u^r 
fies  yaleujTsdes  donnée^iPu  mettre  la  formule  eji  nombres. 
En  y  appliquant  ceux  de  Texemple  ci-dessus ,  il  vient 

'       .«84-3X13 
*—      5+3      * 

et  en  efFectùant  les  opérations  indiquées ,  on  a ,  comme 
plus  haut  j 

X- — g — =-^_B. 


Méthodes  pour  effectuer  ^  atttant  quHl  est  possible,  les 
opérations  indiquées  sur  les  quantités  représentées  par 
des  lettres. 

i6.  La  question  précédente  a  fait  voir  qu'il  fallut ^ 
daiiscertainscas^  décomposer  enmùltiplibatîonàpartiellés 
une  multiplication  indiquée  sur  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  plusieurs  quantités  ;  et  dans  le  numéro  1 1  ^  on 
a  fait  pjcécisén^ent  le  contraire  »  en  décomposant  la  quan- 
tité û  X  —  6x-fr  c  :ç ,  ^i  représente  le  résultat  de  plu- 
sieurs midliplication^.  suivies  d'additions  et  de  soustrac-^ 
tions ,  dans  les  deux  facteurs  a— *ft-(*  ^  ®^  ^>  V^  nior^ 
diquent  qu'une  seule  mult^Ucation  précédée  d*addition 
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et  de  soustraction.  Les  raisonnemensdont  on  s  est  servi 
dans  ces  deux  circonstances,  peuvent  être  réduits  en* 
règles;  et  il  en  résultera,  sur  les  quantités  représentées 
par  des  lettres ,  des  opérations  qu'on  a  appelées  multi" 
plicatien  et  divisipn  algébriques,  par  Tanalogie  qu'elles 
ont  avec  les  opérations  de  l'Arithmétique  qui  portent 
le»  mêmes  noms. 

On  a  conçu  par  la  niême  analogie  deux  opérations 
algébriques  qui  portent  les  noms  d* addition  et  de  soiis- 
traction,  et  dans  lesquelles  on  a  pour  but  de  réunir  en 
une  seule  plusieurs  expressions  algébrique^,  ou  de  les 
retrancher  l'une  de  l'autre;  mais  ces  opérations ,  coiiùiie 
les  précédentes ,  diflRèrent  de  celles  de  l'Arithmétique  , 
en  ce  que  leurs  résultats,  n'étant  le  plus  souvent  que  des 
indications  d'opérations  à  effectuer  ,  ne  présentent 
qu'une  transformation  des  opérations  primitivement 
indiquées,  en  d'autres  qui  produisent  le  même  effet.  Il 
arrive  seulement,  ou  qu'on  simplifie  les  expressions,  ou 
qu'on  leur  donne  une  forme  propre  à  manifester  les 
.conditions  qu'il  faut  remplir. 

Pour  expliquer  ces  opérations,  on  appelle  quantités 
monômes  ou  simpletnent  monom^es ,  celles  qui  n'ont 
qu'un  seul  terme  ,  comme  +Aa,  — Zab,  etc.;  binômes 
celles  qui  en  ontdeux,  comme  a-{-6,a— i,  5a— 9x,  etc.; 
iri/iOTriej  celles  qui  en  ont  trois,  quadrinomes  celles  qui 
en  ont  quatre ,  et  en  général  polynômes  les  quantités 
composées  de  plusieurs  termes.  Il  est  bon  d'observer 
qu'on  appelle  aussi  les  monômes  quantités  mcomp/exe^, 
.et  les  polynômes  quantités  complex^s^ 

De  T addition  des  quantités  algébriques. 

17.  L'addition  des  quantités  monômes  se  fait  eh  les 
joignant  par  le  signe  -f-  ;  c'est  ainsi  que  b  ajouté  scvet  a 
j'indique' par  a  +  6.  Mais  lorsqu'on  se  propose  d'ajouter 


/ 


d'  A  li  c  i:  B  H  E.  33 

ensemble  des  expressions  algébriques ,  on  à  eh  même 
temps  pour  but  de  simplifier  le  résultat,  en  le  réduisant 
lauplus  petit  nombre  de  termes  possible,  parla  réunion 
de  plusieurs  de  ces  termes  en  un  seul. 

Cette  réunion  est  celle  qui  a  été  efFëctuée  dans 
les  numéros  â  et  5,  en  réduisant  la  quantité  x^x 
à  ax ^  la  quantité  x+x^x  à 5x.  Elle  ne  peut  avoir 
lieu  qu'à  l'égard  des  quantités  exprimées  par  les  mêmei^ 
lettres,  et  ^u'on  appelle  pour  cette  raison  quantités 
semblàbUi.  On  régarde  la  quantité  littérale  comme  une 
unité  qui  de  trouYè  répétée  un  certain  nombre  de  fois; 
c'est  ainsi  que  les  quantités  aa  et  3a ,  considérées  comme 
deuxettrois.unités  d'une  espèce  particulière,  forment, 
par  leur  addition,  5a,  ou 5  unités  de  même  espèce.  De 
même,  4ob  et  5ab  forment  Qob, 

Dans  ce  cas ,  l'addition  s'opère  sur  les  chiffres  qui  pré- 
cèdent la  quantité  littérale^  et  qui  indiquent  combien  de 
foi»  elle  est  répétée.  Ces  chiffres  se  nomnient  coefficiens. 
Le  coefficient  est  donc  le  multiplicateur  de  la  quantité 
devant  laquelle  il  est  placé  ;  et  il  faut  se  t^çpeler  quô 
lorsqu'il  n'est  pas  écrit ,  il  est  égal  à  l'unité  ;  car  i  a  est  la 
même  chose  que  a. 

i8.  Lorsqu'il  s'agit  de  réunir  des  quantités  quel-^ 
conques,   comme 

#  4^  +  ^^  ®t  ac-|-5J, 

le  total  doit  être  évidemment  comiposé  de  toutes  les  parties 
ajoutées  ensemble  ;  il  faut  donc  écrire 

4a  +  5ft  4-  ac  +  3». 
Si  l'on  avait  au  contraire 

4a  4- 56  et  ac  — M, 

il  faudrait,  dans  la  somme,  écrire  avec  le  signe  — ,  on 
indiquer  comme  soustractive,la  quantité  Zd^  qui,  devant 
être  retranchée  de  2c,  diminuerait  nécessairement  d'au- 

Elém.  d'j4lgèbxe.  i4®  édition.  3 
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tant  la  somme  qu'on  formerait  en  réunissant  qc  avec 
la  première  des  quantités  proposées  ;  et  l'on  aurait 

Ces  deux  exemples  font  voir  que  l'addition  algébrique 
des  polyiiomes  s'effectue  en  écri^fant  à  la  suite  les  unes 
des  autres ,  avec  leurs  signes ,  les  quantités  qu'il  faut 
ajouter j  et  en  observant  que  les  termes  qui  ne  sont  pré- 
cédés d'aucun  signe,  sont  censés  avoir  le  signe '\', 

L'opération  ci-dessus  n'est,  à  proprement  parler, 
qu'une  indication  par  laquelle  la  réunion  de  deux  quan- 
tités complexes  est  ramenée  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion d'un  certain  nombre  de  quantités  monômes  \  mais  si 
les  expressions  à  aijouter  contenaient  des  termes  sem- 
blables ,  on  pourrait  réunir  ces  termesea  opérant  immé- 
diatement sur  leurs  coefficiens. 

Soient,  pour  exemple ,  les  expressions 

4^  +  9  ^  "^^  ^ j 
a  a  —  3c -f-4^> 
7^4-    c  —  6 ^ 

la  somme  indiquée  sera,  d'après  la  règle  précédente, 

4  a  -f  9  b  —  2c-|-2a  — 3  C'^^d^jb-\-C'^e* 

Mais  les  termes  4  a  et  -{-  aa  étant  formés  de  quantités 
««mblables,  se  réunissent  en  un  seul  égal  à  6a. 

De  même  les  termes  +96,  +  7  i ,  donnent  166. 

Les  termes  —  2c  et  —  3c ,  tous  deux  soustractifs , 
produisent  dans  le  total  le  même  effet  que  la  soustrac- 
tion d'une  quantité  égale  à  leur  somme ,  c'est-à-dire  que 
la  soustraction  de  5c  ;  et  comme ,  en  vertu  du  terme  -f-c, 
on  aura  d'une  autrepart  à  ajouter  c ,  il  restera  seulement 
à  retrancher  ^c, 

La  somme  des  expressions  proposées  sera  donc  rame- 
née à 

6  a -f  iG  6  —  4 c -f- 4  ^"^  *• 
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I  g .  La  dernière  opération  pratiquée  ci-dessus ,  et  par 
laquelle  on  réunit  tous  les  termes  semblables  en  un 
éeul ,  quelque  signe  qu  ils  aient ,  se  nomme  la  réduction. 
JE  lie  s' effectue  enfai^pnt  la  somme  des  quantifes  ^embla^ 
blés  affectées  du  signe  '■\-f  celle  des  quantités  semblables 
itffectées  du  signe  — ;  puis  en  retranchant  la  plus  petite 
de  ces  deux  sommes  de  la  plus  grande  ^  et  donnant  au 
reste  le  signe  de  la  plus  granJe. 

II  est  à  remarquer  que  1^  réduction  s'applique  à  toutes 
les  opérations  algébriques. 

Voici ,  pour  exercer  le  lecteur ,  quelques  exemples 
d'additions  avec  leurs  résultats. 

1°.  Ajouter  les  quantités 

3  a+gzi— iim-J-  ar* 

11  n — ai-^  m  —  r  -^  s 

-  '  — -"  -  '  ' 

résultat  ym-J-S/i—  i4p  +  i7r+3a-j-9n — iim-f  ar 
+  5p — j^ni^  Sn-^iin — ai —  m —  r  -f-  ^* 

Faisant  la  réduction,  cette  quantité  se  change  en  celle-ci 

—  gm+Si/i  —  9p-|-i8r+3a — a6+j, 
ou       5i  n — 9  m  — 9p-f-i8r-f-3a  —  aft-j-j, 

en  commençant  par  un  terme  qui  ^t  le  signe  -f-. 

a^.  Ajouter  les  quantités 

11  6c-f-4^^~'8ac-|-5cd 
Sac  '•k'jbc  —  *:^ad'\^^mn 
Qcd  —  3a6rf-5ac+a7t 
ga/i— a  ic  —  a  ad^5cd 

résultat  iiic-J-4ad— 8ac-|-5cd-f-8ac+7ic — Qad 
+4m7i-|-acd — 3aô+5ac+fl;i  -j-ga/i — aie 
—  a  ac/+5cd. 

En  réduisant  cette  quantité,  elle  devient 

i6ic+5ac-|-  iac<2+4^^ — 3ai  +  iO£m. 

3#. 
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1 

De  la  soustraction  des  quantités  algébriques, 

20.  La  soustraction  des  monômes  s'indique^  ainsi  qu'on 
en  est  convenu ,  en  plaçant  le  signe»*—  entre  la  quantité 
à  soustraire  et  celle  dont  on  la  soustrait. 

b  soustrait  de  a,  s'écrit  par  a-^b. 

Lorsque  les  quantités  sont  semblables,  la  soustraction 
s'opère  immédiateme];Lt  sur  les  coefficîens. 

Si  de  ba  on  retranche  3a ,  il  vient  pour  resté  20. 

A  l'égard  de  la  soustraction  des  polynômes ,  il  faut 
distinguer  deux  cas.  1®.  Si  la  quantité  à  soustraire  a 
toiîà  ses  termes  affectés  du  signe +,  U  faut  évidem- 
ment leur  donner  le  signe  ~- ,  puisqu'on  doit  retrancher 
successivement  toutes  les  parties  de  la  quantité  à  sous* 
traire,. 

Si,  pac  exemple,  de  Sa  —  96  +  20,  on  veut  ôter 
2rf  -f"  5e  -|-  J^fy  il  faudra  écrire 

s^.  Si  la  quantité  à  soustraire  a  des  termes  affectés  du 
figne  -^ ,  il  faut  leur  donner  le  signe  +.  En  effet,  si  de 
la  quantités,  en  voulait  ôter  6  —  c,  et  qu'on  écrivît 
d'abord  a — fr ,  on  aurait  diminué  ainsi  a  de  la  quan- 
tité b  tout  entière  ;  mais  la  soustraction  ne  devrait  s'ef- 
fectuer qu'après  avoir  diminué  préalablement  b  de  la 
quantité  e  :  on  a  donc  ôté  de  trop  cette  dernière  quantité, 
qu'il  faut  par  conséquent  restituer  avec  le  signe  +,  ce 
qui  donnera  pour  le  vrai  résultat , 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tous  les  cas 
semblables ,  montre  que  le  signe  —  de  c  a  dû  être  changé 
en  +.;  et  en  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  con- 
clura que  la  soustraction  des  quantités  algébriques  s  ef- 
fectué en  écrivant  y  à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  veut 
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soustraire  unç  autre  y  cette  autre ,  après  en  auoir  changé 
tes  signes  +  en  — ?•,  et  les  signes -^^  en  +. 

Lorsqu'on  a  écrit  le  résultat  que  donne  d*abord  la 
règle  énoncée  plus  baut^  on  y  fait^  s'il  y  a  lieu ,  des  ré- 
ductions conformes  au  précepte  éa  numéro  ig>  ainsi 
qu'on  le  voit  dans  les  exemples  suivans  : 

i".  Soustrairede  i7a-f-flm— gô— 4<?+23f^ 
la  quantité. , 5ia—- 270+110— 4 rf. 

Résultat i7Ç5  +  a/n — g,b  —  4c+M5d 

— 5i  a +37  6  —  niç+^rf. 

Opérant  la  réduction,  cette  quantité  devient 

—  34a-{-S7n-)- 186 —  i5c+37rf^, 

ou  bien 

ûth — 34a-f-i8fr  —  i5c-|-S7A 

a'*.  Soustraire  de  5  ac— Soè+gic— 4^'** 
laquantité Sam — Qab-^iiac — jcd. 

Résultat Sac-^Sab  +  ^bc — 4«'» 

—  Sa/râ -f  a  di— n  flfc  +  7ç  ^, 
Opérant  la  réduction ,  il  vient 

—  6ac — Sab'^Qbc —  Hàam-^y  cU, 
ou  96c— 6ac— 6a6 — i2a/»-|-7crf. 

De  bi  multiplication  des  quantités  algébriques.  • 

21  i  Tant  qu'on  n'envisage  dans  les  lettres  que  les 
valeurs  numériques  des  quantités  dont  elles  tiennent  la 
place  ^  on  doit  se  former  de  la  multiplication  algébrique 
1^  même  idée  que  de  la  myltiplication  arithmétique 
(^Arithrn,  21,  74).  Ainsi,  multiplier  Siparh  y  c'est  corn/' 
poser  avec  la  quantité  représentée  par  a,  une  autre  quan^ 
tité,  delà  même  manière  que  la  quafitité  représenté^ 
far  b  Vest  avec  Vunité, 

On  a  déjà  fait  connaître  danij  les  numéros  a  et  7 ,  le* 
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aignes  dont  on  est  convenu  pour  indiquer  la  multiplica* 
tion  ;  et  le  produit  de  a  par  b  s'écrirait  en  conséquence 
soit  par  a  X  ^ ,  on  par  a  .  6,  ou  enfin  par  ab. 

On  a  le  plus  souvent  besoin  d'indiquer  plusieurs  mul- 
tiplications successives  ^  comme  celle  de  a  par  b ,  pm's 
du  produit  q>  b  paf  c ,  puis  de  ce  dernier  produit  par  d , 
et  ainsi  de  suite.  Dans  ce  cas  il  est  évident  que  le  dernier 
résultat  est  un  noi^bre  ayant  "ponv  facteurs  les  nombres 
a ,  ft ,  c^d  (^Ariihm,  aa)  -,  et ,  en  généralisant  la  dernière 
des  conventions  ^appelées  ci-dessus  ,  on  indicfue  ce  pro- 
duit en  écrivant  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  et  sans  a^jr- 
cune  interposition  de  signe  y  les  facteurs  dont  il  est  formé; 
on  a  de  cette  m^ère  l'expression  ahcd. 

Réciproquement ,  toute  expression  telle  que  abcd, 
formée  de  plusieurs  lettres  écrites  immédiatement  à  la 
suite  les  unes  des  autres  y  désigne  toujours  le  produit 
des  nombres  représentés  par  ces  lettres. 

J'ai  déjà  fait  tacitement  usage  de  ces  conven- 
tions, dans  lesquelles  les  coefficiens  numériques  sont 
aussi  compris,  puisqu'ils  sont  évidemment  facteurs  de  la 
quantité  proposée .  En  effet ,  i5abcdy  désignant  la  quan- 
tité a&  emprise  1 5  fois ,  exprime  aussi  le  produit  des  cinq 
facteurs  i5,  a,  b  ^  Cy  d, 

22.  Il  suit  de  là  que  pour  indiquer  la  multiplication 
de  plusieurs  monômes,  tels  que  ^abc  ^  ^def,  5mn,i\ 
faut  écrire  ces  quantités  à  la  suite  les  unes  des  autres , 
«ans  interposition  de  signe,  et  il  viendra 

4ab c5d ef5 m  n ; 

maïs  comme  on  a  fait  voir  en  Arithmétique,  n°  70, 
qu'on  pouvait  intervertir  comme  on  voulait  l'ordre  des 
facteurs  d'un  produit,  sans  que  la  valeur  de  ce  produit 
changeât,  on  profite  de  cette  circonstance  pour  rap- 
procher les  facteurs  numériques ,  dont  la  multiplication 
peut  s'effectuer  par  les  règles  de  l'Arithmétique  :  on 
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conçoit  donc  le  produit  comme  indiqué  dans  l'ordre 
4.S,5abcd efrhn ;  et  effectuant  la  multiplication  des 
nombres  4»  ^  >  3  ^  on  aura  seulement 

&o  ab  cdefmn  (*), 

fl3.  L'expression  d'un  produit  s'abrège  beaucoup  lors- 
qu'il contient  des  facteurs  égaux.  Au  lieu  d'écrire  plu- 
»%urs  fois  de  suite  la  lettre  qui  représente  un  de  ces 
facteurs  ^  on  ne  la  met  qu'une  fois^  et  on  marque  parun 
nombre  combien  de  fois  elle  aurait  dû  être  écrite  comme 
facteur;  mais  parce  que  ce  nombre  indique  des  multi« 
plications  successiyes,  il  doit  être  soigneusement  distingué 
di^  coefGcient  y  qui  n'indique  que  des  additions  ;  c'est 
pourquoi  on  le  place  à  la  droite  de  la  lettre ,  et  un  peu 
au-dessus ,  tandis  que  le  coefficient  est  toujours  écrit  à 
la  gauche  de  la  lettre  et  sur  la  même  ligne. 

D'après  cette  convention ,  le  produit  de  a  par  a ,  qui 
serait  indiqué^  suivant  le  numéro  ai  ,  par  aa,  devient 
a*.  Le  3  supérieur  marque  que  le  nombre  désigné  par  la' 
lettre  a  est  deux  fois  facteur  dans  l'expression  proposée  , 
qu'il  ne  faut  par  conséquent  pas  confondre  avec  2  a ,  qui 
n'est  que  l'abréviation  de  û5+ a.  Pour  bien  sentir  l'erreur 
que  l'on  commettrait  .en  prenant  l'une  pour  l'autre ,  il 
suffit  de  substituer  des  nombres  aux  lettres.  Si  Ton  avait, 
par  exemple ,  ^  =  5 ,  aa  deviendrait  a.Sssio,  et 
a*  =  a  X  a=5. 5  =  35.  • 

En'  continuant  cette  marche ,  on  verra  que  pour  dési- 


')  L'usage  des  symboles  algébriques  abrégeant  beaucoup  la  dé- 
Mtration  de  cette  proposition ,  j'ai  cru  deyoir  la  rappeler  ici  au 


monstration 

moyen  de  ces  symboles. 

Si  l'on  ëcrît le  produit  abc  Je/ comme  il  suit lahc  xde  Xj» 
et  qu'on  change  l'ordre  des  deux  facteurs  du  produit  de  pour  avoir 
ed(Arithm,  27),  il  viendra  abe  X  ed  X/ou  abcedf.  Il  est 
évident  qu'on  pourra,  par  de  nouvelles  décompositions,  amener  tel 
changement  qu'on  voudra  dans  l'ordre  des  facteurs  du  produit  pro- 
pose. 
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gner  un  produit  dans  lequel  a  serait  trois  fois  facteur  ^  il 
faudrait  écrire  a?,  au  lieu  de  a  a  ai  dé  même  cfi  équi- 
valent de  aaaaa,  Teptêsente  un  produit  dans  lequel  a 
est  cinq  fois  facteur. 

.  ^4*  ^^^  produits  formés  ainsi  par  des  multiplications 
successives  d'une  quantité ,  sont  appelés  en  général  j^iiû^ 
séances  de  cette  quantité. 

ItB.  quantité  elle-même ,  ou  a,  se  nomme  la  première 
piûssance. 

La  quantitémultipliée  par  elle-même^  ou  aa,  ou  bien 
a* ,  sest  la  seconde  puissance ,  qu  on  appelle  aussi  le 
quarré. 

La  quantité  multipliée  deux  fois  de  suite  par  elle- 
même  ^  ou  a  aa  ^  ou  bien  cfly  est  la  troisième  puissance  j^ 
qu'on  appelle  aussi  cube  (*). 

En  général ,  une  puissance  quelconque  se  désigne  par 
le  nombre  de  facteurs  égaux  dont  elle  est  formée  :  cfi  ou 
bien  aaaaa,  est  la  cfn^uiéTiie puissance  de  a. 

Pour  montrer  l'application  de  ces  dénominations ,  }e 
prendrai  le  nombre  5,  et  j'aurai 

i'^  puissance  3 

a« 3.3=9 

3* 3.3.3=  9.3=  a/ 

4« 3. 3. 3. 3=27. 3=  81 

5® 3.3.3.3.3=81 .3=34^ 

etc. 

Le  nombre  qui  marque  la  puissance  d*un  autre  se 
nqmme  exposant  de  cet  autre. 


-•- 


(*)  Les  dénominations  àe  quatre  et  de  cuie,  tenant  à  des  bonsidé- 
rations  gëomëtriqnes ,  et  rompant  runifonuité  dans  la  nomenclature 
de  produits  formes  par  des  facteurs  ëgaux ,  sont  très  impropres  en 
Algèbre,  mais  on  les  emploie  fréquemment  à  cause  de  leur  brièvetc. 
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L'exposant,  lorsqu'il  est  ^al  à  Tunité ,  ne  s'écrit 
point  :  a  est  la  même  chose  que  a'. 

•  On  voit  par  ce  qaî  précède  ,  que  ,  pour  former  une 
puissance  d'un  nombre ,  il  faut  multiplier  ce  nombre 
par  lui-même  une  fois  de  moins  qu*il  VLy  a  ^unités  dans 
l'exposant  de  la  puissance. 

â5.  Puisque  l'exposant  marque  le  nombre  de  facteurs 
égaux  qui  forment  Texpression  dont  il  fait  partie ,  et 
que  le  produit  de  deux  quantités  doit  avoir  pour  facteurs 
tous  ceux  qui  forment  chacune  de  ces  quantités ,  il  s'en- 
suit que  l'expression  a^,  dans  laquelle  a  est  5  fois  fac-r 
teur  y  multipliée  par  l'expression  c?,  dans  laquelle  a  est 
3  fois  facteur ,  doit  donner  un  produit  dans  lequel  a 
soit  8  fois  facteur^  par  conséquent  exprimé  par  a\  et 
qu'en  général  le  produit  de  deux  puissances  du  même 
nombre  doit  avoir  pour, eocposant  la  somme  de  ceux  du 
multiplicande  et  du  multiplicateur. 

aS.  n  suit  de  là  que  lorsque  deux  monômes  ont  des 
lettres  communes  f  on  peut  abréger  l'expression  ^upro" 
duit  de  ces  quantités ,  en  ajoutant  tout  de  suite  les  expo^ 
sans  des  lettres  semblables  du  multiplicande  et  du  mut" 
tipUcateur* 

Par  exemple ,  l'expressiqii  an  produit  des  quantités 

a^h^  c  et  a^  b^  c*  J,qui  serait  a*  i^  c  a*  6*  c*  d,  suivant 

les  conventions  du  numéro  âi ,  s'abrège  en  assemblant 

les  facteurs  désignés   par   la  même    lettre^  ce  qui 

donne 

a^al^b^b^cd'd, 

d'où  l'on  conclut 

a^b^  f?d,        ' 
pu  écrivant 

a^  au  lieu  de  (i*a^, 
6*  au  lieu  de  l^  b^ , 
c?  au  lien  de  c  c*  ou  de  c'  c*. 
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537.  De  même  qu'on  distingue  les  puissances  par  le 
nombre  de  facteurs  égaux  dont  elles  sont  formées ,  on 
classe  aussi  les  produits  quelconques  par  le  nombre  des 
facteurs  simples  ou  premiers  qui  les  forment  ;  et  je  don- 
nerai à  ces  classes  le  nom  de  degrés.  Le  produit  a*  b^  ç 
sera,  par  exemple,  du  G®  degré,  parce  qu'il  renferme 
6  facteurs  simples  ,  savoir  :  a  facteurs  a,  3  facteurs  b  et 
1  facteur  c.  Il  est  évident  que  les  facteurs  a,b  etc,  re- 
gardés ici  comme  premiers  ,  ne  le  sont  qu'eu  égard  à 
l'Algèbre ,  qui  ne  permet  pas  de  les  décomposer  ;  mais 
ils  peuvent  représenter  d'ailleurs  des  nombres  composés  ; 
il  ne  s'agit  ici  que  de  leur  état  général  (*). 

Les  coefiiciens  exprimés  en  nombres  ne  comptent 
point  dansl'.estimation  du  degré  des  quantités  algébriques; 
on  n'a  égard  qu'aux  lettres. 

Il  est  évident  (âi ,  â5)  que  lorsqu'on  multiplie  deux 
monômes  l'un  par  l'autre ,  le  nombre  qui  marque  le  degré 
du  produit  est  la  somme  de  ceux  qui  marquent  le  degré 
de  chacun  de  ces  monômes. 

a8.  La  multiplication  des  quantités  complexes  se  ra- 
mène à  celle  des  quantités  monômes,  en  considérant  à 
part  chaque  terme  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, demême  qu'en  Arithmétique,  on  opère  en  particu- 
lier sur  chaque  chiffre  des  nombres  qu'on  se  propose  de 
multiplier  (^Arithm,  33)  ;  l'i  réunion  des  produits  par- 


{*)  Par  une  suite  de  l'analogie  indiquée  dans  la  note  de  la  page  40, 
on  appelle  communément  dimensions  ce  que  je  nomme  degrés.  L'ex- 
pression rapportée  ci-dessus  aurait,  dans  le  langage  ordinaire,  6  di- 
mensions. Cet  exemple  prouve  bien  Pabsurdité  de  l'ancienne  nomen- 
clature, établie  sur  ce  que  les  produits  de  3  ou  de  3  facteurs  mesurent 
les  aires  des  surfaces  et  les  volumes  des  corps ,  qui  ont  deux  ou  trots  , 
dimensions;  mais  passé  ce  terme,  la  correspondance  entre  les* 
expressions  algébriques  et  les  figures  géométriques  cesse,  puisque 
l'étendue  ne  peut  avoir  plus  de  trois  dimensious. 
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tiels  compose  le  produit  total  :  mais  l'Algèbre  présente 
ime  circonstance  qui  né  se  trouve  pas  dans  les  nombres. 
Ceux-ci  n'ont  point  de  termes  à  retrancher^  ou  de 
parties  >  soustractiyes  ;  les  unités  ,  •  dixaines  ,  cen- 
taines^ etc.  qui  les  forment ^  sont  toujours  censées  ajou- 
tées entre  elles,  et  alors  il  est  bien  évident  que  le  produit 
total  doit  se  former  de  la  somme  des  produits  de  chaque 
partie  du  multâpËcanâe  par  chaque  partie  du  multipli- 
cateur. 

Il  en  est  de  même  lorsqu'il  s'agit  des  expressions  litté- 
rales dont  tous  les  termes  sont  assemblés  par  le  signe  +. 

Le  produit  de      a  -f-  ^ 
multiplié  par  c 

est  ûc-l-ic, 

et  s'obtient  en  multipliant  chaque  partie  du  multipli- 
cande par  le  multiplicateur ,  et  en  ajoutant  les  deux 
produits  partiels  a  c  et  bc.  Si  le  multiplicande  con- 
tenait plus  de  deux  parties ,  l'opération  serait  toujours 
la  même. 

Lorsque  le  multiplicateur  est  la  somme  de  plusieurs 
termes,  il  est  visible  que  le  produit  se  compose  de  la 
somme  des  produits  du  multiplicande  par  chaque  terme 
du  multiplicateur. 

Le  produit  de      a  +  6 
multiplié  par  c  -f-  d 

(    ac  -^-  b  C 
\^a (i-{- b  d\ 

car  en  multipliant  d'abord  a  -j-  i  par  c ,  on  obtient 
ac-\'bc^  puis  en  multipliant  a  -f  i  parle  second  terme  d 
du  piultiplicateur ,  on  trouve  ad-^bd,  et  la  somme  de 
ces  deux  résultats  donne  ac-fôc-f-arf-f-Jrf  pour  le 
produit  total. 

ag.  Lorsque  le  multiplicande  contient  des  parties 
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soustractives ,  les  produits  de  ces  parties  par  le  multipli- 
cateur doivent  être  retranchés  des  autres,  c*eflit-à-dire 
affectés  du  signe  — .  Par  exemple , 

le  produit  de      a — b 
multiplié  par       c 

est  ac'^bcx 

/  -- 

car  chaque  fois  qu'on  prendra  tout  entière  la  quantité  a, 
qui  aurait  dû  être  diminuée  de  b  avant  la  multiplication , 
on  prendra  de  trop  la  quantité  fr^  le  produit  a  c^  dans 
lequel  a  tout  entier  est  pris  autant  de  fois  que  le  marque 
le  nombre  c,  surpassera  par  conséquent  le  produit  cher- 
ché de  la  quantité  b ,  prise  autant  de  fois  que  le  marque 
le. nombre  c,  ou  du  produit  i  c  :  il  faudra  donc  retran- 
cher &c  de  ac,  ce  qui  donnera ,  comme  d-dessus^ 

ac  -^  bc. 

Le  même  raisonnement  «'appliquerait  à  chacune  des 
parties  soustractives  du  multiplicande ,  quel  qu'en  fut  le 
nombre  ^  et  quel  que  fut  celui  des  termes  du  multiplica- 
teur ^  pourvu  ^'ils  fussent  tous  affectés  du  signe  -{-. 
En,  observant  que  le$  ternies  qui  n'ont  pas  de  signe  sont 
censés  avoir  le  çigne  -{- ,  on  voijt  par  ces  exemples  quç 
les  termes  du  multiplicande  affectés  du  signe + ,  donnent 
un  produit  partiel  affecté  dti  signe  -l',  tandis  que  ceux 
qui  sont  affectés  du  signe  — - ,  en  donnent  un  affecté  du 
signe — .  Il  s^uitde  là  qaeJorsqiie  le  multiplicateur  par- 
tiel a  le  signe  + ,  le  produit  partiel  a  le  même  signe  que 
le  mfiltiplicande  partiel, 

3o.  Le  contraire  alieu  quand  le  multiplicateur  contient . 
des  parties  soustractives  ;  les  pi:oduits  formés  par  ces  par- 
ties doivent  être  pris  avec  un  signe  contraire  à  celui  qu'ils 
auraient ,  d'après  la  règle  précédente.  On  s'en  convaincra 
par  l'exemple  suivant. 
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Soit  le  multiplicande        a^^b 
le  multiplicateur       c  —  d 


le  produit  sera  {_^^^j^. 


car  le  produit  du  multiplicande  ^^  le  premier  terme  c 
du  multiplicateur  sera^par  l'exemple  précédent,  ac — bc\ 
'  mais  en  prenant  c  tout  entier  pour  multiplicateur ,  au 
lieu  de  c  £minué  de  d,  on  prend  la  quantité  a  ^-  6  au- 
tant de  fois  de  trop  que  le  marqu^  le  nombre  d;  ainsi , 
le  produit  ac-— 6  c  surpasse  celui  qp'on  cherche,  du  pro- 
duit de  a—-  &  par  d.  Or  ce  dernier  est ,  par  ce  qui  pré- 
cède, ad'-^bd'y  et  pour  le  retrancher  du  premier,  il 
faut  en  changer  les  signes  (ao)  :  on  aura  donc 
iic^-^bc^-^ad-^bd  pour  le  résultat  demandé. 

3i.  £n  résumant  les  conséquences  des  exemples  ci-^ 
dessus^  on  en  conclura  que  la  multiplication  des  poly" 
nomes  s'effectue  en  multipliant  successivement,  selon  les 
règles  données  pour  les  monômes  (n°'  ai««"a6) ,  tous  les 
termes  du  multipliccmdepar  chaqueterjne  du  multiplica- 
teur^ et  en  observant  que  si  le  muUipiicateur  partiel  a  le 
signe  'i'9  le  produit  partiel  doit  avoir  le  mêmesigne  que 
le  multiplicande  partiel  f  et  le  signe  contraire,  si  le  mul- 
tiplicateur partiel  a  le  signe  -— . 

Si  l'on  développe  les  diiférens  cas  de  cette  dernière 
règle ,  on  trouvera , 

1**.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  +  ,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signé  +,;  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  +  ; 

a?.  Qu'un  terme  ayan^le  si^e  —,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  -f--^  donne  un  produit  qui  a  le 
lîigne  —  3 

3®.  Qu'Uniterme  ayant  le  signe  +  >  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  -^ ,  dopjhe  uu  produit  qui  a  le 
iigne — ; 
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4°.  Qu  un  terme  ^ant  le  signe  — ,  multiplié  par  tm 
terme  ayant  le  signe  — ,  donne  im  produit  qui  a  le 
signe  +. 

Ce  tableau  fait  voir  que  lorsqtiele  multiplicande  et  le 
multiplicateur  partiels  ont  lé  même  signe ,  le  produit  a 
le  signe  +,  et  que  s* ils  ont  des  signes  différens,  leprQ" 
duit  a  le  signe  — . 

Afin  de  faciliter  la  pratique  de  la  multiplication  deê 
polynômes  ,  voici  la  récapitulation  des  règles  qu'il  faut 
suivre  dans  cette  opération. 

I®.  Déterminer  le  signe  de  chaque  produit  partiel^ 
diaprés  la  règle  cir^dessus  .•  c'est  la  règle  des  signes, 

a®.  Former  le  coefficient ,  en  faisant  le  prodidt  de 
ceux  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  partiels 
(  sa)  .•  c'est  la  règle  des  coeffîciena. 

5**.  Ecrire  à  la  suite  les  unes  des  autres  foutes  les  lettres 
différentes  ,  contenues  dans  le  multiplicande  et  dans 
le  multiplicateur  partiels (j^i)  ;  c'est  la  règle  des  lettres. 

4**.  Donner  aux  lettres  communes  au  multiplicande 
et  au  multiplicateur  partiels  >  un  exposant  égal  à  la 
sommée  de  ceux  qu'elles  ont  dans  ce  multiplicande 
et  dans  ce  multiplicateur  (^5)  .•  c'est  la  règle  des  ex- 
posans. 

3î2.  L'exemple  ci-dessous  offre  l'applicationxle  toutes 
ces  règles. 

Multiplicande      5  a^ — a  a?  6-)-4^*  ^* 
Multiplicateur        a^ — 4a^b-^z  b^ 

Produits  f        5a'_2a''i+4a*6' 

Résultat  réduit  5à'—2<ia^b+i  aa^b^—6a^P—4cPlA+Sa*b^. 

L^  première  ligne  dee  produits  partiels  contient  ceux 

de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  .tçnne 
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a'  du  multiplicateur  ;  ce.  terme  étant  censé  avoir  le 
signe  ^,  les  produits  qull  donne  ont  les  mêmes  signes 
que  les  termes  correspondans  du  multiplicande  (3i). 

Le  premier  terme  5  a*  du  multiplicande  ayant  le 
signe  +  ^  on  n'écrit  pas  celui  du  premier  produit  partiel, 
qui  serait  aussi  -|-  >  le  coefficient  5  de  a^  étant  miiltipîié 
par  le  coefficient  i  de  a^,  donne  5  pour  celui  du  produit 
partiel  ;-  la  somme,  des  deux  exposans  de  la  lettre  a 
est 4+3 0U.7  :  le  premierproduit  partiel  est  donc  ôo^. 

Le  second  terme  —  Qc?b  du  multiplicande  ayant  le 
signe  —  ,  le  produit  a  le  signe  -—  •,  le  coefficient  a  de 
a?  b  y  multiplié  par  le  coefficient  i  dft  a^ ,  doime  a  pour 
coefficient  du  produit;  F  exposant  de  la  lettre  a,  com- 
mune aux  termes  qu'on  multiplie ,  est  3  -j-  3  ou  6,  et  on 
écrit  à  la  suite  la  lettre  b ,  qui  ne  se  trouve  que  dans  le 
multiplicande  partiel  :  le  second  produit  partiel  est  donc 
—  2a^b.  ç» 

Le  troisième  tefme  -(-4^*  ^^  donne  un  produit  partiel 
alFecté  du  signe  +,  et  par  les  règles  appliquées 
aux  deux  termes  précédons,  on  trouve+ 4^^^** 

La  seconde  ligne  contient  les  produits  de  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  le  second  terme  —  4  ^*  ^  du 
multiplicateur;  ce  dernier  ayant  le  signe — ,  tous  les 
produits  qu'il  donne  doivent  avoir  des  signes  contraires 
à  ceux  des  termes  correspondans  du  multiplicande  :  les 
coefficiens ,  les  lettres  et  les  exposans  se  forment  comme 
dans  la  ligne  précédente. 

La  troisième  ligne  enfin  renferme  les  produits  de  tous 
les  termes  du  multiplicande  par  le  troisième  terme  -f-  2  b^ 
du  multiplicateur  ;  ce  terme  ayant  le  signe  +  ,  tous  les 
produits  qu'il  donne  ont  le  même  signe  que  les  termes 
correspondans  du  multiplicande. 

Après  avoit  formé  tous  les  produits  partiels  dont  se 
compose  le  produit  total ,  on  examine  attentivement  ce 
«lernier ,  pour  voir  s'il  ne  renferme  pas  des  termes  sem* 
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hlàbhs:  Lorsqu'il  en  offre  de  tels,  on  les  réduit ,  suivant 
la  règle  du  numéro  ig  ,  en  observant  que  deux  termes , 
pour^tre  semblables ,  doivent  contenir  non-seulement 
les  mêmes  lettres ,  mais  encore  affectées  des  mêmes  ex- 
posans.  Dans  l'exemple  ci-deâsus  j  il  y  a  trob  réductions , 
savoir  : 

—  sufib   et  —  20(fb ,     ce  qui  donne    —  saa^b; 
+   4^b*.et  +  8a^i%    ce  qui  donne    +  laofib^^ 

—  i6a*6^  «t +ioa*6?,    ce  qui  donne    —   6a^b^. 

Ces  réductions  étant  effectuées,  on  a  pour  résultat  la 
dernière  ligne  de  l'exemple. 

Yoici  encore  ,  pour  exercer  le  lecteur ,  un  exemple 
de  multiplication ,  qu'il  est  facile  d'effectuer  d'après  ce 
qui  précède. 
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33.  Les  procédés  de  la  multiplication  font  yoir  que  si 
tous  les  termes  du  multiplicande  sont  du  même  de- 
gré (27),  et  que  ceux  du  multiplicateur  soient  aussi 
du  même  degré ,  tous  les  termes  du  produit  seront  du 
degré  marqué  par  la  sonmie  des  nombres  qui  désignent 
le  degré  des  termes  de  chacun  des  facteurs. 

Dans  le  premier  etxesnple^  le  multiplicande  est  du 
quatrième  degré  ^  le  n^i^fdîcateur  du  troisième ,  le  pro- 
duit est  du  septi^ë. . 

Dans  le  second  exemple^  le  -itiultiplicande  est  du 
sixième  degré,  Iè)mull|i{dicateur  du  troisième  *,  le  produit 
est  du  neuvièmp. 

Les  expressions  condifie  c^ll^s  ^u  on  vient  de  rappeler, 
dont  tous  lesteranes  sbnt  du  même  degré  ^  se  nomment 
expressions  homogènlBs  ;  et  la  l^ikiarque  qu  on  a  faite 
sur  leurs  produits ,  est  utile  .poar  prévenir  les  erreurs 
qu  on  pourrait  commettre  en  <)ubl)ant  quelques-uns  des 
facteurs  dansHes  muhtplicatio&s  jpartielles. 

54.  Les  opératiotiis  algébnqQeâ  «fFectuées  sur  des 
quantités  littérales^  laissatnjt  voir  bàthment  les  diverses 
parties  de  ces  quaiitités  concûutent  à  la  formation 
des  résultats ,  font  Cuvent  conilaître  des  propriétés 
générales  des  nombires^  indépendantes  d'aucun  sys- 
tème de  numération.  Les  multiplications  ci -après  con- 
duisent à  des  conséquences  de  ce  genre ,  très  remar- 
quables et  d'une  application  fréquente  dans  la  suite* 
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f(  +  *  ;      *  a  +  ft        ^ 


La  premiète,  de  lâ(j[uelle  il  résulte^ que  la  quantité 
à  +  b,  multipliée  par  â—'f;^ônûeû"~4»,  fait  voïr 
que  si  Von  piultipHe  Ictscmîfhë  de  dèuî:  nombres pmhur 
Sff!érence  »  le  prodxdt  sera  la  différence  det.quamés  éf 
ces  nombres,^' ^         .     .    .-.  "   ■  r.     ...    -       ,,.    ;  ,    . 

Si  Ton  prend,  par  exemple  ,  la  somme  1 1  dès'iit)nâ)ré5 
7  et  4 ,  qu'on  la  multiplie  p^^a  j^^Bjripppc^S^e-  ces 
nombres^  le  produit  3  X  1 1  ou  35  sera  égal  k.  la  àfFé- 
rehce  entre  ^9 ,  quarré  de  7 ,  eiiS'^^iiSà!té  ée  4* 

"Par  le  second  exénîple  ,  dans  lequel  a  ^5  èét  deux 
fois  facteur,  on  apprend  que  la  secondé  puUsancë,  ou  le 
quarré,  d'une  quantité  compctiéè  dé  deccx  partieSya.  et  b> 
contient  le  quarré  de  la  première  partie,  plus' le  doûMe  dki 
produit  de  la  première  partie.^par  la  seconde ^^  plus  le 
quarré  de  la  seconde,    . 

te  troisième  exemple ,  où  l'on  a  multiplie  la  seconde 
puissance  àea'^b  par  la  première-,  montré  que ,  la  trdi^ 
sième  puissance,  ou  le  cube,  d'une  quantité  composée  de 
deux  parties ,  renferme  le  cube  de  là  première ,  plus  trois 
fois  le  quarré  dé  la  première  multiplié  par  la  seconde, 
plus  trois  fois  la  première  multipliée  par  le  quarré  de  fà 
seconde ,  plus  enfin  le  cube  delà  secondé. 
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35.  Comme  il  est  souvent  nécessaire  de  décomposer 
une  quantité  dans  ses  facteurs ,  et  de  laisser  toujours  en 
évidence,  le  plus  qu'il  est  possible  ,  la  formation  des 
quantités  que  Ton  considère  /on  n'effectue  les  opérations 
^gébriqaeis  que  lorsqu'on  ne  peut  s'en  dispenser  absolu- 
ment ;  et  il  faut,  pour  cette  raison ,  établir  des  signes 
propres  à  indiquer  la  multiplication  entre  des  quantités 
complexes. 

On  se  sert  à  cet  effet  de  parenthèses  ou  crochets,  entre 
lesquels  on  renferme  les  différens  facteurs  du  produit 
indiqué.  L'expression     ., 

par  exemple,  indique  le  produit  des  quantités  complexes 
5a^S(^b^  +  M,  4ab^—ad^  +  d?  et  i*— c*. 

Quelques  auteurs  'déjà  un  peu  anciens,  ont  mis  de$ 
barres    au-dessus  des  facteurs,   comme  on  le  voit 

ci-d€3S0U8^. 

5  a*— 3a^V4-af  X  4 ai*  —  a c"  +  cP  >^  ÂTZ^; 

mais  les  barres  pou^^t  être  prolongées  plus  ou  moins 
qu'il  ne  Saxkt  ^^  ce  ^f^ne  est  moins  précis  que  les  pa- 
renthèses ^  gui  Acfl,  laissent  jam^s  d'équivoque  sur  la 
totalité  des  quantités  comprises  dans  chaque  facteur  : 
aussi  ont-elles  prévalu. , . 

De  la  division  des  quantités  algébriques, 

3G.  La  division  algébrique  doit  être  considérée,  ainsi 
que  la  division  arithmétique ,  comme  une  opération 
s^ervant  à  découvrir  l'un  des  facteurs  d'un. produit  donné 
lorsqu'o^  connaît  l'autre.  D'après  cette  définition ,  le 
quotient ,  multiplié  par  le  diviseur ,  doit  reproduire  le 
dividende. 

En  appliquant  ces  notions  aux  quantités  monômes , 
on  verra  parle  n*  ai ,  que  le  di^âdende  est  formé  des 
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fjicteurs  du  diviseur  et  de  ceux  du  quotient  ;  donc ,  en 
supprimant  dans  le  dividende  tous  les  facteurs  qui  com-- 
posent  le  diviseur^  le  résultat  sera  le  quotient  cherché. 

Soit,  par  exemple ,  le  monôme  72  c^V^  c^dà  diviser 
par  le  monôme  9  a^  i  c*  ;  il  faut ,  suivant  la  règle  énon- 
cée ci-dessus  ^  supprimer  dans  la  première  de  ces  quan- 
tités ,  les  facteurs  de  la  seconde ,  qui  sont 

'9,      a»,      6,      et      c*  : 

il  faut  doue,  pour  que  la  division  puisse  s'effectuer, 
que  ces  facteurs  soient  dans  le  dividende.  En  les  prenait 
par  ordre ,  on  voit  d'abord  que  le  coefficient  9  du  divi- 
seur doit  être  facteur  du  coefficient  7âdu  dividende ,  ou 
que  9  doit  diviser  exactement  7a;  c'est  ce  qui  a  lieu  en 
effet,  puisque 7a  =9X8  >  ^^  supprimant  donc  le  fac- 
teur 9  ,  il  restera  le  facteur  8  pour  coefficient  du  quo- 
tient. 

Il  suit  encore  des  rè^es  de  la  multiplication  (â5) , 
que  l'exposant  5  delà  lettre  a  dans  le  dividende,  est  la 
sonmie  des  exposans  qu'elle  a  d^is  le  diviseur  et  -dans 
le  quotient  ;  ce  dernier  exposant  sera  par  conséquent 
la  différence  entre  les  deux  autres,  ou  5 — 3=2  :  ainsi 
la  lettre  a  aura,  dans  le  quotient ,  l'exposant  a.  Par  la 
même  raison ,  la  lettre  b  aura ,  dans  le  quotient ,  un 
exposant  égal  à.  5  —  1,  ou  a.  Enfin  le  facteur  c*  étant 
commun  au  dividende  et  au  diviseur  j  doit  être  sup^ 
primé  ;  et  l'on  aura  par  conséquent  . 

.    8a*fr»d 

pour  le  quotient  demandé. 

-  On  raisonnerait  de  même  sur  tout  autre  exemple  ;  et 
on  conclura  de  ce  qui  précède  ,  que ,  pour  effectuer 'la 
division  des  quantités  monômes,  il  faut  diviser  le  co^ffi-^ 
cient  du  disfidende  par  celai  du  diviseur  ; 

Supprimer  dans  le  dividende  les  lettres  qui  luisant 


V-v 
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Passant  ensuite  à  la  lettre  b,  il  faut  diviser  la  puis^ 
sance  la  plus  élevéei  qui  est  b^,  par  b^,  suivant  la  règle 
donnée  plus  haut ,  et  le  quotient  b^  nous  apprend  que 
b^z=:b^Xl^-  Supprimant  donc  le  facteur  commun  6^, 
il  restera  dans  le  numérateur  le  facteur  b*. 

Par  ^apport  à  la  lettre  c  ^  le  fabteur  le  plus  élevé  étant 
c^ au  dénominateur,  si  on  le  divise  par  c^,  on  le  décom- 
posera en c^X  c^ ;  et  supprimant  le  facteiur c^,  conmiun 
aux  deux  termes ,  cette  lettre  disparaîtra  du  numéra- 
teur ^  mais  restera  au  dénominateur  avec  l'exposant  a. 

Enfin  les  lettre^  det  e  resteront  à  leurs  places  respec- 
tives y  puisque  dans  Tétat  où  elles  sont ,  elles  n'indiquent 
aucun  facteur  qui  soit  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction. 

Par  ces  diverses  opérations ,  la  fraction  proposée  se 
réduit  à 

5b^d 

il*.»- : 

c'est  sa  plus  simple  expression,  tant  qu'on  ne  donne  au- 
cune valem:  numérique  aux  lettres  ;  car  elle  pourrait  se 
réduire  encore  si  ces  lettres  étaient  remplacées  par  des 
nombres  contenant  des  facteurs  communs. 

39  r  Une  observation  qu'il  ne  faut  pas  manquer  de 
faire,  c'est  que  si  tous  les  facteurs  du  dividende  entraieqt 
dans  le  diviseur,  qui,  de  plus,  en  contiendrait  encore 
d'autres  qui  lui  seraient  particuliers ,  il  faudrait ,  après 
la  suppression  des  premiers  facteui:s ,  mettre  l'unité  à  la 
place  du  dividende,  au  numérateur  de  la  fraction.  En 
effet^dans  ce  ca^  on  peut  supprimer  dans  les  deux  termes 
de  la  fraction,  tous  les  facteurs  du  numérateur,  c'est-^- 
dire  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numé-^- 
rateur;  mais  celui-ci  étant  divisé  par  lui-même ,  doit 
donner  l'unjté  pour  le  quotient  dont  il  faut  faire  le  nou» 
veau  numérateur, 


Soit  pour  exemple  la  fraction 

les  fecteurs  la,  a*,  i'  et  c,  se  divisant  respectivement 
parles  facteurs  4^  o^ ,  &  et  c,  c'est  comme  si  Ton  divisait 
les  deux  termes  de  la  fraction  proposée  par  le  numé- 
rateur ^a^bc'y  or  la  quantité  ^a^b  c  divisée  par  elle- 
même^  donne  i  pour  quotient ,  et  la  quantité  i2a^b^cd 
divisée  par  la  première ,  donne ,  par  les  règles  ci-dessus , 

3b^  dila.  nouvelle  fraction  est  donc 

1 

3F3* 

4o.  Il  suit  dés  règles  de  la  multiplication,  que  lors- 
qu'une quantité  monôme  multiplie  une  quantité  poly- 
nôme, elle  devient  facteur  commun  de  tous  les  tçrmes  de 
celle-ci.  On  profite  de  cette  observation  pour  simplifier 
les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
des  poljnaomes  ayant  des  facteurs  conmiuns  à  tous  leurs 
termes. 

Soit  l'expression 

9  a*  6 -^  i5  a*  c  +  a4  ^  * 
en  examinant  la  quantité  6  a*  —  3  c^bc^  12  a*  c* ,  on 
voit  que  le  fecteur  a*  est  commun  à  tous  ses  termes ,  puis- 
que o+^ra**  Xa*>  et  qu'en  outre  les  nombres  6 ,3  et  la 
sont  tous  divisibles  par  3  ;  en  sorte  que 
6  a*— 3  a*  ic+ 1  a  a!'<f=Q  a*x3  a*— 6  cx3  0^+4  c*x3a* . 

De  même  le  dénominateur  a  pour  facteur  commun  3  a*  ; 
caries  facteurs  a*  et3entrentdans  tous  ses  termes,  et  l'on  a 
ga*  6  —  i5a*c-f  34a3=:3Jx3a*— 5cx:3a*-f  8ax3  a*. 
Supprimant  donc  le  facteur  3  a",  tant  dans  le  numérateur 
^e  dans  le  dénominateur,  la  fraction  proposée  deviendra 

ag* — fec-f-4<^ 
5b — 5c+8a 
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41 .  Je  passe  maintentot  au  cas  où  le  dividende  et  le 
diviseur  sont  tous  deux  complexes ,  et  dans  lequel  on 
ne  peut  plus  reconn^tre ,  à  la- première  vue,  si  le  divi- 
seur est  ou  n^est  pas  facteur  du  dividende. 

Puisque  le  diviseur ,  mukipfHé  par  le  tptoûent,  dok 
reproduire  le  dividende,  ilCatrtque  cedierDÎef  oontienixe 
tous  les  produits  partiek  de  cliaqner  terme  du  diviseur  par 
cliaqué  terme  du  quotient  ;  et  si  Tcm  pouvait  retrouver  les 
produits  formés  par  cbaque  terme  étt  diviseur  e&  parti- 
culier ,  en  les  divisant  par  ce  terme  qui  est  connu,  on  ob- 
tiendrait ceux  du  qpiotient,  de  la  même  manière  qu'en 
Arithmétique  on  découvre  tous  les  chiffres  du  quotient 
en  divisant  successivement  par  le  £viséur,  dès  nombres 
qu*on  regarde  comme  les  produits  partiels  dece^hrfeeiir 
par  les  divers  chiffres  du  quotient.  Mais  dans  les  nom- 
bres, ceâ  produits  partiels  se  présentent  par  ordre,  en 
commençant  par  les  unités  placées  au  dernier  rang  sur 
la  gauche ,  à  cause  de  la  subordination  établie  entre  les 
unités  de  chaque  chiffre  du  dividende ,d'après  le  rang  qu*îls 
occupent.  Il  n'en  est  pas  de  même  en  Algèbre  ;  mais  on 
y  supplée  en  rangeant  tous  les  termes  du  dividende  ^t 
du  diviseur,  de  manière  que  les  exposans  des  puissances 
de  la  même  lettre  diminuent  dand  cbacpti  t«m«»«8tllll9«it 
de  gatteii«â  droite,  ainsî qu'on' le v(»t>pariftppoct  à  l» 
lettr«  a,  dans  les  quantités 

5flP*— 2a3&4.4fl^i», 
dout  Tune  est  le  produit ^  et  l'autre  le  multiplicande,  ^ms 
l'opération  du  numéro  3a  :  c'est  ce  qu'on  appelle  oicjoiruicr 
les  quantités  {MTopoôées. 

Lorsqu'elles  soBt  rangées  ainsi^  il  est  visible  qu£ ,  quel 
qtie  soit  le  £actçurpar  lequel  il  faille  multiplier  la  seconde 
pour  obtenir  la  première ,  le  terme  5  a7y  qui  commence 
celle-ci,  résulte  du  terme  5a*,  qui  commence  l'autre  , 
multiplié  par  le  terme  où  a  aurait  le  plus  haut  expo- 
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^ant  dans  le  JFacteur  cherché ,  et^ijui  se  trouve  le  premier 
de  ce  facteur  lorsqu'il  est  ordonné  par  rapport  à  a.  En 
divisant  donc  le  monôme  5a^  par  le  monôme  5  c^,  le 
quotient  a^  sera  le  premier  terme  du  facteur  cherché. 
Or,  par  Içs  règles  de  la  multiplication,  le  produit  total 
devant  contenir  les(£vers  produits  partiels  résultant 
delà  multiplication  de  tout  le  multiplicande  par  chaque 
terme  du  multiplicateur,  il  s'énsmt  que  la  quantité 
prise  ici  pour  dividende ,  doit  contenir  les  produits  dé 
tous  les  termes  du  diviseiir  Sa* — aa'i'4"4^*^*  P^ 
c^f  premier  terme  du  quotient  ;  et  par  conséquent  si  Ton 
retranche  du  dividende  cèé  produits ,  qui  sont  5  û^ 
—  Z(^^b+4a^b^,  le  reste— aoa«  &  -f  8  a*  **— Sâ^éJ 
V^  4  ^^  "4"  8  a*  i*,  ne  contiendra  plUs  que  ceux  qui  ré- 
sultent dé  la  muMplicatibn  du  diviseur  par  le  second, 
le  troisième ,  etc.,  termes  du  quotient. 

Ce  reste  peut  donc  être  considéré  comme  un  divi- 
dende partiel  ;  et  son  premier  terme ,  dans  lequel  â  a  Tex- 
posant  lé  plus  haut^  n'a  pu  provenir  que  dé  la  multipli* 
cation  du  premier  term«  dû  diyideur  par  le  sefcond  du 
quotient.  Mais  le  premier  terme  du  dividende  partiel 
ayant  le  signe  — ,  il  faut  aîssigner  celui  que  doit  avoir 
le  terme  eonre^ioiidaDt  dn  quotient  ]  or  cela  est  facile 
par  la  1^  règle  du  n^  3i  ;  ^ar  la  quantité  —fiôa^Â,  re- 
gardée comme  nuproduit  partiel,  ayant  un  sigue  con- 
traire À  telui  du  multiplicande  partiel  5  a^y  il  en  résulte 
jque  le  multiplicateur  partiel  adû  être  affecté  du  signe — . 
JLia  division  étant  donc  opérée  sur  les  monômes  — aoa^& 
et  5a*,  donnera  —  4<ï**  po^r  ce  second  terme.  Si  on 
le  multiplié  par  tous  ceux  du  diviseur,  et  que  Ton  rer- 
tranche  le  produit  du  dividende  partiel  ,  le  reste 
4-10^  jsj^^^s  ^4  ^  8a*  A^,  ne  contiendra  plus  quele* 
produits  du  diviseur  par  le  troisième  ,  etc. ,  termes  du 
quotient. 

En  le  regardant  comme  un  nouveau  dividende  partiel. 
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son  premier  terme  lo  ct^b^  ne  peut  être  que  le  produit 
du  premier  '  terme  du  diviseur  par  le  troisième  du  quo- 
tient ;  et  par  conséquent  ce  dernier  s'obtiendra  en  divi- 
sant ,  Tun  par  Tautre ,  les  monômes  lo  a*6^  et  5  cfi.  Le 
quotient  26^,  étant  multiplié  par  tout  le  diviseur,  four- 
nit des  produits  dont  la  soustraction,  épuisant  le  dividende 
partiel ,  prouve  que  le  quotient  n'a  que  trois  termes. 

S'il  avait  dû  en  avoir  un  plus  grand  nombre ,  on  les 
aurait  évidenmient  trouvés  comme  les  précédens  ;  et  si , 
comme  on  le  suppose ,  le  dividende  a  pour  facteur  le 
diviseur ,  la  soustraction  du  produit  de  ce  diviseur  par  le 
dernier  terme  du  quotient ,  doit  toujours  épuiser  le  der- 
nier dividende  partieL 

43.  Pour  faciliter  la  pratique  des  règles  trouvées  ci- 
dessus,  i^.  On  dispose  le  dividende  et  le  diviseur  CQmme 
pour  la  division  des  nombres ,  en  les  ordonnant  l'un  et 
l'autre  par  rapport  à  une  même  lettre,  c'est-à-dire  en 
écrivant  leurs  termes  de  manière  que  les  exposons  de  cette 
lettre  aillent  en  décroissant  ; 

2^.  On  divise  le  premier  terme  du  dividende  par  lèpre- 
mier  terme  du  diviseur,  et  on  écrit  le  résultat  à  la  place 
niarquée  pour  le  quotient; 

3^.  On  multiplie  tout  le  diviseur  par  le  quotient  partid> 
qu'on  vient  de  trouver,  on  le  retranche  du  dividende, 
et  on  fiât  la  réduction  des  termes  semblables; 

4°*  On  regarde  ce  reste  comme  un  nouveau  dividende 
dont  on  divise  le  premier  terme  par  le  premier  terme  du 
diviseur;  on  écrit  le  résultat  comme  un  second  terme  du 
quotient ,  et  on  poursuit  l'opération  sur  ce  terme  comme 
ci-dessus ,  jusqu'à  ce  que  tous  les  termes  du  dividende 
soient  épuisés. 

En  observant  qu'un  produit  a  le  même  signe  que  le 
multiplicande,  lorsque  le  multiplicateur  a  le  signe -|->^t 
qu'il  a,  dans  le  cas  contraire,  le  signe — (3i) ,  on  en  con- 
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dut  que  lorsque  le  dividende  partiel  et  lepremier  terme 
du  diviseur  ont  le  même  signe ,  le  quotient  doit  avoir  le 
signe'^'yets'ils  ont  des  signes  contraires, le  quotient  doit 
avoir  le  signe  —  :  c'est  la  règle  des  signes; 

Les  divisions  partielles  s'effectuent  par  les  règles  don- 
nées pour  les  (piantités  monômes. 

On  divise  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  di- 
viseur .*  c*est  la  règle  des  coelficiens. 

On  écrit  au  quotient  les  lettres  communes  au  divi- 
dende et.au  diviseur,  avec  un  exposant  égal  à  la  diffé- 
rence de  ceux  dont  elles  sont  affectées  dans  ces  deux 
termes ,  et  enfin  les  lettres  qui  ne  sont  qu*au  dividende  : 
ce  sont  là  les  règles  des  lettres  et  des  exposans. 

4^.  Pour  appliquer  ces  règles  aux  quantités 

qui  m'ont  servi  d'exemple ,  plus  haut ,  on  les  dispose 
comme  s'il  s'agissait  d'effectuer  la  division  arithmétique. 


Dividende. 
5û7— aaa«H-i  ^^r^b^'-^oMP—^^b^+ic^bi 
— 5a7+  aa^i— 4fl?6* 


Diviseur. 
Quotient, 


R€8te  — aoa6fc+8aSè*— 6a*é3-.4a^M+8a^i5 
4.floa6i-<8aSi*+iGa4i3 

Reste  +100**3— 4a3S4+8a»i* 

—  1 00*43+403  J4_8^J5 


■  ■ 


Reste  G. 

Le  signe  du  premier  .terme  5o7  du,  dividende  étant  le 
même  que  celui  de-So*^  premier  tenue  du  diviseur^  on 


/ 


Gor  :é  L  â  M  £  N  a 

« 

devrait  mettre  +  au  quotient;  mais  commç  il  s'agît  du 
premier  terme ,  on  omet  ce  signe. 

En  dividant  5a^  p^  5a^,  on  a  ppiif  quotient  a^,  que 
l'on  écrit  sous  le  diyiaeur. 

Muldpliant  successivement  les  troi$  (erm^f  dy,divi~ 
seur  par  le  premier  terma  a^  an  quotieijt ,  çt  écrivant  lei* 
produits  sous  les  termes  correspondajQS  du  dividende  , 
après  avoir  changé  les  signes  de  ces  produits  pour  les 
retrancher  (20) ,  on  forme  la  quantité  ' 

dont  on   fait  la  réduction   avec  Ip  dividende  :   ef  on 
obtiet  pour  reste 

En  continuant  la  divisiop  sur  ce  reste  ^  le  premier  terme 
—  2oa^  6,  divisé  pair  5  a*,  donne  pomr  ^otîent — J^a^b, 
ce  quotient  ayant  le  signe  — ,  à  cause  que  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  de  signes  difFérens.  En  le  multipliant 
par  tous  les  termes  du  diviseur ,  et  changeant  les  signes^ 
on  forme  la  quantité 

dont  on  f^it  la  réduction  avec  le  dividende ,  et  on  ob- 
tient poîT  reste 

■ 

pivisant  le  premier  terme  de  ce  nouveau  dividende 
partiel ,  loe^b^,  par  le  premier  tcr^e  5  ^  dît  ^viseur  ; 
multipliant  par  le  résultât  +  ?'^^>  ^0^*  M  ^Viseur  5  'écri- 
vant les  produits  sous  le  dividende  partiel,  en  observant 
de  changer  leur  sigiie  >  et  f aid^t  la  réduction  \  il  ne  reajçe 
rien^  ce  qui  mqQixp^  querf-^^^  est  le  dernier  terme 
du  quotièiit  cherché  ^JUqoelapar.xonséquent  pour  ex* 
pression  o^  —  4  a*  6  -|-  a  i^. 

Éi4.  Il  eat.à<pt)9po9 dèxemurquet q«ed4^1a  division , 
k«  imiltipUcationsf  deT'diflSéiKns  t^huDS  t  dft  iq^^       p«r 
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Ic'divis^i?^  profdjiùsâat;  iscaiveut  des  ^tetm^s  qui  tke  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende ,  «ï  qiftl  fmt  diiv^ei:  en- 
siiitepar  le  piiemier: terme  du  diyiseur.  Ces  ternies aont 
x:ieux  qui.sp softt  détiwtsJorsjtpi'Qa  a, formé. le  diwdende 
parla-piuUiplicalion  de  ses  deux  facteucs ,  le  quotient 
et  le  jdiyiseui:.  ¥oâci  un  exemple  remarquable  de  ces 
réductions: 

Soit  c?  — **^  ^à  iiiViSÉt  'pai^à  —  *  -: 

Dmsion,  .  Multiplication^ 


ta      Mttii*        y   là 


a-^i 


t^  +  àb^if^ 


hfcii* 


41  '^  i 

^al^^  b^     . 
résultat    a*-*-A^. 


>f-ra*A  ^  é^ 

— aA»+i' 

•  •  *    •  ■      '  • 

-o 


JUB^pcezaier  tenue  ce^  du  dividende ,  divisé  par  le  premier 
jt€ïpa^>a fdoidiviseur ^  J^jone  pour  quotient  a";  sn «mlti-^ 
pU^tce^fuotieutpfU'.lediiiâseur^  etckms^^tA^^^Qif^ 
d?6iprQiMts^  on  trouve^T— a?  +  /2^6  :  le  terme  .^-«  a' 
détruit  le^emier  terme  du  dividende; -mais  il  reste  le 
terme  <^i^ ,  jqui.se  ^e  trauvraiti  pas  d'abord  dans  le  divi- 
4eQde.  «Puisqu'il  qc^ntie^JUi  lettre  a,  on  pemtJe  dmaer 
P9C>1^  ju:emea:«^ermfi  :d«jidivûeur ,  et  onobtieot^^f-  ab. 
M4^^1ia|it.ce<qHeitiept||ar  ledivisaur^  et  changeant  les 
âg^iAS  des  prod^ts  >  il  vient -^a^b-^arb^  :  Je  t^me 

-^a^J)  détmt'leprécéde^.^'m^il  resteile  terme  4-<^> 
qui  n*étaitpasnosi^uS'dai:)sJediii;i(iend&.  Qu'on^divlse 
par  a,  .09  j^u»  jpourquatîent  -rf-  A"^;  Iaultql]ia2M:.€e>(|ao- 
tieat(P^a;^eL9ar  le..diw^Mr ,  on  aïKa,  en  .changi^t les 
dignes,  -^ab^^b^'.U  premier teiçme^-r^i*  détruicaie 
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précédeht ,  et  le  second  +  6^  détruira  le  dernier  terme 
— i^  qui  restait  du  dividende. 

Pour  bien  comprendre  le  mécanisme  de  la  division , 
il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  la  multiplication  du  quotient 
a*  +  a  6  -j-  6*  par  le  diviseur  a —  b ,  placée  à  côté  de  la 
division  précédente  ;  on  verra  que  tous  les  termes  repro- 
duits dans  les  divisions  partielles  sont  ceusil  qui  se  dé- 
truisent dans  le  résultat  de  la  multiplication. 

45.  Il  arrive  quelquefois  que  la  quantité  par  rapport 
à  laquelle  on  ordonne^  se  trouve  à  la  même  puissance 
jdans  plusieurs  termes ,  soit  du  dividende  y  soit  du  di>d- 
seur.  Dans  ce  cas ^  il  faut  ranger  dans  une  même  colonne , 
ou  bien  écrire  immédiatement  à  la  suite  les  ims  des 
autres ,  ces  termes ,  en  observant  de  les  ordonner  entre 
eux  par  rapport  à  une  autre  lettre.     • 

Soit  — a^i*+iM— a*c^— û6+2a4c*4.è«-f  2Mc»+a*6* 
•  à  diviser  par  a*  —  i* — c*. 

£n  ordonnant  la  première  de  ces  quantités  par  rap- 
port à  la  lettre  a,  on  placera  dans  une  même  colonne  les 
termes  — a4  i*  et  +  a  crf  c*,  dans  une  autre  les  termes 
-j-  a*  M  et  —  c^  c^\  enfin  dans  une  dernière  colonne  les 
trois  termes  +i^,  +2i^c*,  -)-  6*c*,  en  les  ordonnant 
par  rapportàlalettre^^  comme  onle  voitàlàpage  suivante. 

Le  premier  terme  —  a^  du  dividende  étant  divisé  pM: 
le  premier  terme  a*  du  diviseur,  donne  — c^  pour  te  pre- 
mier terme  du  quotient;  formant  ensuite  les  produits  de 
ce  quotient  par  tous  les  termes  du  diviseur,  changeant 
les  signes  de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  divi- 
dende ,  en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  de  a,  il  vient,  après  ta 
réduction  des  termes  semblables,  le  i*'  reste,  qu'on 
prendra  pour  second  dividende  partiel. 

Le  premier  terme  —  2  a4  J*  de  ce  nouveau  dividende 
étant  divisé  par  a*,  donne  pour  le  second  terme  du  quo- 
tient,—  2  a*  &•;  formant  ensuite  les  produits  de  ce  quo- 
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tient  par  tous  les  termes  du  diviseur^  changeant  lessives 
de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  dividende  partiel , 
en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés  de 
la  même  puissance  de  a,  il  yiebt  y  après  la  réduction  des 
termes  semblables  »  le  a*  reste  ^  qu'on  prendra  pour  un 
troisième  dividende  partieL 

L'opération .  se  continuant  de  la  même  nianière  sur  le 
â^  reste  et  sur  lea  suiyans ,  on  trouvera  encore  trois 
termes  au  quotient.  Le  dernier  étant  multiplié  par  tous 
les  termes  du  diviseur^  donne  des  produits  qui,  re- 
tranchés du  4^  reste  y  le  détruisent  en  entier;  la  division 
se  fait  donc  exactement  y  et  par  conséquent  le  divisent 
est  facteur  du  dividende . 

t«*  reste— aa*fr»+a*M+is 


à*  reste  +â*c»—  (fb^   +.  t^ 


-f-  aM 


S*  reste 


4^  resté 


-  .    +  **c;4 
—  Me» 

+6*c4 

4.a»6V— Me* 

— ftM 


^fe/».  d'AlgèbrCi  14*  édition. 
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46:  On  facilite  quelquefois  la  division'  èii  décompo- 
gant  à  vue  une  quantité  dans  ses  facteurs.  Si  Ton  avait , 
•par  exemple,  8  a^ — 4û^^*  +  4^^+^<2^-^^**+- 1  à 
diviser  par  s  a^  1^5*+  i>  ce  diviseur  formant  les 
trois  derniers  termes  du  dividende  ,  il  suffirait  de 
chercher  s'il  est  facteur  des  trois  prejniers  ;  mais 
Ceux-ci  ont  viaiblemeri:  pour  facteur  commun  4  a'' ,  car 

obseiration,  le  dividende  deviendrait 
'  '   '  •  -4a«  (.aa^~J^'+  1  )  4^  ûa^--6»4. 1, 

ou    .  /  '(2û*  — i*4-i)  (4^^+  O  :       V 

la  division  s'eïrectuerait  donc  stir-le-x;hamp ,  en  suppri- 
mant le  facteur  a  a^ — :A*+i  ^gsl  ^u  diviseur,  et  le 
quotient  serait  4  û  7- 1  • 

L'Eahitude  du  calcul  algébrique  suggère  une  foule  de 
remarqués-  de  ce  genrç ,  par  lesquelles  oa  abrège  les 
opérations,  et  Von  parvient  aisément  à  reconnaître  les 
décompositions  en  facteurs,  pjp,  jend  souvent  ces  décom- 
positions très  évidentes,  lorsqu'au  lieud'eiFectuer  les  mul- 
tiplications qui  se  présentent^  o»  nefaitque  les  indiquer. 

Des  fractions  algébrigues. 

47.  Lorsqu*on  applique,  lé  procédé  de  la  division  al- 
gébrique à  deux  quantités  do!|t  Time  n'est  pas  facteur  de 
l'autre ,  on  reconnaît  l'impossibilité  de  l'efFectuer,  parce 
qu'on  parvient,  dans  la  suite  des  opérations,  à  un  reste 
dont  le  premier  terme  ne  j>eut  être  divisé  par  celui  du 
diviseur.  En  voici  un  exempleT .    » 

— g^  — gfe^ •{  Of^fj^M 

1"  reste        a^b — jti*  +  2  Jr^ 

fl^  reste   — ai^-f-A^. 
Le  premier  terme  —  ai*  du  second  reste,  ne  peut  se 
diviser  par  a**  premier  ferme  du  diviseur;  ainsi  la di- 
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vm^m   ?  arrête  à  ce  point.  Qm  pounr^t ,  comme  e^ 
AritjMBjéttque ,  joMrp  ftwqwtieût^Tf.  6,  lafr^tioa 

>  ^rL    ?  ?y^*  P^^  numérateur  le  reste,  et  pour 
âéaopiâiiaÉeur  le  oiiriàeut  ;  et  1?  qi}oti^t  s^r^t 

On  voit  aiëéidentqùelà  division  doit  s^ arrêtée  qu^jvâ 
on  parvient  à  un  reste  dont  lè  premier  terme  ne  contient 
la  tettrepar  rapport  à  iàifUBlle  on  a  ordonné ,  qu'/à  une 
puissance  inférieure  àtéUe  de  la  thème  lettre  d&ns  Ifi 
premier  terme  du  diviseur. 

48-  Lorsque  la  division  iailgébrique  de  deux  quanti- 
tés ^e  peut  s'effectuer,  l'expression  du  quotient  reste 
indiquée  sous  une  forme  fractionnaire  ,  en  prenant 
le  dividende  pdm:  le  numé^at^ur  et  le  diviseur  pour  le 
dénominateur;  et  pour  l'amener  au  plus  haut  degré 
de  simpGçité  possible ,  il  faut  chercher  3i  le  dividende  et 
le  divUeiir  n'ojat  p^  des  facteurs  communs  ^  pour  les 
àuppriflier  (58).  Mais  ^and  il  s  a^t  de  polynpiiies ,  les 
iaGtç^iiir^niÇQmmmi?  ne  se  décoyvrent  pas  avec  la  même 
tacilit^  j(p^e  4^,3  h§  i^pnonies;  on  ne  les  trouve  en  gé- 
néral qu'fip  pbejrçhant  >  pîu:  une  méthode  analogue  à  celle 
^'on  a  donnée  en  Arithniétique  pour  les  non^res^  le  plus 
grand  eomhmn  diviseur  de$  deux  qti^tités  proposées.. 

On  ne  saurait  assigner  les  grandeurs  relatives  des  ex- 
pressions algébriques,  tant  qa*on  i^e  donne  poiat  des 
valeurs  aux  lettres  q[ii' elles  renferçient  ;  la  dénomination 
de  plus  grand  commun  diviseur,  ap^\iqu.éek  ces  exprès* 
8ionS|  ^e  doit  doQc  pas  être  prise  tout-^-fait  dans  le  même 
déns  qu'en  Arithniétique. 

IEjx  I^igl&re^ûfaxAeniendre^farleplus  grandcommun 
diviseur  de  deux  expressions ,  celui  de  leurs  diviseurs 
C<>mmïin8  qui  rienferme  le  plus  de  facteurs  dans  tous  ses 
termes I  ou  qui  est  du  degré  le  plus  élevé'  (  27  ).  Sa  dé- 
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termination  repose ,  comme  en  Arithmétique ,  sur  ce 
principe  :  Tout  diviseur  commun  à  dewoquantités,  doit 
diviser  le  reste  de  leur  division. 

La  démonstration  qu'on  en  adonnée  dans  le  n^  Gi  de 
l'Arithmétique,  devientplus  facile  à  saisir  lorsqu'on  y  em- 
ploie les  symboles  algébriques.  En  effet,  soient  A  etB 
les  deux  quantités  proposées,  D  leur  diviseur  commun ,  Q 
^e^qwoti,ent  de  la  division  de  i^  par  5  et  R  le  reste,  on  aura 

puis  divisant  les  deux  membrea  de  cette  éq^atipn  par  le 
diviseur  communD,  il  viendra 

A_BQ       R 

et  si  lion  fait  ^=  a,   |.=  6,  qnotiens    exacts  par 
rhypdthêse,  on  changera  l'équation  ci-dessus  en 
o  =  &Q  +  ;^,    d'où,   a— 6Q;=i^>. 

en  passant  le  terme  iQ  dans  le  premier,  membre.   Or , 
puisque  le  premier  membre,  qui  dans  ce  cas  doit  être 
composé  des  mêmes  ternies  que  le  second,  est  mainte- 
nant un  entier .  il  faut  ciue  fl  soit  divisible  par  I>. 
Réciproquement,  tout  diviseur  commun  auxquan- 

titésBetfl  doitdiviser^;  car  sironfait^— 6,  ^=r, 
l'équation  ^  =  ^  +  5  devenant 

il  s'ensuit  que  A  est  nécessairement  divisible  par  D, 
quand  i  et  r  sont  des  entiers. 
D'après  ces  principes,  on  commencera,  comme  en  Anth- 
lûétique ,  par  chercher  si  l'une  des  quantitésn'est  pas  elle- 
même  diviseur  de  l'autre  ;  si  la  division  ne  se  fait  pas 
exactement,  on  divisera  le  premier  diviseur  par  le  reste , 
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.  et  ainsi  de  suite  ;  et  celui  des  restes  ejui  divisetaeixacte-^ 
ment  le  précédent ,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  quantités  proposées  .*  mais  il  sera  nécessaire 
d'apporter  dans  les  divisions  indiijnées ,  des  attendons 
qui   tiennent  à  la  nature  des  quantités  algébriqueSr 

On  ne  doit  d'abœrd  chercher  le  diviseur,  commun  de 
deux  expressions  algébriques ,  que  lorsqu'elles  ont  des 
lettres  communes  ;  il  faut  en  choisi^  une,  par  rapporta 
laquelle  on  ordonnera  les  expressions  piroposées^,  et  on 
prendra  pour  dividende  celle  où  cette  lettre  aura  le  pins 
haut  exposant  :  l'autre  sera  le  diviseur. 

Soient  les  deux  quantités  •> 

qui  sont  déjà  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a;  on 
prendra  la  première  pour  dividende ,  et  la  secQpda  pour 
diviseur.  Il  se  présente ,  dès  le  commencement  dé  l'opé- 
ration, tme  difBciilté  qu'on  ne  rencontré  point  dans  lef 
nombres ,  c'est  que  le  premier  terme'du  diviseur  ne  peuÇ 
diviser  exactement  celui  du  dividende ,  à  cause  des  fac- 
teurs 4  et  6  de  l'un ,  qui  ne  sont  pas  dans  l'autre.  M^is 
la  lettre  b  étant  commune  à  tous  les  termes  du  dîviseuj;^ 
sans  l'être  à  tous  ceux  du  dividende ,  il  s'ensuit  (4o) 
que  b  est  facteur  du  diviseur  et  ne  l'est  point  du  divi- 
dende ;  or  tout  diviseur  commun  à  deux  quantités  ne 
peut  se  composer  que  des  facteurs  qui  sont  communs  à 
l'une  et  à  l'autre  ;  donc,  s'il  existe  un  tel  diviseur  entre  les 
deux  quantités  proposées,  il  nepeut  se  trouver  que  parmi 
les  facteurs  de  la  quantité  4^*— 5aè  +  i*  qui  reste 

quand  onasuppriméô,  delà  quantité4a*i — 5a6*+^^« 
ainsi  l^'question  se  réduit  à  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  deux  quantités 

•  5a^  —  3a''b  +  aè^  —  b\ 
4a»  — 5a6+&*. 
Par  la  même  raison  qu'on  a  pu  supprimer  dans  Tune 
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ém  ^aatîtés  proposées^  le  ÙLtAeurbqai  n'exittait  pas 
dffiis  Fàutre^  on  t>ettt  auséi  introduire  dans  celle-ci  un 
fiDuyeau  iactevij  pourvu  qu'il  ne  soit  point  Eacteur  de 
}a  preiÉiÂre*  Par  cette  opération^  le  plus  grand  corn-- 
mun  diviseur  de  ces  quantités  j  qui  n'est  formé  que  des 
fàctenrsr  communs  à  toutes  deuJc ,  ne  sera  point  altéré*  Je 
profiterai  de  cette  Remarque  pour  multiplier  la  quantité 
Stf -î— 3a"i-+-ai*— 6^par4^  qtii  n'est  point  facteur 
de  la  quantité  4  <z^— 5  ab  +  h^,  afin  d^  rendre  possible 
la  division  du  pi^^nier  terme  de  Ttine  par  le  premier 
terme  de  l'autre^ 

J'aurai  de  cette  manière  pour  dividende  la  quantité 

pour  diviseur  la  quantité 

4c^— 5a&  +  ft*, 
cA  le  quotient  partiel  sera  3  o. 

Aftltijdiant  le  diviseur  par  ce  quotient  ^  et  Ittranebébt 
le  prodtdt  du  dividende  >  il  viendra  pour^este 

quantité  ^i^  d'après  le  priùcipé  posé  au  éoâOiitietiîEïemeiït 
de  cet  article,  doit  encore  avoir  avec  4à*^^9ûi-f^ft*, 
)é  même  plus  grand  commun  diviseur  que  la  première. 

Profitant  des  temarqUes  faites  plus  haut^  je  supprime 
lé  facteur  b,  commun  à  tous  les  termes  du  reste  d-des- 
sus  ^  et  je  le  multiplie  par  4>  afin  de  rendre  possible  la 
division  de  son  premier  terme  p4r  celui  dû  diviseur.  J*ai 
alprs  poûir  dividende  1^  quantité 

iaa*+4a6  — i66% 
et  pour  diviseur  la  quantité 

4a*~5a6+6*; 
le  quotient  partiel  est  3. 

Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient,  ^t  retranctiant 
le  produit  du  dividende,  on  a  pour  reste 

igafi— igi*, 
et  la  question  est  réduite  à  chercher  le  plus  grand  bom-r 
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mim  diviseur  entre  cette  quantité  et 

Mais  la  lettre  a,  par  rapport  à  laquelle  se  fait  la  division, 
n'étant  plus  dans  le  reste  qu'au  premier  degré,  tandis 
qu'elle  est  au  second  dans  le  diviseur,  c'est  cèhû-ci  qu'il' 
faut  prendre  pour  dividende ,  et  on  doit  faire  du  redtele 
diviseur. 

Avant  de  commencer  cette  nouvelle  division  ^  je  sup- 
prime du  diviseur  19  afr  -^  19  £^  le  facteur  19  & ,  com- 
mun à  tous  ses  termes,  et  qui  n'est  point  facteur  du  divi- 
dende; j'ai  donc  pour  dividende  la  quantité 

4û«~5aô4.6% 
et  pour  diviseur 

a— 7  6.  ' 

La  <Kvîsion  s'opère  exactenient  ;  ainsi,  a^^best le  plus 
grand  commun  diviseur  demandé. 

Sn  remontant  depuis  la  dernière  division  jusqa'à  la 
première ,  on  prouverait  ausei  d  posteriori ,  que  la 
quantité  a — b  doit  diviser  exactement  les  deux  quantités 
proposées,  et  qu'elle  doit  être  lapins  composée  de  celles 
qui  peuvent  le  faire  ;  et  en  divisant  par  a  —  6  les  deu:ip 
quantités  proposées  ^ 

3a3_3a»6  +  aô^  — 6^       4a»6  — 5aft*+fc», 

on  les  décompose  aiusi  qu'il  suit  : 

(3a*-fi*)  (a~6),       i4ab  —  b^)  (a— 6). 

49  •  Lorsque  la  quantité  qu'on  prend  pour  diviseur  con- 
tient plusieurs  termes  où  la  lettre  par  rapport  à  laquelle 
on  a  ordonné ,  se  trouve  au  même  degré,  il  y  a  une  at- 
tention à  avoir,  sans  laquelle  l'opération  ne  saurait  se. 
terminer.  En  voici  un  exemple. 

Soient  les  quantités 

a^b^a<^'^(P,        ab-^ac+d^', 

si  l'on  prépare  l'opération  comme  pour  une  division  ordi- 
naire . 
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reste    ffc'-\^a(^''^ad^''^d?^ 

«n  divisant  d'abord  a*ft  par  a  fr  ^  on  trouve  pour  quo-» 
tient  a  \  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient^  et  re- 
tranchant les  produits^  du  dividende^  le  reste  contiendra 
un  nouveau  terme ^  où  a  sera  au  second  degré ^  savoir, 
a*  c  provenant  du  produit  de  —  a  c  par  a.  L'opération 
n'aura  fait  de  cette  manière  aucun  progrès  ;  car  en  pre^ 
nant  le  reste  (^c^-^^ ad^*^ ad^ — d? pour  dividende,  et 
le  multipliant  par  by  pour  rendre  possible  la  division  par 
a  &  >  on  aura 


ab^^ac'^'d^ 


ac 


reste  c^c'+abc' — acd^^''<Lbd'>-^bd?^ 

et  le  terme  -— a  c  reproduira  encore  un  terme  a^  c',  où 
a  sera  au  a^  degré. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  faut  observer  que  le 
diviseur  ab-^  acr\~d^^sa  (i— c)  +  d*,  en  réunissant 
les  tempes  a6  -^^ac  en  un  seul  ;  et  faisant,  pour  abréger 
les  calculs ,  b  —  c=  m,  on  aurai  pour  diviseur  am  +  d^; 
mais  alors  il  faudra  multiplier  tout  le  dividende 
«"ô  +  ac*--.£P  par  le  facteur  771 ,  afin  d'avoir  un  nou- 
veau dividend»3  dqnt  le  premier  terme  soit  divisible  par 
la  quantité  am  formant  le  premier  terme  du  diviseur: 
l'opération  deviendra 


'^c^bm''^ab^ 


ab^à 


1^  reste  ^^abd^+ac^m*^d?m 
— ac*77i— c^d* 


TT" 


fl*  reste  — abd^ — d'df^^-'d^m. 
C^ttefois,  les  terxpes  aifectés  de  a*sontôtés  du  divi-: 


D'ALGEBRE*  j5 

dende ,  et  il  n'y  reste  plus  que  les  tennes  affectés  de  la 
première  puissance  de  a.  Pour  les  faire  disparmtre^  on 
divisera  d'abord  le  terme  ac^m  par  a  m^  et  il  viendra 
pour  quotient  c^  ;  multipliant  le  diviseur  par  le  quotient^ 
^t  retranchant  les  produits,  du  dividende^  on  aura  1^ 
a^  reste  ;  prenant  ce  a^  reste  pour  un  nouveau  dividende, 
on  y  supprimera  le  facteur  d*,  qui  n  est  point  d^9  Iç 
diviseur  j  il  viendra 

iqu'on  multipliera  de  nouveau  par  m,  et  on  aura 
'    — aamp-^c^m-^dm^    am-j-d^ 

i  _  _ 

reste     +éc?  — c^ttï — rfm* 

Le  reste  bd^-^c^  mr^dm^  de  cette  dernière  divÎMon 
ne  contenant  plus  a,  il  s'ensuit  que  s'il  existe  entre  les' 
deux  quantités  proposées  un  commun  diviseur,  il  est 
indépendant  de  la  lettre  a. 

Parvenu  à  ce  point,  on  ne  peut  plus  continuer  la  divi- 
sion par  rapport  à  la  lettre  a  ;  mais  on  observera  que  9'il 
existe  un  conmiun  diviseur  indépendant  de  a  entre  les 
quantités  6^* — c^m^-dm^  et  am^i^,  il  faut  qu'il 
divise  séparément  les  deux  parties  ametd^  du  diviseur  ; 
car  en  général,  si  une  quantité  est  ordonnée  par  rapport 
au3ç  puissances  de  la  lettre  a,  tout  diviseur  de  cette 
.quantité,  indépendant  de  a,  doit  diviser  séparément  les 
quantités  qui  multiplient  les  diverses  puissances  de  cette 
lettre. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suflBt  de  faire  attention  que , 
dans  ce  cas,  chacune  des  quantités  proposées  doit  être 
le  produit  d'une  quantité  dépendante  de  a,  et  du  divi- 
i^ieur  commu|i  qui  n'en  dépend  point.  Or,  si  l'on  a ,  par 
exemple,  l'expression 

^a^  +  Ba^+Ca^'  +  Da  +  E, 
dans  laqjiçlle  les  Jettres  ^,  B,  C,  D,  E^  désignent  des 
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quanti  cpieleoiiqftM»  iadépendastefixie  a>  tt  qu  on  la 
miiltqilie  par  Une  qpoaotfti  Jf  saaaak  Ssdépendante  de  d, 
}6  prodnk 

ordonné  par  rapport  à  à,  contiendta  encore  les  mêmes 
puidâ^ncës  de  a  qu'auparavant;  mais  le  codEcient  de 
çhacmie  de  is^es  pidâsances  éerâ  un  midtjple  de  At. 

Cela  posé^  si  l'on  remet  pour  m  1^  quantité  5— c 
que  cettç  lettre  représente ,  on  aura  les  quantités 

(2(6— c)4-cP; 

or  il  est  visible  que  6 — p  et  ^  n'ont  aucun  facteur  coni- 
mun:  donc  les  deux  quantjités  proposées  n^oat  point  de 
diviseur  commun. 

Si  l'on  n'avait  pu  reconnaître  à  la  setile  inspection 
qu'il  n'existait  pas  de  diviseur  coiiimun  entre  fr^c  et  <{*, 
il  aurait  fallu  chercher  lettr  plus  grand  commun  (Bvi- 
seur ,  en  les  ordonnant  par  rapport  à  une  même  lettre , 
et  d*asstLrer  ensuite  s'il  pouvait  divi^et  aussi  la  quantité 

Jdi»-,c*(6— c)^rf(6— c)». 

5o.  AulieuderemettreàlafindeFopérationidécou- 
vrir  le  plus  grand  commun  diviseur  ^indépendant  de  la 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux  quan-* 
tités^  il  est  plus  commode  de  le  chercher  d'abord^  parce 
que  le  plus  souvent  les  restes  de  chaque  opération  par- 
tielle se  compBquent  à  mesure  qu'on  avance»  et  le  calcul 
devient  de  plus  en  plus  pénible. 

Soient ,  par  exemple ,  les  quantités 

après  les  ayohr  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a  i  ce 
qui  donnera 


D^  A  X»  G  £  B  a  £•  yS^ 

Yobêotyei  d'^bonly  cfue  lî  èUts odk  en ^diftsMùr  ednnmiii 
qui  soit  indépendant  de  a,  il  faut  qu'il  dîyiie  vnpattisw- 
lie^  eliaeiine  dea  quantités  qui  multipflieQt  les  diyorsesf 
puisdfitteesdeèCi^}»  ^â^e  les  quantités  64c**-^i*c4 
et  &^  — «  ^  c ,  qui  ne  renferm^at  point  cette  lettre,. 

La  question]  est  donc  ramenée  à  trouvet  leà  ditisétixtf 
communs  aux  deux  quaslitéB  b^^^tffèt  b  '^c,  età  réiiEer 
ensuite  si ,  parmi  ced  div^èvcrs^  û  d'eu  ixoti^e  qjià  j^uisdeât 
diviset  én^  fiiMe  temps 

V^bd"  et  6»— 6c,       Ud'-^b'^^  et   b^—b^c. 

En  divisant  i**''<^<^  pat  i-^c^  ou  trouvé  un  quotient 
exact  6  +  ^9  &*-«c  est  donc  diyiseur  commun  des  quan- 
tités b^-^c^  et  6— c,  qui  visiblement  n'en  peuvent  avoir 
d'autres^  puisque  la  quantité  6— c  n*e8t  divisible  que 

far  elle-même  et  par  Vunité.  II  faut  donc  s'assurer  si 
— 'C  divise  les  autres  quantités  rapportées  ci-dessus  , 
ou  bien  s'il  divise  en  même  temps  les  deux  quantités  pro- 
posées ;  c^est  ce  qui  arrive  en  effet  ^  et  il  vient 

l^oïii  amener  ces  dernières  expressions  aii  plus  haut 
degré  de  simplicité  possible  »  il  convient  d'essayer  si  la 
première  n'est  pas  divisible  par  fi+c;  cette  division 
étant  elTectuée^  réussit^  et  l'on  n'a  plus  qu'à  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  quantités  fort  simples 

En  opérant  sur  celles-d|  comme  le  prescritk  règle^  on 
parvient^  après  la  seconde  division^  à  un  reste  contenant 
la  lettre  a  à  la  prendère  puissance  seulement  ;  et  comme 
ce  reste  n'est  pas  diviseur  conunun  j  on  en  conclut  que 
U  lettre  a  ne  fait  point  partie  du  plus  grand  commun  divi- 
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senr  cherché  ^  qui  n'est  composé  par  conséquent  que  du 
seul  facteur  fi  •—  c. 

Si ,  outre  ce  cEyiseur^  on  en  eût  trouvé  un  autre  dans 
lequel  fut  entrée  la  quantité  a^  il  aurait  fallu  multiplier 
ces  deuX;  diviseurs  Tun  par  Tautre  pour  obtenir  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

Ces  remarcjues  suffiront  y  dès  qu'on  aura  acquis  un  peu 
d'habitude  dans  Tanalyse ,  pour  parvenir^  dans  tous  les 
cas^  au  plus  grand  commun  diviseur;  et  on  trouvera 
sans  peine  que  les  quantités 

Sa^+iSa^fi  — 4aV—  loa^fic", 

gâ^fi — aja^fic— 6afic*+i8fic^, 

ont  pour  plus  grand    commun  diviseur  la  .quantité 
3a*— -ac*. 

5i.  Lies qiiaAr e  opércLtions fondamentales,  c^est-àrâire 
l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la  divi- 
sion, s'efFectuent  sur  les  fractions  algébriques  comme  sur 
les  fractions  arithmétiques ,  en  observant  seulement  de 
suivre ,  dans  les  opérations  prescrites  par  les  règles  de 
l'Arithmétique  ^  les  procédés  indiqués  ci-dessus  à  l'égard 
des  quantités  algébriques.  Je  me  bornerai  donc  à  rappe- 
ler ici  ces  règles,  en  donnant  tn  exemple  de  l'appUca- 
tion  de  chacune. 

La  somme  des  fractions 

abc. 
d'         d'  3' 

qui  ont  le  même  dénominateur ,  ou 

abc      a  +  fc  +  c..,       ^^^ 

La  différence  des  fractions 

a  b 

d     ''     d' 

qui  ojTt  le  même  dénominateur,  ou 
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a     b a — b 

2     5""    il 

L'entier  a  joint  à  la  fraction  -  ^  ou  Fexpression 

c  .  ^  j 

b     ac  ,  i ac+b  >    .  .  •       ^  . 

a +  -=—+•*= • —  (^Aritnm.  67). 

c         V  V  C 

De  même  ^expression 

b      ac  b aC'-^b 

c       c  c^^      c      ' 
Réciproquement 

„  ûc-4-i      ac  ^  b  ,  i 

1  expression  — — —  = — ^^:rz:a'^ — , 

c  c        c  '   c 

„            .       ac'^b      ac      b  <  *  ,  >  -.i  /»/w 

1  expression  = —  — -=;=a— -  (^rrtA.GbJ* 

C  C  C  c 

*  ♦ 

5a.  Les  fractions  r  j   ;*>  étant  réduites  au  même  déuci-  m 
minateur^  deviennent  respectivement  / 

Quand  le^  fractions  proposées  sont  égales,  on  trouve 
ad-=Lbc\  divisant  alors  les  deux  membres  par  cd  et 
en  nommant  q  le  quotient  «  il  vient 

ai      a  bc       b       K  ^^  ,  ,       , 

ainsi  »  les  deux  termes  de  Tnne  des  fractions  ne  sont  qu» 
ceux  de  Fautre  multipliés  .par  un  ta^c^nti  ûovisxm'     . 
Les  fractions  '  '■   -    -<    '    .       ,  , 

a       c        e,       g 

b'    3'   /'    h' 


1 
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pair  la  même  rédaction ,  deviennent  respfectiyement 
adfh       chfh       ebdH       S^^ffj'-u      c  \ 

Jdjh'    Vipt'    kdfR'    t^^  ^  ^^^^- 

J'ai  domié  dstiaé  le  numéro  69  de  rArithmétiqne, 
un  procédé  potpr  paryeidr  daad  ceârtaina  cas  à  un  déno- 
uunateur  plus  simple  que  celui  qui  résulte  de  la  règle  gé* 
nérale;  les  symboles  algébriques  en  facilitept  bç^uçoup 
l'application^  ai^si  qu'on  ya  le  voir. 

ad, 

Par  exemple .  si  Ton  a  les  deux  fractions  r->   r->>  il 
^  oc    bf 

est  facQe  de  yoir  que  les  deux  dénominateurs  seraientles 

mêmes  ^  si  pétait  féCteur  du  premi^^  et  c  facteur  du 

£ëCônâ.;  dn  multipliera  donc  les  deu:^  termes  de  la  pre- 

niière  fractic^i  p^y>  ^t  leadeUx  tfiP^^s  delà  seconde 

par  c,  ce  qui  ddxmera  ies  fractions  r-^  et  -r-^ ,  plus 

simples  çaér-r*^->©<  ■.  ,  ■  >,  qu'on  aiirait  en  muiti-^ 

pliant  par  les  dénoiEtàiîatènrs  piiin(iti£i. 

En  général^  on  rassemble  en  un  sead  produit;  pouf 
en  composer  le  dénominateur  commun,  tous  les  facteurs 
différens  élevés  à  la  plus  haute  des  puissantes  où  ils  ié 
troj^ent  dans  tes  dénominateurs  dès  fractions  proposées; 
et  il  ne  reste  plus  qu*à  miiltipKer  le^numértHeur  dé 
thaque  fraction  par  les  facteurs  de  ce  produit  y  qui 
TTumquent  dans  le  dénomincUeur  de  la  fraction. 

Ajant,  par  exemple^  les  fractions  rr~>  it>y  '^^9  j^ 

forme  îe  produit  i^  f^fg";  Je  multiplie  le  numéretçûrde' 
la  pFemi^e  firaotion  ip^fg,  <»l|ii  de  la  seconde  ft^' 
bcg,  celui  de  la  troisiènie  par  b^f,  et  fqlHiJblds 

cfg  ££éjS  ,yg/ 
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53.  Pour  la  rnukiplication^  on  a 


tt\  .        ae 


P(^Ia.^Ti«ôii|;  - 

r  à  diroer  par  c^  donne  T-P»r  ><  ^idrithra.  54, 76)  ; 

T  à  diviser  par  ^ ,  donne  r  X  "  =1"  (  ^rithm.  79  ) . 

Les  termes  dès  fractions  précédentes  étaient  monômes; 
mais  si  on  avait  des  fractions  dont  les  termes  fussent  de;s 
pol}momes^  il  n'y  aurait  qu*à  effectuer  par  les  règles 
données  pour  les  quantités  complexes^  les  opérations  in- 
diquées sur  les  mènomes  :  c^est  ainsi  que  Ton  a 

Le  quotient  de  la  fraction 

c-^a       a-^  0         Qc  +  tf)  (a— £>) 


»    .  / 


■y;-  I-      .     p-^      -     ---     ■  ••    'if  •  *     * 

et'  ainçi  €èfr  «ifres  bpél:atît>ns. 

54.  Lorsqu'on  possède  I^ien  tout  ce  qui  précède,  on 
pe\it  r^souctfè  iWé^  équation  du  pteûiiei' degré ,  quelque 
eorâpliquèô  qu'elle  sôît. 
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Si  l'on  araît ,  par  exemple ,  l'équation 

on  commencerait  par  faire  disparaître  les  dénominà- 
tetlrs^  en  indiquant  setdementlés  opérations;  il  Tiendrait 
alors 

(a4-J)  (x— c)  (3a  +  *)  +  4&(û~i)<3û+i) 
z=:Qx(^a — 6)  (3a+i)— ac(a — i); 

puis  effectuant  les  multiplications ,  on  ttôuyetait 

3a*a:  +  4û5Ôi»  +  *^^— 3a*c — 4a6c* — i*c 

transposant  dansuii  seul  membre  tous  les  termes  afFectés 
de  X,  on  obtiendrait 

—  3a»x+8à6x  +  âA*x 
=  a  a*c  +  5  aie  +  6*c~  la  a*6 +8 ai*  +  46^ 
d'où  Ton  conclurait  enfin 

_  fla^c+5  gfe  c+&*c—  iflc^i  4.8qA^4>4y 
^•^  — 3a*+8ai+36» 

Des  questioTis  à  deux  inconnues  y  eX  des  quantités 

négatives^ 

55 .  Dans  les  (juestions  résolues  préaéflenmient  >  ou  n'af 
'  fait  entrer  qu'une  seule  inconnue  ^  au^'inoyen  de  laquelle 
on  a  exprimé ,  avec  les  quantités  connue»^  toutes  les 
conditions  de  la  question.  Il  est  souvent  plus  commode 
pour  quelques-unes  de  ces  questions^  d'employer  deux 
inconnues  ;  mais  alors  il  faut  qu'il  y  .ait,  explicitement 
ou  implicitement  /  deux  conditions  pour  former  deux 
équations^  sans  quoi^  on  ne  pourrait  déterminer,. e<Q 
même  temps  les  deux  inconnues. 

I  .  »  M  • 

La  question  du  numéro  3,  surtout, comme  elle  est 
énoncée  dans  le  numéro  4  >  se  présente  naturellement 
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avec  deux  inconnues;  eayoir^runet  Tautre  des  nombres 
ch^chés.  £n  eiFet  y  si  Ton  désigne 

le  plus 'petit  par      x, 

le  plus  grand  par    y, 

leur  somme  par        a  >      > 

leur  différence  par  b, 
on  aura ^  parTénoncé  de  la  question^ 

x+y.  =  a, 
y—x=:b. 

Chacune  de  ces  deux  équations^  considérée  seule,  ne^ 
peut  déterminer  absolument  Tune  des  inconnues.  Si  dé 
la  seconde^  pair  exemple^  on  tire  la  valeur  de  y/  elle, 
donnera 

valeur  qui  semble  d*abord  ne  rien  apprendre  sur  ce 
qu'on  cherche ,  puisqu'elle  contient  la  quantité  x ,  qui 
n'est  pas  donnée;  mais  si,  ^1a  place  de  Finconnue  y 
qu'elle  représente ,  on  la  met  dans  la  première  équation , 
cette  équation  ,  ne  renfermant  plus  alors  que  la  seule 
inconnue  x,  en  donnera  la  valeur  par  les  procédés  déjà 
enseignés. 

On  aura  en  effet ,  par  cette  substitution , 

ou  .    !^x  +  bf=:a, 

p  ,      >a — b  ^ 

ou  ennn  x=t ^  ; 

a 

et  mettant  cette  valeur  de  x  dans  celle  de  y,  qui  est 
i+x,  on  obtiendra 

y  •  *       a  a 

on  aura  donc,   pour  les  deux  nombres  inconnus,  les 
mêmes  expressions  que  dans  le  numéro  3. 

n  est  facile  de  voir ,  en  effet ,  que  la  solution  ci-des- 
sus ne  diffère  point,  quant  au  fond,  de  celle  du  n^  3^ 

Elém,  d'Algèbre,   14*  édition.  6 
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seulement  j*ai  posé  et  résolu  la  seconde  équation 
y  —  a;  =  i ,  que  je  m*étais  contenté  d'énoncer  en  lan- 
gage ordinaire  dans  le  numéro  cité ,  et  dont  j'avais  con- 
clu ,  sans  calcul  algébrique  ^  que  le  plus  grand  nombre 
était  3C  +  i. 

56.  Soit  encore  cette  question  : 

Un  ouvrier  travaillant  chez  un  particulier  pendant 
iz  jours  y  et  ayant  eu  avec  lui,  pendant  les  7  premiers 
jours  i  sa  femme  et  son  fils ,  a  reçu  *jé^  francs;  il  a  tra- 
i/aill^  ensuite  chez  le  même  particulier  8  cadres,  jours , 
sur  5,deS)quels  il  a  eu  avec  lui  sa  femme  et  son  fils ,  et  il 
a  reçu  pour  ce  temps  So  francs.  On  demande  combien  il 
gagnait  par  jour  pour  sa  pttrt,  et  combien  gagnaient  en-- 
semble  dans  le  même  t^mps ,  sa  femme  et  son  fils. 

Soit  X  le  gain  journalier  du  m«n, 
y  celui  de  la  femme  et  du  fik; 

12  jours  d'ouvrage  du  piari  produiront  lax  / 
7  de  la  femnje  et  du  fils  vaudront         yy  ; 
on  aura  donc^  par  la  première  circonstance   du  pro- 
blème , 

i2a7+7j^:?=74: 

8  jours  d'ouvrage  du  mari  pxoduiront    8  x , 
5  jours  de  lafenime  et  du  fils  vaudront    5 y  ;  , 

on  aura  donc ,  par  la  seconde  circonstance  du  pro- 
blème , 

8x  +  5^  =  5o. 

En  raisonnant  ici  de  même  que  dans  la  question  pré- 
cédente, pn  prendra  la  valeur  de  y  dans  la  prçimère 
équation^  et  on  a^ra 

y 7 — .  '  .     . 
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on  mettra  cette  yaleur  dans  la  seconde  ^  en  la  mnkijaflktit 
par  5,  puisqu'il  y  a  5^^  et  il  viendra 

ox-A — =  5o, 

7 

é^ation  qui  ne  renferme  {>1ub  que  la  seule  inconnue  x. 

En  la  résolyant ,  on  aura  successivement 

56  ^ -I- 370  —  60  07  ==  35o, 
370 — 4^=^5o; 

passant-^  4^^^^^  ^^  second  s^emhrej  çtSSo  dads  h 
premier,  on  obtiendra 

370  —  5502=2:4^ 
âo=s4^ 

5=  a:. 

Connaissant  j?^  qu'on  vient  de  trouver  égal  à  5 ,  si  on 
met  cette  valeur  dans  la  formufe 

le  second  membre  deviendra  connu ,  et  l'on  aura 

74—  ifl  X  5 74-T  ^Q ^4 

y—        7         —      7      — y— a- 

ainsi  ^  =  12. 

L'homme  gagnait  donc  5  francs  par  joui: ,  taudis  (|ue 
la  fenmie  et  le  fils  n'en  gagnaient  que  â. 

67.  Le  lecteur  aura  peut-être  remarqué  qu'en  résol^^ 
vant  plus  haut  l'équation  870  —  4*=35o,  j'ai  fait 
passer  4  oc  dans  le  second  membre  :  j'en  ai  usé  ainsi  pour 
éluder  une  petite  difficulté  qui  aurait  eu  lieu  sans  cela,  et 
dont  je  vais  donner  l'éclaircissement^ 

En  laissant  4  ^  dans  le  premier  membre ,  et  passant 
370  dans  le  second ,  on  aurait 

^4a:=S5o  — 370; 

6.. 
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et  réduisant  le  second  membre  suivant  la  règle  du  n®  1 9, 
il  en  serait  résulté 

—  ^x= — 20. 

Mais  puisqu'on  a  éyité  dans  le  numéro  précédent  le 
/  signe  —  qui  affecte  la  quantité  4^,  en  passant  cette 

quantité  dans  l'autre  membre;  que  pareillement  la  quan- 
tité 35o — 370  est  devenue  3/0 — 35o  en  changeant  de 
membre ,  et  enfin  qu'une  quantité  en  passant  ainsi  d'un 
membre  dans  un  autre,  change  de  signe  (10),  il  est 
évident  qu'on  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats ,  en 
changeant  immédiatement  le  signç  des  quantités  >— >  ^x, 
+  35o  —  370 ,  ce  qui  donnera 

4^=— 350+370, 

ou  4^=^70—350, 

équation  qui  est  bien  la  même  chose  que 

370— 35o=4iï^- 

On  peut  même  n'opérer  lé  changement  de  signe  que 
sur  le  dernier  résultat 

—  4^  =  '^ûo; 

et  il  vient  alors ,  comme  plus  haut ,  > 

4^  =  20. 

Il  suit  de  là  qu'on  pourra  transposer  indifféremment 
dans  un  membre  ou  dans  l'autre ,  toutes  les  quantités 
cffectées  de  l'inconnue;  on  observera  seulement  de  chan- 
ger en,  Tuême  temps  les  signes  dans  les  deux  membres  du 
dernier  résultat,  lorsque  l'inconnue  sera  affectée  d^ 
signe  — . 

58.  Avant  d'entreprendre ,  par  le  moyen  des  lettres , 
la  résolution  générale  du  problème  du  numéro  56^  je  vais 
examiner  encore  im  cas  particulier.  Je  suppose  que  la 
première  somme  reçue  par  l'ouvrier  soit  46  fr->  et  la  se- 
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conde  3o  fri ,  les  autres  ciroonstances  demearant  d'ail- 
leurs les  mêmes  ;  les  équations  de  la  questbn  seront 

8  a?  +  5  y  =  3o. 
La  première  donne 

multipliant  cette  valeur  par  5  pour  mettre  le  résultat  à  la 
place  de  5y  dans  la  seconde ,  on  aura 

fl3o*— 6oa?      - 
8  «  +  ■■'  =  oo  ; 

7 
faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  obtiendra 

56  a;  +  a3o-^6oa7=aio, 
ou  56  a;  — 6oa;=  flio — a3o, 

OU  — 4^  =  '"^^o> 

et  changeant  les  signes  des  deux  membres ,  d'après  la 

remarque  du  iiuméro  précédent^  on  trouvera  enfin 

aJ  =  -^  =  5. 

Si  l'on  substitue^  dans  l'expression  dej^^  à  la  place  dex 
sa  valeur  5 ,  il  viendra 

_46  — 6o 

y —    j    >   V 

et  réduisant  le  numérateur  de  la  valeur  dey ,  on  aura 

-i4 

Maintenant,  comment  faut-il  interpréter  le  signe—  qui 
affecte  la  quantité  isolée  i4?  On  conçoit  bien  ce  que 
c'est  que  l'assemblage  de  deux  quantités  séparées  par  le 
signe  —,  lorsque  la  quantité  à  soustraire  est  plus  petite 
que  celle  dont  on  doit  la  retrancher  ;  mais  de  quoi  peut- 
on  retrancher  une  quantité  qui  n'est  jointe  à  aucune 
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autre  dans  le  membre  où  eUe  se  trouve?  Pour  éclair- 
cir  cette  eq>éce  <J3&  paradoxe ,  lé  memeur  moyen  qui 
s'offre ,  c'est  de  rempoter  ài^^x  équations  mêmes  qui  ex- 
priment les  conditions  de  1^  question;  car  tenant  de  plus 
près  à  son  énoncé ,  on  y  lira  mieux  les  ci^çoji^sti^^e^  qui 
ont  amené  la  difficulté  présente. 

Je  reprends  donc  Téqu^on 

je  mets  à  la  place  de  x  sa  yaleur  5  ^  et  il  vient 

6o  +  7j^  =  46, 

La  seule  inspection  de  cette  équation  y  fait  reconnaître 
une  absurdité.  £n  effets  il  n'est  pas  possible  de  former 
le  nombre  4^  en  ajoutant  quelque  chose  o^  nombre  60^ 
qui  seul  surpasse  déjà  46. 

Je-prends  aussi  la  seconde  é(^.9.tion 

et  mett^t.  5  W  lie»  de  a? ,  Je  tTrOuve 

40  +  5^=  3o; 
même  absurdité  que  tout-àr-l'heure ,  puisqu'il  faudrait 
qu.e  le  x^pipibre  3q  pji):t  se  fonp^r  en  ajoutant  qc^elque 
chose  au  nombre  40. 

Or  les  quantités  1  la  x  ou  60  dans  la  première  équa- 
tion ,  Sx  ou  40  danS'  la  seconde  ,  expriment  ce  que 
gagne  l'ouvrier  par  son  seul  travail  ;  les  quotités  '/y  et 
5y  représentent  les  gains  attribués  à  sa  femme  et  à  son 
EÎs  ',  tandis  que  les  nombres  46  et  3o  désignent  les  sommes 
données  pour  le  salaire  commun  de  ces  trois  personnes  : 
on  doit  bien  voir  à  présent  en  quoi  consiste  l'absurdité. 

D'après  l'énoncé  ,  l'ouvrier  gagnerait  pliis  à  lui  seul 
qu'il  ne  le  fait  aidé  de  sa  femme  et  de  son  fils  ;  il  est 
donc  impossible  de  considérer  l'argent  attribué  au  travail 
de  la  femmç  et  du  fils  comme  ^ugmen^an};  I^  s^^^irç  de 
cet  ouvrier. 


I 
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Mais  si  y  au  lieu  de  prendre  l'argent  attribué  à  la 
femme  et  au  fils  comme  un  gain  y  on  le  regardait  commç 
une  dépense  faite  par  eux  à  la  charge  de  Touvrier ,  alors 
il  faudrait  retrancher  cet  argent  de  celui  que  Thomme 
aurait  gagné  seul ,  et  il  n*y  aurait  plus  de  contradiction 
dans  les  équations  ^  puisqu'elles  deviendraient 

60  —  7^  =  46, 

40  —  by  =  3o* 

On  tirerait  de  Tune  comme  de  l'autre  , 

et  on  conclurait  de  là  que  si  l'ouvrier  gagne  5  fr.  par 
jour  y  sa  femme  et  son  fils  lui  occasionnent  une  dépense 
de  a  fr.  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  ainsi. 

Pour  13  jours  de  travail,  il  revient  à  l'ouvrier 

5^-  X  12    ou   6o^*  -, 

la  dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils  y  pendant  7  jours , 
est  de 

a*^'  X  7    ou    14^'*  : 

il  lui  reste  done  46  fr. 

Pour  8  jours  de  travail  y  il  revient  à  l'ouvrier 

5^-  X  8    ou    /^^-  ;   . 

la^pense  de  sa  fémm«  et  d^  son  fils  y  pendant  5  jou!r$  y  ^ 
est  de 

â^'-  X  5    ou    ro^*  : 

il  hii  reste  donc  3b  fr. 

Il  est  bien  clair  à  présent  qu'à  l'énoncé  du  numéro 
56 ,  il  faut ,  pour  que  le  problème  proposé  soit  pos- 
sible ,  avec  les  données  précédentes,  substituer  celui-ci  : 

Un  ouvrier  travcàMarU  chez  un  particulier  pendant  1 2 
jours  y  ayant  eu  avec  lui  y  les  j  premiers  jours ,  sa  femme 
et  son  fils  y  qui  lui  occasionnaient  une  dépense ,  a  reçu 
46  francs  ;  il  a  travaillé  ensuite  8  autres  jours ,  sur 
5  desquels  il  avait  avec  lui  sa  femme  et  soiifils ,  dont  il 
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devait  encore  acquitter  la  dépense ,  et  il  a  reguZo.fr. 
On  demande  combien  il  gagnait  par  jour ,  et  combien 
dépensaient ,  dans  le  même  temps ,  sa  femme  et  son 
fils. 

En  nommant  x  le  gain  journalier  de  Touvrier ,  et  y  la 
dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  pour  le  même  temps  ^ 
les  équations  du  problème  seront  évidemment 

8a;  —  5y  :^=:5o} 

et  étant  résolues  comme  celles  du  numéro  56  ,  elles 
donneront 

a:  =  5^-  ,      y=:  2^. 

69.  Dans  tous  les  cas  où  Ton  trouvera  pour  la  valeur 
de  l'inconnue  un  nombre  affecté  du  signe  —,  on  pourra 
rectifier  Ténoncé  de  la  question  d-une  manière  analogue 
à  la  précédente  ,  en  examinant  avec  soin  quelle  est  la 
quantité  qui ,  d'additive  qu'elle  était  dans  le  premier 
énoncé ,  doit  devenir  soustractive  dans  le  second  ;  mais 
l'Algèbre  dispense  de  toute  recherche  à  cet  égard,  lors- 
qu'on sait  opérer  convenablement  sur  les  expressions 
affectées  du  signe  »-*;  car  ces  expressions  étant  déduites 
des  équations  du  problème ,  doivent  satisfaire  à  ces 
équations  :  c'est  -  à  -  dire  qu'en  les  soumettant  aux 
opérations  indiquées  dans  l'équation ,  on  doit  trouver , 
pour  le  premier  membre',  une  valeur  égale  à  celle  du 

• 

second.  Ainsi,  l'expression ,  tirée  des  équations 

8x  +  5y  =  3o, 

doit ,  conjointement  avec  la  valeur  a?==  5 ,  déduite  dea 
mêmes  équations ,  les  vérifier  toutes  deux. 


< 
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La  substitution  de  la  valeur  de  x  donne  d*abord 

60  +  7^  =  46, 
40  -f-5j^  =  5o. 

Il  reste  à  faire  la  substitution  de ^  à  la  place  àeyi 

et  pour  cela ,  il  faut  multiplier  cette  expression  par  7 
et  par  5 ,  en  ayant  égard  an  signe  — -  dont  elle  est 
affectée. 

Si  Ton  y  applique  la  règle  des  signes^  donnée  dans  le 
numéro  4^,  pour  la  division ,  on  aura 

—  i4_- 

Z     — *— 3; 
7 

puis ,  par  la  règle  des  signes  relative  à  la  multiplication , 

on  obtiendra 

7X  — a  =  — i4, 

5  ><  r-  a  = —  10. 

Les  équations 

6o-f-7j^  =  46      et      40  +  5^^  =  30^ 
devenant  respectivement 

60  —  14  =  4s      et      4^  —  10  =  3o , 

seront  vérifiées  ^  non  pas  en  ajoutant  les  deux  parties 
du  premier  membre ,  mais  bien  en  retranchant  la  seconde 
de  la  première ,  comme  on  Ta  fait  plus  haut^  d'après 
la  considération  de  la  forme  de  ces  équations. 

60.  Les  données  du  problème  du  numéro  58  n*ont  pas 
permis  de  le  résoudre  dans  le  sens  du  premier  énoncé , 
c'est-à-dire  par  addition  ,  ou  en  regardant  comme  un 
/gain  l'argent  attribué  à  la  présence  de  la  femme  et  du 
fils  de  l'ouvrier  ;  le  second  énoncé  ne  conviendrait  pas 
davantage  aux  données  du  problème  du  numéro  56. 


/ 
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Si  Ton  voulait  consiâérer  dans  ce  cas^  y  comme  expri- 
mant une  dépense  ^  les  équations 

8  j:  —  5  y  =  5o, 
qu'en  aurait  alors  ^  donneraient 

ar=  5        et        v  =; ^  ; 

7 
et  la  substitution  de  la  valeur  de  x  changerait  d'abord 
ces  équations  en 

80  —  7^^  =  74; 

L'absurdité  de  ces  résultats  est  précisément  contraire  à 
celle  des  résultats  du  numéro  58  ,  puisqu'il  s'agit  ici  de 
parvenir  à  des  restes  plus  grands  que  les  nombres  60  et 
40 ,  dont  on  retranche  les  quantités  jy  ^t  Sy. 

Non-seulement  le  signe  —  qui  affecte  l'expression  de 
y  indique  l'absurdité  ,  mais  encore  il  la  redresse  ;  car , 
suivant  la  règle  des  signes , 

7 

et  — 7X  —  a=+i4 

—  5  X  —  a  =  -f-  ïo. 

Par  ce  mùyen  «  Us  éqjualiau^ 

60— 7jr  =  74,        40  — 5jf=5o, 
devenant 

60+  14=74,  40  +  10:=  5o, 
se  vérifient  par  addition  ;  et  par  conséquent  les  quantité» 
—  jyet  —  5y,  transformées  en  +  ^4  >  +  ^^  >  au  lieu 
d'exprimer  des  dépenses  à  la  charge  de  l'ouvrier»,  sont 
regafdées  comme  un  gain  pour  lui  :  on  retombe  donc  en- 
core, dans  ce  cas,  sur  le  véritable  énoncé  de  la  question. 

61.  On  apprend  par  les  exemples  précédens  qui/ 


l 
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peut  se  troxwer  dcms  les  énoncés  des  problèmes  du  pre- 
mier  degré,  certaines  çontrc^ictions  que  l'Algèbre  fait 
nSon^seul^ment  connattre ,  mais  dovi  elh  indique  eiusor^ 
la  rectification^  en  rendant  soustrtfcti^es  des  quantités 
qu'on  avait  regardées  comme^additives y  oiu  odditives 
des  quantités  que  l'on  avc^it  regardées  comme  soustrac- 
tivesj  ou  en  donnant  pour  les  inconnues  des  valeurs 
affectées  du  signée  -^. 

.  Voilà  ce  qu*il  faut  entendre  lorsqu'on  ait  communé- 
ment que  les  valeurs  affet^tées  du  signe  — «^  et  qu'on  ap- 
pelle solutions  négatives ,  résolvent ,  àkns  un  sens  op- 
posé à  son  énoncé ,  la  question  où  elles  se  rencontrent. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  comme  ne  formant  j, 
à  proprement  parler ,  qu'unp  seule  question ,  celles  dont 
les  énoncés  sont  liés  entre  eux  de  manière  que  les  solu- 
tions qui  satisfont  à  l'un  des  énoncés,  peuvent,  par  un 
simple  changement  de  signe  ,  satisfaire  à  l'autre. 

62.  Puisque  les  quantités  négatives  résolvent,  dans 
uh  certaiO'  sens  >  les  problèmes  qui  leur  donnent  nais-* 
aance ,  il  est  à  propos  d'examiner  de  plus  près  leur 
u^age ,  et  d*abord,  de  s'assurer  de  la  manière  dont  il 
convient  d'eifectuer  les  opérations  indiquées  sur  ces 
quotités. 

Oo  a  oi-^es^ia  fait  usage  diss  rè^es  des  signe»,  trou- 
vées précédemment  pour  chacune  des  opérations  fondar 
mentales  ;  n^ais  ces-rè^es  n'ont  point  été  démontrées  sur 
d§S  quantités  isolées.  Pour  la  soustraction ,  par  exemple , 
oï\  ^  qupposé  qu'il  fallait  retrancher  de  a  Vexf^essiou 
h^^Oy  dans  laquelle  la  quantité  négative  -^^j  était  pré- 
cédée- d'une  quantité  positive  b  (20).  On  réduirait  bien 
6-*T-6  4— c,  en  falsaot  &  =  o  ,  ce  qui  changerait  le 
résultat  en  a  -f-  c  ;  mais  le  raisonnement  employé  à 
l'endroit  cité^  supposant  l'existence  de  la.  quantité 
6>  ne  p^aît  pas  ^comprendre   ce  cas;  et  la  théorie 
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propos  de  1  appuyer  snr  des  bases  solides.  Pour 
parvenir  à  ce  but ,  il  faut  remonter  à  l'origine  des  quan- 
tités négatives. 

La  plus  grande  soustraction  que  Ton  puisse  opérer  sur 
une  quantité,  c'est  de  la  retrancher  d'elle-même  ;  et 

dans  ce  cas  ,  on  a  zéro  pour  reste  :  ainsi ,  a a  =  o. 

Mais  lorsque  la  quantité  à  retrancher  surpasse  celle  dont 
il  faut  la  retrancher ,  on  ne  peut  plus  effectuer  en 
entier  la  soustraction;  on  ne  fait  qu'opérer,  dans  la 
quantité  à  soustraire,  une  réduction  égale  à  la  quantité 
dont  elle  devrait  être  ôtée.  Lorsque  de  3,  paf  exemple, 
il  faut  retrancher  5 ,  ou  qu'on  a  la  quantité  3  —  5 ,  en 
ôtant  d'abord  3  de  5 ,  on  décompose  5  en  deux  parties 
3  et  2  dont  la  soustraction  succeséîve  reviendrait  à 
celle  de  5,  et  par  là,  au  lieu  de  3  —  5  on  a  l'expres- 
sion équivalente  5 — 3— a  qui  se  réduit  à — a.  Le 
sjgne  —  qui  précède  a  montre  que  c'est  ce  dont  il  s'en 
faut  que  la  soustraction  ait  pu  s'opérer  tout  entière , 
en  sorte  que  si  l'on  eût  ajouté  2  à  la  première  des  quan^ 
tités,  on  aurait  eu  3  +  2  —  5 ,  ou  zéro.  On  exprime 
donc ,  au  moyen  des  signes  algébriques ,  l'idée  qu'on  doit 
attacher  à  la  quantité  négative  —  a ,  en  formant  l'é- 
quation a  —  a  ==  o  ,  ou  en  regardant  les  symboles 
a— a,ô  —  fc,  etc.  comme  équivalens  à  zéro. 

Cela  posé,  on  conçoit  que  si  Ton  joint  à  la  quantité 
quelconque  a  le  symbole  h  —  6,  qui  n'est  au  fond  que 
zéro  ,  on  ne  changera  point  la  valeur  de  cette  quantité , 
et  que  par  conséquent  l'expression  a  +  6  —  i  n'est 
qu'une  autre  manière  d'écrire  la  quantité  a;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident ,  puisque  les  termes  +  ô  et  —  i  se  dé- 
truisent. 

Mais  ayant,  par  ce  changement  de  forme,  fait  entrer 
dans  la  composition  de  a  les  quantités  ^  b  et  —  i ,  on 
voit  que  pour  soustraire  Tune  quelconque  de  ces  quan- 


I 
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tites ,  il  suffit  de  TeflEacser.  Si  c'est  -f-  b  qu'on  Veut  aaus- 
traire  de  ^ ,  on  TeiFacera ,  et  il  restera  a  —  A ,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  convention  établie  n®  a; 'si  c'est,  au 
contraire ,  —  6  ,  on  effacera  cette  dernière  quantité  , 
et  il  restera  a  +  6 ,  comme  on  le  conclurait  du  n**  ao. 

A  l'égard  de  la  multiplication ,  on  remarquera  que  le 
produit  de  a  —  a  par  +  6 ,  doit  être  ab  —  ab  ^  parce 
que  le  multiplicande  étant  égal  à  zéro ,  le  produit  doit 
aussi  être  zéro  ;  et  le  premier  terme  étant  a  i ,  le  second 
doit  nécessairement  être  —  ai,  pour  détruire  ce  pre- 
mier. 

On  conclura  de  là  que  — *  a  multiplié  par  -f-  b  doit 
donner  '^  ab* 

En  multipliant  a  par  6— 6 ,  on  aura  encore  ab-^ab , 
parce  que  le  multiplicateur  étant  égal  à  zéro ,  le  produit 
sera  aussi  égal  à  zéro  ;  et  il  faudra  par  conséquent  que 
le  second  terme  soit  —  ab  pour  détruire  le  premier 
+  ab. 

Donc  +  a  multiplié  par  —  b  doit  donner  —  a  ft. 

Enfin  si  l'on  multipUe  —  a  par  &— i,  le  premierterme 
du  produit  étant ,  d'après  ce  qui  précède ,  —  a  i ,  il  fau- 
dra que  le  second  terme  soit  +  a  ô ,  puisque  le  produit 
doit  être  nul  en  même  temps  que  le  multiplicateur. 

Donc  —  a  multiplié  par  — »-  b  doit  donner  +  ab. 

En  rapprochant  ces  résultats ,  on  en  déduit  les  mêmes 
règles  que  celles  du  numéro  3i. 

Le  signe  d'un  quotient ,  combiné  avec  celui  du  divi- 
seur,  suivant  les  règles  propres  à  la  multiplication,  de- 
vant reproduire  le  signe  du  dividende ,  on  conclura  de 
ce  qui  vient  d'être  dit ,  que  la  règle  des  signes,  donnée 
n**  4^  ,  convient  encore  au  pas  actuel ,  et  que  par  con- 
séquent les  quantités  monômes ,  lorsqu'elles  sont  iso- 
lées, se  combinent ,  par  rapport  à  leurs  signes  y  4e  même 
que  lorsqu'elles  font  partie  des  polynomçs. 


6S.  D'après  ces  i^iinarquês  oa  pourra  totijonfs,  lort- 
qu'on  rencontrera  des  valeurs  négatives ,  remontfer  au 
véritable  énoncé  de  la  question'  l'ésolue ,  en  cherchant 
de  quelle  manière  ces  valeurs  satisfont  aux  équations  du 
problème  proposé  ;  c'est  fee  que  l'exemple  suivant ,  qui 
se  rapporte  à  des  nombres  difféifens  d'espèce  de  ceux 
de  la  question  du  n^  56,  confirmera. 

64-  D^ix  cùurkrs ,  pour  aller  à  la  rencontre  l'un  de 
l'autre  y  partent  en  même  tempi  de  deux  viUès  dont  la 
distante  est  âormée  }  on  sait  combien  de  kilomètres 
chaque  courier  fait  par  heure ,  et  on  demande  à  quel 
point  de  la  route  qui  joint  les  deux  villes ,  ces  couriers 
se  rencontreront. 

Afin  de  rendre  pltis  évidentes  les  circonstances  de  la 
qtiestîon ,  j'ai  placé  oi-dessons  tme  figure  dans  laquelle 
les  poûiits  indiqués  par  les  grandes  lettres  A  et  B  ^  repré- 
feenfeât  les  lieux  de  départ  des  couriers. 


A  R  B 

J'enptimerai  à  l'ordinaire  p»  de  petites  lettres  les  don- 
nées et  les  mconnkeé  de  la  question. 

û  la  diétahêe  des  points  de  départ  ^  et  J9 , 

ftie  nombre  de  kilomètres  tjue  parcourt  dans  une 

heure ,  le  courier  parti  du  point  A , 
c  le  nombre  de  kilomètres  que  parcourt  dans  le 

même  temps  ^  le  courier  parti  du  point  B. 

La  lettre  R  étant  placée  au  point  de  rencontre  des  deux 
couriers,  je  nommerai  a? le  chemin  AR  fait  par  le  premier, 

y  le  chemin  BR  fait  pat  le  second  ; 
et  comme 

AR^BRzzzAB, 

j'aurai  l'équation 

Considérant  ensuite  que  les  chemins  x  ety  sont  par- 
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courus  dana  le  même  temps ,  on  remarquera  que  le  pre- 
mier Courier ,  qui  fait  un  nombre  b  de  kilomètres  en  une 
heure  de  tempe  ,   en^ploiera  à  parcouru:  l'espace  x  ^ 

un  temps  marqué  par  j-. 

De  même  le  second  courier  ,  qui  fait  un  noj^re  c 
de  kilomètres  en  une  heure  y  emploiera  à  parcourir  le 

chemin  j^,  un  temps  marqué  par-^-  ;  on  aura  donc 

6~c* 
Les  équations  de  la  question  seront  par  consé(|uèal; 

* 

En  f^ant  dispariâtfe  h  dénomindtenr  b  dé  ta  se- 
tdride,  on  atM 

""  C    ' 

mettant  cette  valeur  de  x  dans. la pre^mière  équation^ 
celle-ci  deviendra  •  « 

on  en  conclura 

by  +  cy=ac,      dou       y  —  lZfTc 

■ 

Remettant  la  valeur  de  y  dans  celle  de  x  ^  on  ob- 
tiendra 

b        ac  abc        rfz\ 


im  enfin 
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Puisqu'il  n'entre  aucun  signe  -*-  dans  les  valeurs  de 
X  et  de  y  y  il  est  évident  que  quelques  nombres  qu'on 
prenne  pour  les  lettres  a ,  b ,  c ,  on  trouvera  toujours 
pour  X  et  pour  y  deux  nombres  affectés  du  signe  + , 
et  que  par  conséquent  la  question  proposée  sera  toujours 
résolue  dans  le  sens  précis  de  son,  énoncé.  En  effets  on 
conçoit  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  deux  cou- 
riers  vont  en  même  temps  l'un  vers  l'autre ,  ils  doivent 
nécessairement  se  rencontrer. 

65.  Je  suppose  à  présent  que  les  deux  couriers  aillent 
dans  le  même  sens  ;  celui  qui  part  du  point  A  courant 
après  celui  qui  part  du  point  B ,  et  qui  tend  vers  un 
point  Cy  placé  au-delà  du  point  B ,  par  rapport  au 
point  A. 

A  B  R^         C 

n  est  évident  que  y  dans  cette  hypothèse  ^  le  couiier 
parti  du  point  A  ne  peut  rencontrer  le  courier  parti  du  v 
point  B  y  qu'autant  qu'il  va  plus  vite  que  ce  dernier  ; 
et  le  point  de  rencontre  R  n'est  plus  entre  A  etB ,  mais 
au-delà  de  By  par  rapport  à  A. 

En  conservant  les  mêmes  données  que  ci-dessus  ,  et 
en  observant  qu'alors 


AR  — 

£R  = 

zABy 

on  aura 

":. 

—y~ 

a. 

La  seconde 

équation 

1 

» 

~ 

b      c 

n'exprimant  que  l'égalité  des  temps  employés  par  les 
couriers  à  parcourir  les  espaces  ARetB  Ryne  change 
point. 
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Le0  deux  équatione  d-4eaBU6 ,  étaot  rÊecitaes  oonune 
les  précédentes  ^  donnent 

a?  !=-■'-• 
c 


s. 


b        ac  abc 

'^— c-^rir^"  c<A— c)f 

et  enfin 

ab 
xz 


b-Tc 


Ici  les  valeurs  de  x  et  de^  ne  seront  positives  <{u*âu- 
tant  qu'on  prendra  b  plus  grand  que  c  ,  c'est-à-dire 
qu'on  supposera  que  le  courier  parti  du  point  ^i~a  plus 
vite  que  l'autre* 

Si  l'on  fait^  par  exemple  > 

i  =  ao,        0=  10, 

on  a  * 

20  a        Qo  a 

cr  =  — — = =  aa  , 

,      •       ao— ro        lo 


»  loa  ,      lo  a 

•^""ao— lo"""  lo  ' 


d'où  il  résulte  que  le  point  de  rencontre  R  est  éloigné 
du  point  A  de  deux  fois  jiB.' 

Si  l'on  suppose  ensuite  b  plus  petit  quec;  qu'on 
fasse ,  par  exemple ,  , 

m 

*  6  ±=  lo,         cry  ao, 
on  trouve  .    *  *       '  . 

»      loa    loa 

10— ao"^— lO  ' 

aog    aoa_^  *■ 

y      lo— op      -— lo         ^^'    ' 
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Ces  valeurs  étant  affectées  du  signe  — ,  font  voir  que 
la  question  ne  peut  plus  être  résolue  dans  le  sens  de 
son  énoncé  ;  et  en  effet  il  est  absurde  de  supposer  que 
le  Courier  parti  du  point  A  y  ne  parcourant  que  lo  kilo- 
mètres par  heure,  puisse  jamais  atteindre  le  courier  parti 
du  point  B ,  qui  fait  20  kilomètres  par  heure  ,  et  qiA 
est  en  avant  du  premier.      ^ 

66.  Cependant  ces  mêmes  valeurs  résolvent  la  question 
dans  'un  certain  sens  ;  car  en  les  substituant  dans  les 
équations 

on  a,  par  les  règles  des  signes, 

•     •  —  a  -f-  2  a  =  a 
a  aa 


10    '      ao  ' 


équations  qui  sont  satisfaites ,  puisqu'en  effectuant  les 
réductions  qui  se  présentent^  le  premier,  membre  de- 
vient égal  au  second  ;»et  si  Ton  fait  attention ^lux  signe» 
des  termes  qui  composent  la*première ,  on  verra  com- 
ment il  ^aut  modifier  l'énoncé  de  la  question  pour  en 
ôtdr  Tabaurdité. 

En  effet,  c'est  le  chehiin  a,  correspondant  à  x  et  par- 
couru  par  le  premiefr  courier  y  qui  est  véritablement 
soustrait  du  chemm  sa ,  correspondant  à^  et  parcoum 
par  le  second  courier  ;  c'est  donc  commue  si  l'on  avait 
changé  y  en  a:  et  a:  en  jr ,  et  comme  si  l'on  avait  supposé 
q»e  le  courier  parti  du  point  B  allât  après  J'autre. 

Ce  changement  dan^  l'énoncé  en  produit  un  dans  la 
directiorf  du  chemin  des  courier»  ;  ils  ne  tendent  *plua 
vers  le  point  C ,  mais  du  côté^ opposé  ,  vers  le  point  C ^ 
comitoe  le  montre  la  figure  suivante  ; 
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et  Jeur  rencontre  se  fait  en  Bf.  tl  résulte  dé  la  / 

ce  qui  donne 

j^  — 0;=;  a; 

on  a  toujours  d'ailleurs 

X      y 

et  on  trouverait        '  , 

ab  10a 

C — a      ao — 10  , 

.  .    ac  aoa        ^  »     * 

Valeurs  positives  ^  qui  résdivent  la  question  dans  le  senà 
précis  de  son  énoncé.    . 

67.  Cette  question  présente  un  cas  dans  lequel  ellâ  e^t 
tout-à-fait  absurde.  Ce  cas  a  lieu  lorsqu'on  supposé  que 
les  deux  couriers  vont  également  vite  ;  il  est  visible  que 
de  quelque  côté  qu'on  les  fasse  marcher^  ils  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer^  puisqu'ils  conservent  entre  eux  l'in- 
tervalle de  leurs  points  de  départ.  Cette  absuj^^té^qu'au* 
cune  modification  dans  Téno/icé  ne  peut  faire  disparaî- 
tre ^  se  manifeste  bien  évidemment  dans  les  équations. 

On  a  alors  b=zc,  puisque  les  couriers.  allant  égale- 
ment vite  j  parcourent  le  même  espace  dans  une  ïleurtf  ; 
l'équation 

devient^  ^  t=^ 

et  donne  x  =  y- 

Par  là  l'équation  x  — jf  =z=  a  se  change  en 
a:  — »?=:a^  ou  o='a| 

•     7- 
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rémiltat  bien  absurde ,  puisqu'il  suppose  nulle  une  quan-» 
tité  a  (dont  la  grandeur  est  donnée. 

68.  Cette  absurdité  se  montre  d'une  manière  assez 
singulière  dans  les  valeurs  des  inconnues 

ab  aç 

leur  dénominateur  6  —  c  devenant  o  lorsque  6  =  c ,  on  a 

ab  ac 

o  '         ^      ~ô' 

Ob  n*aperçoit  pas  aisément  ce  que  peut  être  le 
quotient  d'une  division  ^  quand  le  diviseur  est  zéro  ;  on 
voit  seulement  que  si  Ton  prenait  b  très  voisin  de  c  >  les 
valeurs  de  o?  et  dey  deviendraient  très  grandes.  Pour 
s'en  convaincre ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 

b  —  6^»- ,  ,c  =  S^^'fi , 

6  a      - 
on  aura  a:=3- —  =  3oa. 

5,8  a 

qtt*on  pass^  ensuite  à 

b  =  6  »    -c  =  5,9 , 

.  on  aura 

6  a      ^ 
x'=.  —  =  boa, 
o,  1 

« 

5,0  a      c 
'        y  =:-.i2-=5Qa; 

qu'on  fasse  encore 


il  viendra 


.  *  =  G,   ^  c  =  5,99, 

6  a       ^ 

X  = ==oooa, 

0,01 

5,00  a 
-^         o.oi  ^^ 

f  P  4  ' 
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et  on  voit  facilement  que  le  diviseur  diminuant  à  me- 
sure qu'on  rend  plus  petite  la  différence  des  nombres 
b  et  c  y  on  obtient  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Cependant  y  comme  quelque  petite  que  soit  une  quan- 
tité ,  elle  ne  peut  jamais  être  prise  pour  zéro  ,  il  s'en- 
suit que  quelque  peu  différens  qu'on  supposât  les 
nombres  représentés  par  les  lettres  b  et  c  ^ .  et  quelque 
grandes  que  fussent  par  conséquent  les  valeurs  de  x  et 
de  y  résultantes ,  jamais  on  n'atteindrait  à  celles  qui 
répondent  au  cas  où  fc  =  c. 

Ces  dernières  ne  pouvait  être  représ^tées  par  aucun  ^ 

nombre  ^  quelque  grand  qu'on  le  suppose ,  sont  dites  in— 

th 
[finies;  et  toute  expression  de  la  forme  — ,  dont  le  déncr-* 

mînateur  est  zéro ,  est  regardée  comme  le  sjmibole  de 
infini,  '  . 

Cet  exemple  montre  que^i7l/^J94mathémati^eeft^lne 
idée  négative,  puisqu'on  n'y  parvient  .que  parJ'inTpos- 
sibilité  d'assigner  uiie  *  quantité  tpà  puisse  résoudre,  la 
question.  • 

'  On  pourrait  demander  ici  comment  les  valeurs 

ab 

o 

satisfont  aux  équations  proposées  ;  car  c'est  une  propriété 
e^entielle  de  l'Algèbre  que  les  symboles  d^s  valeurs  des  in- 
connues, quels  qu'ils  soient,  étant  soumjs aux  opérations 
in<]^quées  sur  ces  inconnues ,  satisfassent  aux  équations 
du  problème. 

£n  les  substituant  dans  les  équations 

b'^b* 


QC 


■  •  -% 
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qui  répondent  dn  cad  rà  &  t=  c  ^  on  a  >  par  la  première , 

ab      ab 

o        o  * 

ab'^ab  ,  - 

ou  saa,         on         a6  — a6  =  aXo. 

on  enfin 

o  =  b,        puisque        aXo  =  o. 

La  seconde  équation  donne ,  dans  la  même  circon- 
stance , 

«       .  a  b  ab    ^ 

.       o  X  b~ô>cb  '  ^ 

les  deux  membres  de  chaque  équation  devenant  égaux> 
'  ces  équations  sont  satisfaites. 

H  reste  encore  à  expliquer  conunent  la  notion  indi-^ 

*  •*  ♦  €tb 

qçiée  par  Texpression  — ,  corrige  Tabsurdité  du  résultat 

trouvé  dans  le  n®  6^.  Pdiir  cela^  on  divisera  par  x  les  deuiç 
membi^s  8e  Té^etioii  "  *  . 

on  aura 

et  comme  l'équation 

b~b 

I» 

donne'x=jr^la  première  deviendra 

f  a  0  a 

1  —  1  ==  -         ou         o=  -.  ^ 

L'erreur  consiste  ici  dalîis  la  quantité  -»  dont  le  second 

X 

menibresurpasse  le  premier;  maist^ette  erreur  deviendra 
de  plus  en  plus  petite^  à  mesure  qu'on  prendra  pour  x 
na  plus  grand  npmbre.  C'çst  donc  avec  raison  que  I'AIt 
gèbr^  donne  pour  x  une  expression  qn*aacun  nombre  j» 
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quelque  gramd  qu  il, soit,  ne  saurait  représenter  «  mais 
qild  y  venant  à  la  suite  de  celles  qui  représentent  des  nom- 
bres de  plus^en  plus  grands  >  indique  dans  quel  sens  on 
peut  atténtier  de  ^us  en  j^us  Terteur  de  la  supposition. 

69.  Si  les  courts,  allant  éj^ement  vite  et  d.aas  le 
même  sens ,  partaient  du  même  point^^  leur  Jonction  np 
se  ferait  ]^us  à  un  point  particulier ,  puisqu'elle  aur^  > 
lieu  dans  toute  1  étendue  de  leur  course  :  il  estboa.de 
voir  comment  cette  cirocmstance  est  représentée  parles 
valeurs  ^e  prennent  dans  ce  cas  les  inconnues  x  ety. 
B 

A  TT      \       c 

m 
Le  point  A  et  le  point  B  étant  conftndus  ensemble , , 

onapour  ceoas^a==o,  et  toujours  &=;:c;u  vient 4pnc 

"^  o^     oV     "^"^  o       o'  ,    • 

Pour  interpréter  ces  valeurs ,  qui  indiquent  «ne  diyi-  ., , 

fiion  dans  laquelle  le  dividende  et  le  diviseur  .sont  nuls  |. 
tous  les  dèuit^  je  remonte  aux  équations  de  la  ques-^ 
tion.  La  première  ^  devenigit  * 

x— ^=0,     donne     a:=^'; 

et  3ubstituant  cette  valeur  daos  la  s^onde  équation 
qui  est  alors  , 

|=|,     ilv«nt    1=^1.      * 

La  dernière  éqi&tion  ayant  ses  deux  membres  îden^       *  i 

tiques ,  c'est-à-dire  composés  ïes  mêmes  termes ,  pris  ^ 

avec  le  même  signe ,  est  satisfaite  ^  quelque  valeur  qu'on 
«ssigke  i^y  y  et  ne  aurait  déterminer  cette  inconnue.    ^ 
D'ailleurs ,  il  est  évident  que  réquatlûn 

T^=^-T     revient  à    x'^y ,  ^ 

et  n'exprime  par    conséquent  rien  de   plus  que  la 


I 


1 
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première  (^.  Il  résulte  seulement  de  Tune  et  de 
l'autre ,  que  les  deux  couriers  seront  toujours  en- 
semble ,  puisque  les  distances  x  et  y  partent  toutes  deux 
du  pointai  et  sont  égaler,  leur  valeur  restant  d'ailleurs 
indéterminée.  L'expression  f  est  donc  ici  le  sym- 
bole d*une  quantité  indéterminée  :  je  dis  ici  ^  car  il  y  a 
des  cas  où  cela  n*est  pas  ;  mais  alors  l'expressiosu  pro- 
posée n*a  pas  la  même  origine  que  la  précédente. 

7p.  Pour  en  donner  Tin  exemple ,  soit 

Cette  quantité  d^Qnt  3  dans  sa  forme  actuelle ,  lorsqu'on 
*  fait  a'=  ^  ;4nais  6i  on  la  réduit  d'abord  à  sa  plus  simple 
QjqSression,  en  rtipprimant  le  facteur  a  -—  ft,  conmiun  au 
numérateur  et  au  dénominateur^  on  trouve 

ce  qui  doni^e  aa  quand  a  z=^b.  ^ 

'U  n*en  est  pas  de  înême  des  valeurs  de  x  et  de  j^ ,  trou- 
vées danslesigpi'éçédent*  car  elles  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d'être  rédj^tes  à  une  plus  simple  expression. 

Il  suit  de  ce  que  je  viens  de  dire,  que  lorsqu'on 
rencontre,une  exfression  qtli  devient  | ,  il  faut,  avant 
db  prononcer  sur  «a  valeur ,  chercher  si  le  numérateur 
et  le  dénominateijr  n'ont  pas  qudque  facteur  cpm- 
mun  qui,  devenant  nul,  rende  ces  deux  termes  égaux 
à  zéro  en  même  temps  ;  et  en  le  supprimant ,  on  ob- 

(*)  Popr  abréger  le  discours  ,  les  analystes  appliquent  aux 
équations  mêmes  ^  IVpithète  dHdentiques» 

•^  =s^  est  une  équation  identique,  5  —  3jr=  5  —  3a:  en  est  une 

atitre  ;  et  quand  deux»  équations  n'expriment  que  1^  mdme  chose , 
on  dit  aussi  que  <:os  équations  sont  identiques. . 
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tiendra  la  vraie  valeur  de  rexpresslon  proposée;.  Il  y  a 
cependant  des  cas  qui  pourraient  échapper  à  cette  mé- 
thode ;  mais  les  bornes  de  cet  Ouvrage  ne  me  permet* 
.  tent  que  de  faire  remarquer  le  fait  analytique.  C'est  en 
traitant  du  Calcul  différentiel^  qu'on  donne  les  procédés^ 
généraux  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  quantités  qui 
deviennent  |  C*) . 

71 .  Ce  quiprécède  fait  voir  bien  clairement  que  lesso- 
bitions  algébriques,  ou  satisfont  complètement  à  l'énoncé 
du  problème,  quand  il  est  possible,  ou  indiquent  une 
modification  à  faire  dans  l  énoncé ,  lorsque  les  données 
présentent  des  contradictions  qui  peuvent  être  levées , 
ou  enfin  font  connaître  une  impossibilité  absolue,  lors- 
qu'il n'y  a  aucun  moyen  d^  résoudre  avec  les  mêmes 
^  données ,  une  question  analogue  dans  un  certain  sens  à  la  . 
proposée, 

fa.  Il  faut  remarquer  dans  la  solution  des  dilFérens 
cas  de  la  question  précédente,  que  le  changement  de 
signe  de3  inconnues  x  et  y  répoîîd  à  im  changement 
dans  la  direction  des  chenlins  que  ces  intonnûes  repré- 
sentent. Quand  Tînctonuey  étït  Comptée  de  !fi  vers  j4  , 

elle  avait  dans  Téquation        .  ■ 

>  .... 

le  ë4gne*f-,  et  elle,  a  pris  le  signe— pour  le  «econd'oas, 
lorsqu'on  l'apportée  du  jcôté  opposé,  de  B  vers  C,n^65 ,' 
puisqu'on  a  eu  pour  première  équation 

X — v=3a. 
En  effectuant  ce  changement  de  signe  dans  la  seconde 


(*)  \ojtf\eTi;aitéduCaiêuijiifféf^ntUl,etduC 
lom.  I,  oa  le  Traifé  élémenî^ire  sar  le  même  sujet.    ^ 


n 
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équation^ 

x_y      ' 

on  trouTerait 

résultat  qui  n'est  pas  celui  qu'on  a  donné  .4^8  len^  eité; 
mais  il  faut  observer  que  le  chemin^  se  comppse  par 
des  multiples  de  l'espace  c  que  parcourt  éû  une  heure  le 
Courier  parti  du  point  B^  et  cet  espace  étant  dirigé  dans 
le  même  sens  que  l'esp^àce  y,  doit  être  supposé  de  même 
signe  ^  et  prendre  par  conséquent  le  signe  —  lorsqu  on 
le  4pniie  ky  :  onaura^  par  cette  remarque , 

X     —y  X    y 

à       — C  ,      ,  OC 

n  snflBit  donc  d'un  simple  cnangement  de  signe  pour 
comprendre  le  second  cas  de  la  question  dans  le  premier; 
et  c^est  aina,que  l'Algèbre  donne  à  la  fois  la  solution  de 
plusieurs  questions  analogues. 

Le  prdblèn)|S  dun®  i5  en  offre  un  exeB^>leHen  évi- 
dent. On  a  supposé  dans  cet  article^  que  le  pare  devait 
au  fils  une  somme  d;  si  on  veut  résoudre  là  questioA 
dans  l'hypothèse  contraire^  c'est-à-dire  en  supposant 
que  le*  fils  doive  à  son^^  p^re  la  somme  J,  il  suliira  de 
changer  le  signe  dei2^  dansla  valeur  dea7>  et  l'on  aura 

bc^d 
X  =r= — —r-  : 
O'i'O 

efiCn  9  si  on  les  suppose  quittes  l'un  envers  l'autre  ^  il 
faudra  faire  c2=o,  et  il  viendra 

_     bc 
a  '^b 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  vérifier  ces  deux  solutions, 
en  mettant  de  nouveau'le  pibblème  en  équaition^  pour 
chacun  des  cas  qu'on  vient  d'énoncer. 
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73.  Ce  n*eat  qu«  pour  conserrer  Fanalogie  entre  lea 
problèmes  dès  n^*  56  et  64  >  qne  foi  employé  deux  in- 
connues  dans  le  second.  Oz^  poiirrait  résoudre  Fun^ 
Fautre  avec  une  seule  inconnue;  oar^  lorsija'on  dit  ijVLB 
Fouvrier  a  reçu  74  francs  pour  iû  jours  de  son  travail 
et  7  de  celui  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  il  en  résulte  que 
si  Fon  nomme  ^  le  gain  de  la  femme  et  du  fils  ^  et  que  de 
74  francs  on  ôte  yyy  il  reste  74**"  7 J' po^ir  lâ  journées 

deFôuvrier^  d'où  il  suit  qu'il  gagne  7,r'^Zj  par  jdur. 

Calculant  de  même  son  gain  pour  la  seconde  circon* 
stance^^  on  trouvera  qu'il  g^gne  ' — ^s~^  P^  )^^^-  ^   ' 

En  égalait  ces  deux  quantités^  on  formeraFéquation 

74-'7y_5o^Sy 

De  même ,  dans  la  question  du  n"  B4  , 


^MWHIM^.a**Mi*lHMHBi^a*«aHMMMMaMWki 


si  X  désigne  ^e  chemin  AR  fait  par  le  totirier  parti 
du  point  A  y  BR^r^a^^x,  sera  celui  du  courier  parti 
du  point  B  en  allant  vers  A  ;  ces  deux  chemins  étantfaits 
dans  le  même  temps  par  les  couriers  qui  parcourent  res^ 
pectivementles  nombres  A  et  c  de  kilomètres  par  heure , 
on  aura 


X       CL'^^X 


b  c      ' 

d'où 

t 

ab 

La  différence  entre  les  solutions  que  Fo^n  vient  de  don- 
ner et  ceUes  des  n'"56«t64>  ne  consiste  qu'en  ce  que  l'on 


i 


V 


I08  é   L   £   M   £   N   s 

a  formé  et  résolu  la  première  équation  par  le  secours  du 
langage  ordinaire ,  sans  j  employer  récriture  algébri- 
que ;  et  il  est  évident  que  plus  on  pousse  loin  l'usage 
du  premier  procédé,  moins  il  reste  à  faire  avec  le  second» 

74.  On  ajoute  quelquefois  au  problème  du  n®  64  * 
Une  circonstance  qui  ne  le  rend  pas  plus  difficile. 

A  R  "C  B 

On  suppose  que  le  courier  parti  du  point  B  s'est  mis  en 
marche  un  nombre  d  d^ heures  avant  celui  qui  part  du 
point  A. 

*  Il  Bst  évident  que  cela  revient  a  changer  le  point  de 
départ  du  premier  ;  car  s'il  fait  un  nombre  c  de  kilo- 
mètres par  heure ,  il  parcourra  un  espace  BC:=^cden 
d  d'heures,  et'se  trouvera  au  point  C,  lorsque  l'autre 
Courier  partira  du  point  ji}  en  sorte  que  l'intervalle  des 
lieux  de  dépait  sera 

j4C=JB^BC  =  a'-'cd. 

En  écrivant  donc  a^^cd,  à  la  place  de  a  ,  dans  l'é- 
quation du  H®  précédent ,  on  aura  ♦ 

X     a  —  cd — ce 
b='       c       .' 

•9 
'  I 

ah'^hcd 

Si  les  couriers  allaient  dans  ie  même  sens 

A  B         V         n 

l'intervalle  des  lieux  de  d^art  serait 

ACz=LAB  +  BC=a  +  cd\ 

le  chemin  parcouru  p^;r  le  courier  parti  du  point  A  se- 
rait AR,  tandis  que  celui  de  l'antre  courier  serait. 


^ 
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on  aurait  donc 

X     X'^-^a-^^  cd 

b—     z 

d'où 

ab-\'bcd 

\      b — c 

7$.  Enoncé  de  cette  manière^  le  problème  présente  un 
cas  où  l'interprétation  de  layaleur  négative  trouvée  pourx, 
offre  quelque  difficulté  ;  c'est  lorsqu'en  faisant  aller  les 
couriers  en  sens  contraire  ^  on  donne  au  nombre  d  une 
valeur  telle^  que  l'espace  ^Creprésentéparcd,  devient 
plud  grand  que  a  ^  qui  représente  A  B. 


C         R  A  B         ' 

Alors  le  counar  parti  du  point  J?  se  trouva  en  C  de  l'autre 
côté  de  A  y  au  moment  où  Ton  fait  partir  celui-ci>  vers  le 
point  B'/ûy  Si  donc  absurdité  à  supposer  que  les  deux 
ooûxiers  puissent  ainsi  se  rencontrer. 

Si  Ton  avait  ^  par  exemple,     .  ' 

0  =  400"™,     i=ia*",     c=8*'»,    d  =  Go^, 

il  en  résulterait  cd=:i  4^0^,  ainsi  le  point  é  serait  à 
80"™  au-delà  du  point  A ,  par  rapport  au  point  B  ;  mais 
on  trouverait  alors 

• 4co>ifl-^6o.8.ifl     4qQ'^'*"^Q*^'^^ 

^'  8+ia        "^^  flTfal 

5  5*  '  ^ 

Ainsi  la  rencontre  des  couriers  aurait  lieu  dans  im  point 
R ,  placé  à  48"^"  de  l'autre  côté  du  point  A ,  mais  entre 
A  et  C  y  quoiqu'il  semble  que  le  courier  parti  de  B ,  de- 
vant continuer  son  chemin  au-delà  du  point  C  >  ne  pour- 
rait être  joint  par  l'autre  courier,  qu'après  ayoir  passé 
ce  point. 
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Pour  connaître  la  queètion  résolue  dans  ce  tàs,  il  faut 
substituer  au  lieu  de  x  le  nombre  négatif  — -  m  ^  dans 
réquation  qui  devient 

-T=— ï^ ' 

ou  en  changeant  le  signe  des  deux  membres , 

__  -         . 

On  voit  que  le  chemin  parcouru  par  le  èourief  parti 

du  point  J?,  est  cd  -^  a  —  m ,  du  ce  qui  reste  de  BC , 
quand  on  en  retranche  ABetAR^  c'est-à-dire  C  JR  , 
et  ^ue  ACèszcd'^a  :  c'est  donc  comme  si  le  second 
Courier  eût  dû  partir  immédiatement  du  point  C  où  il 
«e  trouve  au  départ  du  premier  ;  mais  puisqu'ils  vont 
en  sens  contraires ,  leur  rencontre  doit  nécessairement 
avoir  li^u  dans  Tinte^alle  A  C.  Ce  eas  rentre  aînsi  dané 
le  premier  de  ceux  du  n°  74 ,  où  il  suffit  de  changer 
itr-cdeacd — a  pour  obtenir  la  valeur  qu'aurait  m,  d'a- 
près Féquation  ci^essuB.f  F'oyez  la  note  à  la  fin  du  voL  ) 

76.  Le  problème  du  n*  56  ^  étant  généralisé  ^  s'énonce 
ainsi  qu'il  suit  :  , . 

Vn  Qjwrier  iyoM  passé  un  nombre  a  de  jours  dans 
une  maison  y  et  ayant  eu  avec  lui  sa  femme  et  sonjils 
pendant  un  nombre  b  de  jours  ,  a  reçu  une  sommé  c  ; 
il  a  passé  ensuite  dans^  la  mente  maison  un  nombre  d  de 
jours  y  il  a  eu  cette  fois  avec  lui  sa  femme  et  sonjils 
pendant  un  nombre  e  de  jours ,  et  il  a  re^  une  somme 
f ./  on  demande  ce  qu'il  gagneât  par  jour ,  et  ce  que 
geignaient  sa  femnie  et  son  fils  pendant  le  même  temps. 

Soient  toujours  x  le  prix  de  la  journée  de  l'ouvrier  et 
y  celui  de  la  journée  de  sa  femme  et  de  son  fils  : 


i 
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pour  un  nombre  a  de  joura  ^  U  aui:a  ox  ^ 

pour  un  nombre  b  de  pura  ^  3a  femme  et  son  fils  auront 

by,  ainsi 

pour  un  nombre  d  d%  }ours>,  il  aura  dx , 

pour  un  nombre  e  de  )oux&,  sa  femme  et  son  fils  auront 

ey,  ainsi 

dx^  ey  ^=f: 

voilà  les  deux  éclations  générales  de  la  question» 
On  tire  de  la  première 


X 

a 


multipliant  cette  valeur  par  d  y  pour  la  substituer  à  la 
place  de  x ,  dans  la  seconde  équation ,  on  aura 

,         c<£~Wy 

et  par  conséquent  • 

cd—bdy  ,  j. 

a       *  ^    ^     -^ 

En  faisant  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  équa-< 
tion ,  OB  obtiendra 

c  d'^  b  dy-i^aey^sz  af^ 
d'où  l'on  couiclura. successivement 

a  yty  —  b  dy  =  «y—  c  d, 

af-^^cd 

^       ae-^bd' 

ÇoiHiaîssa&t  maintenant  j^^  si  Ton  met  sa  vakur  dans 
celle  de  x ,  cette  dernière  sera  .connue  ;  on  aura 

c  mimfr0  II    lYl  I  I     Wl,!»!! 


jae-^od 
a 


Pour  simplifier  cette  expression ,  il  faut  d*àbord  faire  là 


'♦ 
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multipUoation  indiquée  sut  les  quantités      < 

I  ûf Cd  ,rf9^ 

*        ®^  7.^>        (53) 

ce  qui  donne 


ae — icT 


j; 


a 

pms  réduire  c  au  dénominateur  de  la  fraction  qui  Tac* 
compagne  ^  et  effectuer  la  soustraction  de  cette  frac- 
tion (5i  )  :  il  vient 

ae^^bd 

a 

ou  en  xéduisant 

acB'^abf 

x= -: (*)• 

■ —  ■ 

(*")  Pour  qu'il  n'y  ait  aucun  doute  sui*  le  seuA  de  cette  erpre»- 
sion ,  il  faut  faire  attention  -à  la  barre  de  division  qui  se  trouye 

placée  dans  le  corps  de  la  ligne.  Ainsi  ^  dans  l'expression  x  =  -—-y 

^rapr^nte  le  dividende,  soit  entier,  soit  fractionnaire ,  et  B 
te  diviseur,  d^ns  roue  et  l'autre  hypoth^s.  D'après  cette  con- 

yention,  l'ezpresftion  x  =s -^signifie  que  x  est  égal  au  qootient  delà 
fraction-^  divisée  par  B,  et  l'expression  a:=  -^  pdique  pour  x  le 

"ïT  : . 

B 

quotient  de  ^divisé  par  la  fraction  -^;  enfin  on  a/ par  rexpitéisiim 

/{y  *  "A  \      B 

x=--^«  le  quotient  de  la  fraction.-^  divisée  par  la  fraôtioit-^* 

—  •  ,'   • 

Ces  remarques  font 'sentir  la  ^nécessité  de  placer  les  barrés  con- 
formément au  résultat  qu'on  se  propose  d'indiquer. 
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En  effectuant  la  division  par  a  (53),  on  trouvera 

ace-^^abf 

et  en  supprimant  le  facteiir  a,  coniniuh  ati  numérateur 
et  au  dénominateur  (  ^8  ) ,  on  aura  enfin 

ce  —  bf 

ae- — bd 
Leê  valeùf 9  ' 

CB'^bf  ,    af — câ 

^^  —  ae—bd'      y~ae—bd* 

s'appliquent  dé  la  même  manière  que  celle5qu*onatro«h- 
vées  ci-dessus,  pour  des  équations  littérales  à  une  seule 
inconnue  :  on  y  substitue  au  lieu  des  lettres  les  nombrea' 
particuliers  à  l'exemple  qu'on  a  choisi.  ^ 

On  obtiendra  les  résultats  du  n'^  56 ,  en  faisant 

cprzria,         i  =  7,         c  =  74, 

d  =    8 ,         6  =  5,  /*=i;  5o  ^  > 

et  ceux  du  n®  58 ,  en  faisant 

«^=    8,        c  =  5,       /=3o. 

77.  Lest  vàl(suiis  de  a:  et  de  jf  ne  conviennent'  pa» 

seulement  à  la,  question  proposée  :  elles  s'étendent  à 

toutes  celles  qui  conduisent  à  deux  équations  du  pre-*- 

mier  degré  à  d^ux  inconnues  y  car  il  est  visâ>Ie  que 

ces  équations  sont  nécessaîremeat  comprises  dans  les 

formules    .  ^ 

a  X '4"  b y  =:  c,f 

dx  +  ey:k:^fi 

pourvu  qu  on  entende  par  les  lettre/  p  >  ï  ,  d  et  e ,  l'en- 
semble des  quantités  données  qui  multiplient  respecti- 
vement les  inconnues  x  et  j^  ^  et  par  les  lettres  c  et  y*, 
Veiisemble  des  termes  tout  connus  ,  passés  dans  le  se- 
cond membre. 

Elém.  d* Algèbre.  i4*  édition.  8 
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De  la  resolution  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
du  premier  degré  y  renferm4mt  un  pareil  nombre  d'in^^ 
connues, 

78.  Lor3qu'une  questiôn-rfinfennc  autant  de  condi- 
tions distinctes  (pi'^e  contient  d  mcônnu^s ,  chacune 
de  ces  conditions  foiurnit  une  équation ,  dans  laquelle 
il  arrive  souvent  que  lesiaconnues  sont  mêlées  entre  elles^ 
comme  on  Fa  vu  déjà  sur  des  problèmes  à  deux  incon- 
nues ;  mais  si  ces  inconnues  ne  sont  qu'au  premier  degrés 
on  peut,  ainsi  qu'on  Ta  fait  dans  les  numéros  précédens, 
prendre  dans  tune  des  équations  la  valeur  de  l'une  des 
inconnues ,  comme  si  tout  le  reste  était  connu ,  et  sub^ 
stituer  cette  valeur  dans  toutes  les  autres  équations,  qui 
né  contiendront  plus  après  cela  que  les  autres  inconnues. 

Cette  opération ,  par  laquelle  on  chasse  une  des  incon- 
nues, se  nomme  élimination.  Par  son  moyen,  si  Ton  a  trois 
équations  à  trois  inconniies^  on  en  déduira  deux  équations 
à  deux  inçoàimeS)  quoiji  traitera  comme  on  a  fait  ci-dtfs- 
sus;  et  ayant  obtenules  valeurs  des^deiix  dernières  incon- 
nues ,  on  les  substituera  dans  l'expression  de  la  première . 

Si  l'on  a  quatre  équations  à  quafre  inconnues ,  on  en 
déduira  en  premier  lieu  trois  équations  à  trois  incon- 
nues,  qu'oiï  traitera  comme  il  vient  d'être  dit  rpuîs  ayant 
.trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues ,  on  led  substituera 
dans  l'expressiOB  de  la  première ,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  pour  exemple  une  question  qui  nenferme  trois 
inconnues  et  trois  équations. 

7g.  On  a  acheté  séparément  les  charges  de  trois  voi~- 
tures  .•  la  première ,  qui  contenait  5o  mesures  de  seigle , 
flo  d'orge  et  10  dé  froment^  a  coûté  s!5o  francs  ; 

La  seconde i  qui  contenait  i5  mesures  ds  seigle^  6 
"d'orge  et  17.  de  froment  ^  a  coûté  i5S  francs  ;*  . 

La  troisième  y  quicontehait  10  mesures,  de  Weis^e  9  5 
a  orge  et ^  de  froment  y  a  coûté  jS  francs; 


\ 
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On  demande  à  combien  revietU  la  mesure  de  seigle  i 
celle  d'orge  et  celle  de  froment  ? 

Sqit  X  le  prix  de  la  mesure  de  seigle  ^ 
y  celui  de  la  mesure  d'orge , 
,  z  celui  de  la  mesure  de  froment. 

Pour  remplir  la  première  condition^  ou  obsérviMra  que 

3o  mesures  de  seigle  vaudront      3o  a? , 
ao  mesures  d'orge  vaudront  20^ , 

1  o  mesures  de  froment  vaudront    10  z\ 

et  le  tout  devant  faire  sZo  francs^  on  aura  Téquation 

3o  a?  -+-  Qoy  +  10  z  =  a3o  : 

Pour  la  seconde  conditioi^^  on  aura 

1 5  mesures  de  seigle  qui  vaudront        1 S  x  ^ 

6  d*orge  &y , 

la  de  froment.  122^ 

■ 

W  par  conséquent 

i5  X  •+•  6^  +  la  z  =  i38: 
Pour  la  troisième  condition ,  on  aura 

10  mesures  de  seigle  qui  vaudront  10  x , 

5                d'orge                        "  S  y  ^ 

4                de  froment  4  ^  > 
et  par*  conséquent 

10  X -+■  5  j' +  4  ^  =  75- 

La  question  proposée  sera  donc  ramenée  aux  trois 
équations 

3o  X  +  aoy  +  10  a  =  a3o, 
i5'x+    6j^  +  la  2i=i38, 

IOX+  ^y+  4^=  75» 

Avant  d'en  entreprendre  la  résolution ,  f  examine  s'il 
ji'es't  pas  possible  de  les  simplifier,  en  divisant  par  un 
même  nombre  les  deux  membres  de  quelqu'une  (la)  ;  et 
Je  vois  <Ju'on  peut  diviser  tous  les  termes  de  la  pre- 
mière par  10,  et  tous  ceux  de  la  seconde  par  3  :  en 

o«« 
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effectuant  ces  divisions  ^  je  n'ai  plus  à  m*occu^er  gîte 
des  équations 

lo  jc  +  5  j^  +  4  *  =  7^. 
Pouvant  choisir  Tuile  quelconque  des  inconnues  pour 
en  tirer  la  valeur ,  je  prends  celle  de  z  dans  la  première 
équation  ,  parce  que  cette  inconnue  n*ayant  point  de 
coefficient ,  sa  valeur  sera  une  quantité  sans  diviseur  , 
ou  entière  ;  il  vient 

j6  ==  23  —  3^5  —  Q^y, 

Elu  mettant  cette  valeur  dans  la  seconde  et  la  troisième 
équation  y  on  les  change  en 

5  X  -4-  ajf  +  gô  —  12  a:  —  8^  =  4^* 
lo  Jt  +  S  y  +  93  —  12  X  —  %y  =76; 
et  réduisant  leur  premier  membre ,  on  trouve 

ga  —  7  X  —  6^  =  4s  , 
ga  —  a  X  —  3^^  =  75. 

Pour  traiter  ces  équations  y  qui  ne  renferment  plus 
que  deux  inconnues  y  je  prends  d^ns  la  première  la  va- 
leur de  rinconnue  y  \  j'obtiens 

02— 46*-7'^  46—7^ 

y=^ V"^       ^"^      ^=^-6^* 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur,  la  seconde  équa- 
tion devient 

9a— ax— 3x^^-^^^  =  75. 

Je  pourrais  faire  évanouir  lé  dénominateur  6  par  la  mé- 
thode ordinaire  y  maïs  j'observëf  que  ce  dénominateur 
étant  divisible  par  3,  peut  se  simplifier  en  effectuant  sur  la 

fraction a  •     ,  la  multiplicati«in  par  3 ,  conformé-    /" 

ment  au  ri°  54  de  YAtkhm. .;  j*ai  par  ce  moyeu 
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Eq  faisant  alors  disparaître  le  dénominateur  2 ,  je  trouve 

184  —  4  ^  ""  46  +  7  ^  =  i5o  ; 
le  premier  membre  étant  réduit ,  il  vient 

i38+3a:=i5o^ 
d'où  Ton  conclut 

i5o — 138       la  '       . 

La  substitution  de  cette  valemi  dana  l*expre^ion  de' 
y  donne 

46-^7X4      46 -^a8      18  - 

y=—f =— g— =  -^,     ou    y=^; 

et  par  la  substitution  des  .valeurs  de  3t  et  éey  ,  dans 
l'expression  de  z  ,  on  obtient 

2  =  23— 3x4  — 2X3=23— la  — 6,   o«  z==5. 
Il  suit  de  là ,  que  la  mesure  dip  seigle  yalait  4  francs  , 

celle  d  orge  *  3 , 

celle  de  froment  5. 

Cet  exemple  ;  en  même  temps  qu*il  offre  Tapplipa- 
tion  de  la  méthode  du  numéro  précédent ,  doit  êtref 
remarqué  pour  le&  abréviations  àfif  caicvl  qu'on  y  a 
pratiquées^. 

80.  Je  vais  résoudre  encofe  le  problème,  suivant. 

Un  homme  qui  s'est  chargé  de  transporter  des  vases 
de  porcelaine  ,  de  trois  grandeurs ,  a  fait  ce  marché  .- 
quHl  paierait  autant  par  chaque  vase  qu'il  casserait , 
qu'il  recevrait  pour  ceux  qu'il  rendrait  en  bon  état. 

On  lui  donne  d'abord  deux  petits  vases ,  quatre 
moyens  et  neuf  grands  ;  il  cas^  les  moyens  ,  rend 
tous  les  autres  en  bon  état ,  et  reçoit^  une  somme  de 
28  francs» 


n 
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On  lui  donne  ensuite  sept  petits  vases  ,  trois  moyens 
et  cinq  grands  ;  cette  fois  il  rend  les  petits  et  les  moyens  , 
mais  il  casse  les  cinq  grands ,  et  il  reçoit  seulement 

3  francs. 

•  •  •       / 

Enfin ,  on  lui  remet  neuf  petits  vases ,  dix  moyens 

et  onze  grands  ;  il  casse  tous  ces  derniers ,  et  ne  reçoit 

en  conséquence  que  /^francs. 

On  demande  ce  qu'on  a  payé  pour  le  transport  d'un 
vase  de  chaque  grandeur. 

Soit  X  le  prix  du  transport  d'un  petit  vase  , 
y      téhn  du  transport  d'un  moyen , 
z      celui  du  transport  d'un  grand» 

Il  est  visible  que  chaque  somme  que  reçoit  le  porteur, 
est  la  différence  ,  entre  ce  qui  lui  revient  pour  lesyases 
qu'il  rend  en  bon  état^  et  ce  qu'il  doit  pour  ceux  qu'il  a 
cassés  ;  d'après  cette,  remarque  ,  les  trois  conditions  du 
problème  fournissent  re^ectivement  les  équations 

Six —   4^+   9a  =  a8, 
7x^-   5y—   Sz  —  Z, 
9 a;  4"  ^oy —  ii  z  =  4- 

La  première  de  ces  équations  donne 

_284-4_y^9z_ 


•  x 

52 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur ,  la  deuxième  et  la 
troisième  équation  deviendront 

196  +  28^  —  632 


â 


+  Zy—  5z=3\ 


iî52  4-36y  — 81  z  , 

/     .        +ioy— 11  z  =  4. 


-  \ 


Faisant  disparaître  les  dénominateurs ,  on  aura 

196+28^  —  63*4-    6j^— ioz  =  6, 
fl5a  -j-  Z6y  —  81  »  +  20  y  —  î2a  z  =  8  ; 
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réduisant  le  premier  membre  >  on  obtiendra 

196  +,34  J^  -r    73  z  =  6 , 

aSa -^  56  j^  —  io3  a  =  8  ; 

/'  prenant  la  valeur  de  y  dans  la  première  de  ces  équa* 
tions  ^  on  aura 

7SX— igo 

y  -    34    • 

Par  cette  valeur  ^  la  seconde  devient 

252+56x2^^i;^~io3z  =  8; 

34 

étant  délivrée  du  dénominateur  $4  >  ^^  ^^  change  en 

34  X  25a +  56  X  73z*— 56x190— 34x1  o3z=34  x8 

ou  en 

8568  4.  4088  s  -^  10640  —  35o^  »  =/a7a. 

La  réduction  du  premier  membre  de  ce  résultat  con^ 
duit  à  '   . 

586  z  —  2072  =  272  , 


d'où  l'on  tire 


a544  / 


En  remontant  de  la  valeur  de  2  à  celle  de  y ,.  on  aura 

y- — 34 ^    -34'  °"J'-^' 

et  avec  ces  deux  valeurs  ,  on  trouvera 


=-  ,   ou  X  =  2. 


_  fl8+4x5— 9x4  _  28+13— 56  _4 
2  ,        ,  fl        .      2 

.  On  a  donc  payé  2  fr.  pour  le  transport  d'un  petit  vase, 

3      pour  celui  d'un  moyeb, 
'  4      pour  celui  d'un  grand.  ^ 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s'y 
prendre  dans  tous  les  autres  cas. 
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81.  Il  arrive  souvent  que  toutes  les  inconnues  n^en- 
trent  pas  à  la  fois  dans  toutes  les  équations  ;  cette  cir- 
constance ne  change  pa3.  la  n^éthode^  ;  il  suffit  de  bien 
examiner  la  li^on  4es  inconnues  pour  passer  des  unes 
aux  autres. 

3oient  pour  çxemplp  les  quatre  équations 

3  zi  — flj^  =2    a, 

5  07  — 7  z  =  11 , 

renfermant  les  inconnues  u,  x,  y  et  z. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  dans 
la  seconde  équation  la  valeur  de  x,  pour  la  substituer 
dans  iatroisièM^y  le  résultat  contenant  alors^  etz^  fera, 
p^  sa  combinaison  avec  la  quatrième  équation^  connaître 
ces  deux  quantités;  pttis  avec  la  valeur  de^,  on  aura  celles 
de  u  et  de  x,  par  le  moyen  de  la  première  et  de  la  seconde 
équation.  Enc^r^nt  ainsi ,  on  fera  le  calcul  suiva'^  *  • 

^_59— 5y 

2  ' 

5  X  ^    y—jz=ii. 


ou 


ou        •  i5y+i4z=ziy'5  (Sj). 

Les  deux  ^équations 

i5jf+ 14^==  173, 
*    4y-\^   3z:;=  41, 

étant  résolues ,  donneront 
et  par  ces  valeurs^  on  aura 
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3q— 3x5     39  —  i5      a4 
a  sa  a  ' 

a  +  ay     a  -h  10      la  . 

«=-^=-^—  =  -3.  ou      «=4: 

les  nombres  cherchés  sont  donc 

4,  la,  5  et  7. 

8a.  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  s'applique- 
rait aux  équations  littérales^  de  même  qu'aux  équa- 
tions numériques  ;  mais  la  multitude  des  lettres  qu'il 
faudrait  employer  pour  représenter  généralement  les 
données ,  lorsque  le  nombre  des  équations  et  des  incon- 
nues surpasse  a  y  a  engagé  les  algébristes  à  chercher 
une  manière  de  les  exprimer  plus  simplement.  Je  la 
ferai  connaître  dans  l'article  suivant  ;  mais  afin  d^  four- 
nir au  lecteur  l'occasion  de  s'exercer  à  mettre  les  pror- 
blêmes  en  équation  et  à  les  résoudre^  j'ai  réuni  ci-dessous 
une  suite  d'énoncés  y  et  )'ai  indiqué  à  la  fin  de  chacun 
les  résultats  qu'on  doit  trouver. 

1  **.  Un  père  étant  interrogé  sur  Page  de  sonjilsy  réponde 
si  du  double  de  l'âge  qu^il  a  maintenant  vous  retranchez 
le  triple  de  celui  qu'il  avait  il  y  a  six  ans  y  vous  aurez  son 
âge  actuel;  * 

m 

Réponse  :  L'enfant  avait  9  ans. 

a®.  DiophantCy  l'auteur  du  plus  ancien  livre  d'Algèbre 
qui  nous  reste ,  passa  dans  l'enfance  le  sixième  du 
temps  quHl  vécut,  un  douzième  dans  l'adolescence, 
ensuite  il  se  marioy  et  passa  dans  cette  union  le  septième 
de  sa  vie,  augmenté  de  cinq  ans ,  avant  d'avoir  unfils 
auquel  il  survécut'de  quatre  ans ,  et  qui  n'atteignit  que  la 
moitié  de  l'âge  où  son  père  est  parvenu;  quel  âge  avait 
Diophante,  lorsqu'il  mourut  ?  v 

Réponse  :  84  ans. 

5°.  Un  marchand  prélève  tous  les  ans  sur  les  fonds  qu'il 
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a  dans  le  commerce ,  une  somme  de  looo  francs  pour  la 
dépense  de  son  ménage;  cependant  chaque  année  sonbien 
augmente  du  tiers  de  ce  qui  reste,  et  au  bout  de  trois 
ans  se  trouve  doublé;  combien  avait-il  au  commencement 
de  la  première  année  ? 

Réponse  l'i^Soo  francs. 

4^  Unmarchanda  deux  espèces  de  thé,  la  première 
à  1  ^francs  le  kilogramme ,  la  deuxième  à  1 8  francs  ; 
combien  doit-il  preridre  de  chacune  pour  en  former  une 
caisse  de  loo  kilogrammes  qui  vaille  i6So  francs? 

Répoase  :  Zokihg, de  lapremière  etyodela .  econde. 

5^.  On  a  rempli  en  m  minutes  un  vase  contenant  Sg. 
litres  d'eau ,  en  faisant*  couler  successivement  deux  fon- 
taines, dont  V  une  fournissait  ^litres  par  minute  et  l'au- 
tre 3;  on  demande  pendant  combien  de  minutes  chaque 
fontaine  a  coulé  ? 

Réponse  :  La  première  3  minutes ,  et  la  seconde  g-. 

6**-  Une  montre  marquant  midi  ^  t aiguille  des  minutes 
se  trouve  sur  celle  des  heures  ;  on  demande  quel  est  le 
point  du  cadran  où  se  fera  la  prochaine  rencontre  des 
aiguilles? 

Réponse  :  Lorsqu'il  sera  i  heure  5  minutes  et  ^. 

Obs,  Ce  problème  se  rapporte  à  celui-du  n*  65* 

7**.  Un  homme  rencontrant  des  pauvres,  veut  donner  aS 
centimes  à  chacun ,  mais  en  comptant  sa  monnaie ,  il 
s'aperçoit  qu'il  lui  manque  pour  cela  lo  centimes,  alors  il 
nfi  donne  que  qo  centimes  à  chaque  pauvre  et  il  lui  reste 
a5  centimes;  on  demande  combien  cet  homme  avait  de 
monnaie  ,  et  quel  était  le  nombre  des  pauvres  ? 

Réponse  :  //  avait  i  franc^S  centimes,  et  les  pauvres 
étaient  au  nombre  de  7. 

8®.  Trois  frères  ont  acheté  un  bien  pour  Soooo  francs;^ 


y 
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il  manque  aupremier  pour  payer  à  lui  seul  cette  acquisf" 
tion,  la  moitié  dé  l'argent  qu'ù  le  second  ;^celui''ci  paie- 
rait  l'acquisition  à  lui  seul,  si  F  on  ajoutait  à  ce  qu'il 
possède  le  tiers  de  ce  qu'a  le  premier  ;  enfin  le  troisième 
aurait  besoin  pour  faire  ce  même  paiement^  de  joindre 
d  ce  qu'il  a,  le  quart  de  ce  que  possède  le  premier;  corn-- 
bien  chacun  Or^il  d'argent  ? 

Rép.  Le  premier  a  Sooooyr. ,  le  deuxième  ^ocoo  ,  et 
le  troisième  42600. 

9^ .  Après  unepartie,  trois  joueurs  comptenijeur  argent; 
un  setd  ayant  perdu,  les  deux  autres  ont  gagné  chacun 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  ont  mise  au  jeu  ;  après 
une  seconde  partie ,  l'un  des  joueurs  qui  avait  gagné  dans 
la  précédente  perd,  et  les  deux  autres  gagnent  chacun 
une  somme  égalé  à  celle  qu'ils  avaient  en  commençant  la 
seconde  partie  ;  à  une  troisième  partie ,  le  joueur  qui 
jusque^-là  aycdt  gagné,  perd,  avec  chacundçs  deux  autres 
une  somme  égale  d  Celle  qu'ils  avaient  en  commençant 
cette  dernière  partie ,  et  alors  les  trois  joueurs  sortent 
avec  iQo  francs  chacun;  combien  avaient-ils  en  entrant 
au  jeu  ? 

Rép.  Celui  qui  a  perdu  dla  i^^  partie  avait  1^5  francs , 
celui  qui  a  perdu  d  la  q^  1  o5  , 

celui  qui  a  perdu  d  la  3®  60. 

Formules  générales  pour  la  résolution  des  équations 

du  premier  degré. 

83.  Pour  obvier  àrincoûvéqient  que  j'ai  fait  remarquer 
au  commencement  du  numéro  précédent ,  on  a  imaginé 
de  représenter  par  la  même  lettre  tous  les  coefliciens 
d'une  même  inconnue^  mais  de  les  distinguer  en  les  af-  I 

fectânt  d'un  ou  de  plusieurs  accens^  suivant  le  nombre  I 

des  équations.  j 
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Les  équations  générales  à  deux  incoTinue^a'écrivent  ainsi: 

d  X  +  Vy  =  </. 

I^es  çoefficiens  deFinconnue  x  sont  représentés  tous  deux 
par  a ,  ceux  dey  par  b  ;  mais  Faccent  que  portent  les 
letti'es  de  la  seconde  équation ,  ftit  yoir  qu'on  ne  les 
regarde  pas  comme  ayant  la  même  Talenr  que  leurs  cor- 
respondantes dans  la  première.  Ainsi  d  est  une  quan- 
tité difféi*ente  de  a,  V  une  quantité  différente  de  b. 

Lorsqu'il  y  a  trois  équations  ^  on  les  écrit  ainsi  : 

*  a  x  +  ft  J'  +  c  z  =  c/, 
af  x-^-V y  +  c^  zz=zd! , 
oTx  +  My  +  c'a  =  rf*. 

Tous  les  çoefficiens  de  l'inconnue  x  sont  désignés  par  la 
lettre  a ,  ceux  de  jr  par  6  »  ceux  de  z  par  c  ;,mais  chaque 
lettre  porte  des  accens  dilFérens  qui  marquent  qu'elle 
appartient  à  diverses  quantités.  Ainsi  a/  al^  a^,  sont  trois 
quantités  différentes^  et  de  même  des  autres. 

Suivant  cette  marche ,  s'il  y  avait  quatre  inconnues  et 
quatre  équations ,  on  les  écrirait  ainsi  : 

■  «/  07  +  V  y  'j'  (f  z  -j"  (^  u  =^  ^  y 
d'x  +  Vy  +  d'z  +  rf*u  =  e\ 
(fx  4-  A"y  -f-  <^z  -|-  ^u  =  ^. 

:  84-  AGn  de  simplifier  les  calculs^  en  évitant  les  frac- 
tions ,  on  modifie  ainsi  le  procédé  de  l'élimination  : 

Soient  les  équations 

a  X  -f"  by  =  c, 
afx  +  b'y=  Cl 

il  çst  évident  que  si  l'une  des  inconnues ,  x ,  pft  exem- 
ple ^  avait  le  même  coefficient  dans  les  deux  équations  ; 
il  suffirait  de  les  retrancher  Tune  de  F  autre ,  pom-  faite 


r 
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disparaître  cette  inconnue.  Cela  s'aperçoit  tout  de  suite 

sur  les  équations 

10  X  +  Il  y  1=  27, 

10  j:  4"    9y  ==  i5, 
qui  donnent 

11  y  —  g jr  ==27  —  15,  OU  ajr=:ia,  0UJ^  =  S, 

Il  est  visible  aussi  qu'on  peut  rendre  immédiatement^ 
les  coefGcièns  de  x  égaux  dans  les  équations 

a  X  +  by  =  Cy 
àx  +  Vyi=ic' , 

en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  a' 
coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de 
la  seconde  par  a ,  coefficient  de  x  dans  la  première  ;  on 
obtient  ainsi,  .       •    * 

aafx^(/by  =  a'Cf 

ad  X  -f-  a  Vy  ±z  a  cf. 

Retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  la  se- 
conde, Finconnuè  x  disparaîtra;  on  aiirà  seulement 
(a  y  —  a'  b)y  =  ac'^c/  c, 

équation  qui  ne  contient  plus  que  Finconnue  j'  ;  et  Ton 

en  déduira 

ac  —  ca 

y—ab'—ba!' 

Le  procédé  que  je  viens  d'employer  peut  toujours 
s'appliquer  aux  équations  du  premier'  degré ,  pour  en 
chasser  Tmie  quelconque  des  inconnues* 

En  éliminant  de  même  l'inconnue  jr,  on  aurait  la 
valeur  de  x.  * 

Si  Ton  applique  ce  procédé  atix  trois  éc|uatioils  renfer- 
mant a: ,  ^  et  z ,  on  pourra  d*abord  éliminer  x  entre  la 
première  et  la  seconde,  puis  entre  la  première  et  la  troi-^- 
sième  \  on  parviendra  ainsi  à  deUx  équations ,  qui  ne 
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réafermeroQt  plus  (f^ey  et  a ,  et  entre  Ifesquelles  on 
éliminera  ensuite^. 

Si  Ton  effectue  le  calcul ,  Téquatioâ  en  s  ^  à  laquelle 
on  parviendra ,  aura  un  facteur  commun  à  tous  ses 
termes^  et  ne  sera  par  conséquent  pas  la  plus  simple  que 
Ton  puisse  obtenir.  -  - 

'  85.  Bézout  a  donné  une  méthode  fort  simple  pour 
éliminer  à  la  fois  toutes  les  incoaaues  hors  ime,  et  par  la- 
quelle on  ramène  immédiatement  la  question  à  des  équa- 
tions qui  contiennent  une  inconnue  de  moins  que  les 
proposées.  Quoique  ce  procédé  ne  soit  nécessaire  que 
lorsqu'il  s'agit  des  équations  à  trois  inconnues ,  je  com- 
mencerai par  l'appliquer  à  celles  qui  n'en  contienaent 
que  deux ,  afin  d'embrasser  le  sujet  en  entier. 

Soient  les  deux  équations 

en  muItiptiaotM  première  par  une  quantité  m^  qui  soit 
indéterminée ,  il  viendra 

et  retranchant  de  ce  résultat  Téquation 

d X  -^-V yz=z(f  y 
on  aura 

amx'-^a!  x^b  my  —  N  y  =:  c  m  —  </> 
ou  (am-^a')  ar-+- (im— i')^=  Cl»— ii/. 

Puisque  rien  ne  détermine  la  quantité  m,  on  petit 
supposer  qu'elle  soit  telle  >  ^que  b  m  =  y.  Dans  ce 
cas ,  le  terme  multiplié  par^  disparaissant ,  on  a 


am-^  a 


D  .  A 
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tuais  à  cause  d^  b  m 

=  i' ,  il  résulte  ,. 

■ 

V 

floue 

.        ^   b  ' 

,                             4 

.   ,      ab'—ba!' 
—  a 
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Au  lieu  de  supposer  bm  =  b\    si  Ton  fait  am-=:a\ 
le  terme  ^ffebté  dé  os  «' évanouira^  et  il  Viendra 

cm —  c' 

y—bm—b" 

La  valeur  de  m  ne  sera  plus  la  piême  que  tout-à-J'heure  ; 
car  on  aura 


• 


a. 


et  en  substituant  dans  rexpression4ej'>  on  trouvera 


c  ci  — \2  d 


#  y~bd.-^ab'' 

En  changéatit  les  signes  du  numéirateur  et  du  dénomina- 
teur de  cette  valeur  (67),  son  dénominateur  sera  le  même 
que  celui  de  x ,  ^puisqu'on  aura 

ad  —  cd 

y~aV—bd' 

8S.  Soient  maintenant  les  trois  équations 

a  x  +  hy  ^  c  z=z  d, 
d  X  +  Vy  -|-  d  z  =  J[  ^ 

l'analogie  conduira  aisément  à  multiplier  la  pre* 
mière  etiasecopde  par  deuî^quantités  indéterminées  m 
et  n,  à  les  ajouter  ensemble,  "et  à  en  retrancher  la  troi- 
sième ;  car  par  ce  ifeioyen  elles  seront  employées  toutes 


/ 
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en  même  temps,  et  les  deux  nouvelles  quantités  m  et  n, 
dont  il  est  permis  de  disposer  à  volonté ,  pourront  être 
déterminées  de  manière  à  faire  disparaître  en  même 
temps  du  résultat  deux  des  inconnues.  En  opérant 
ainsi ,  et  réunissaibt  les  termes  qui  multiplient  une  même 
inconnue ,   on  aura 

Si  Ton  veut  faire  disparaître  x  et  y,  il  faudra  poser  pour 
cela  les  équations 

am  -^  af  n^=^c^y 
bm  +  V  n  =  b\ 

et  alors  il  viendra 

dm^d^ n  —  d"  * 

c  771 4-  </  n  —  c*' 

Des  deux  équations  dans  lesquelles  metn  sont  les  in- 
connues ,  il  est  facile  de  déduire  la  valeur  de  ces  quan- 
tités au  moyen  des  résultats  pbtenus  dans  le^uméro  pré- 
cédent; car  il  suffit  de  changer  dans  ceux*<:i  xen  m,  y  en  n^ 
et  d^écrire  au  Heu  des  lettres 

ce  qui  donnera 

^  —  ab'~b^' 

ab"—ba"    . 


n  t= 


abf—bd' 


Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  ;&,  et  réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénonijpateur ,  on  trouvera 

_  d(b'a"—a'b'^+d\ab'—ba')—df'(ab'—ba') 
*  ~  c(^b'a"—a'b")-i-cXa  b"—b  a")—c"{a  b'—b  a  )' 
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Si  Ton  avaitrfait  évanouir  les  termes  afffictés  dex  et  de 
a,  on  aurait  euj^jles  lettres  met  n  auraient  dépendu 
^  des  deux  équations 

ôt  en  opérant  c?Dmnle  ci-dessus,  on  aurait  trouvé 


Enfin  ,  en  posant  les  équations 

on  ferait  disparaître  lesTîermes  multipliés  pai'j^  et  par  z  ; 
et  il  viendrait 

"^^  ~  aidV'—b'd'^  +  a'  (i  c"_ç  V'^-^'Q)  c!—c  V  )  ^    . 

» 

£n  développant  ces  valeurs  de  manière  à  rendre  letirs 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  changeant 
en  même  tempâ  lès  signes  du  numérateur  et  ceux  du  dé« 
nominateur,  dans  la  première  et  dans  la  troisième,  on 
pourra  leur  donner  les  formes  suivantes  : 

—aV c"—  a d h'J  +  c dV'—b  d c"  +  b  ca!'^ c b' a^  * 
__  a  d'c"—  a  dd"  +  c  dd"—  d  d  d'  +  d  c'd'—  c  d' d" 
^y—'aVd'—adb"  ^cdb"—bdd'  +  b  dd'—cb'q"  * 
•       d  Vd'—  d  db"  +  c  d;b"—  bdd'  +  b  dd"—  c  b'd' 
^~ab'ê—ady'^cdV'—bdéf^^bdd'—cb'd^- 

87.  Soient  les  quatre  équations 

a  x  +  è^  +  c  z  +  d  tt==:e?, 
a'  X  +  b'y  "j-  d  z  'i^  d^  u  =31  e  , 
dx  +  by  +  d'z  -f  d"u  =  d\ 
d'x  +  y  y  +  c^z  +  d"u  =  d"  ; 

Elém.  d! Algèbre,  i4*  édition.  q 
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on  multipliera  k  première  par  m ,  la  seconde  par  n , 
}a  troisième  par  p ,  on  ajoutera  les  produits,  et  en  re- 
tranchant ensuite  la  quatrième ,  on  trouvera 

=  e  m  +e'ii    -j-  e*p  —  é"'.. 
Pour  avoir  u,  on  posera 

a 

c  m  +  a'n  -|-  afp  =  ûT, 

c  m  "^  c'i»  -^  c^p  =  c*', 

et  il  viendra 

c  m  -f-e^i>  -f-  e^p — e** 

Le  cas  de  quatre  inconnues  est  donc  ramené  à  celui  de 
trois,  au  moyen  des  équations  précédentes  qui  détermi- 
nent les  facteurs  m,  n^  p.  U  faut  remarquer  qu»  les  lettres 
dete^  n'entrant  point  dans  ces  équations,.n*entrecont  pas 
npn  plu9«  dans  les  valeurs  de  m,  n,p^  et  qu*il  suit  de  là 
que  le  numérateur  de  l'expression  dq  uifi  conclut  du 
dénominateur  en  changeant  les  e,qui  sont  les  co^fficiens 
de  cette  inconnue^  dans  les  d  correspondans,  qui  sont  les 
termes  tout  connus  des  équations  proposées. 

Cette  loi ,  qu'on  aurait  déjà  pu  apercevoir  dans  les 

n^'  85  et  86 ,  s'étend  à  toutes  les  inconnues ,  en  quelcpe 

nombre  qu'elles  soient*  Quant  à  leur  numérateur,  Tob*- 

'  servation  des  résultats  obtenus  précédemment,  fournit 

le  moyen  de  les  retrouver  sans  calcul. 

88.  rour  remonter  au  premier  anneau  de  la  chaîne  , 
je  prends  l'équation  à  une  inconnue  âx=&  ;  j'en  tire 

•        b 
.x  =  -, 
a 

on  l'on  voit  que  le  numérateur  estle  terme  tout  connu  b, 
et  le  dénominateur,  le  coefficient  a  de  l'inconnue. 
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L'es  deux  équations 

'ont  conduit  à 

_^cV  —  b  cf  ad  '^^ccl 

le  dénominateur  se  compose  encore  des  lettres  a^  a\ 
b,  b',  qui  multiplient  les  inconnues  :  on  écrit  d'abord 
la  lettre  a  à  côté  de  la  lettre  b ,  ce  qui  donne  a&  ;  oa 
échange  ensuite  a  et  &  entre  eux  pour  avoir  ba,  et  ed 
*  affectant  cet  arrangement  duJÎgne — ,  il  vient  ai  — Aa  ; 
on  met  enfin  un  accent  à  la  seconde  lettre  de  chaque  terme  : 
voilà  le  dénominateur  ai' —  ba!'  formé. 

Cela  fait 4  pour  former  le  numérateur  de  j?^  on  change, 
d'après  ]a  remarque  qui  termine  le  n^  précédent,  les  a 
en  c  ^  et  les  6  en  c  pour  celui  de^  ;  de  cette  manière ,  on 
trouve  que  l'un  est  c  6^  —  6  c/,  et  l'autre  ac'  —  c  â^ 

Il  faut  un  peu  plus  d'attention  pour  reconnaître  la 
formation  du  dénominateur  des  équatîbn^  à  trois  in-;* 
connues.  Cependant  y  puisque  dans  le  das  des  deux 
inconnues ,  le  dénominateur  présente  tous  les  arrange- 
mens  possibles  des  deux  lettres  aetb  qui  multiplient  ces 
inconnues ,  il  est  naturel  de  penser  que  lorsqu'il  y  a  trbi^ 
inconnue^,  leur  dénominateur  doit  renfermer  tous  les  ar^ 
rangemens  des  trois  lettres  a,  b,  c;  et  pour  fopner  ces 
arrangemens  avec  ordre ,  on  s'y  prend  de  la  manière 
suivante. 

On  forme  d'abord  les  arrangemens  ai— ia  des  deux 
lettres  a  et  i  ;  à  la  suite  du  premier  a  b,  on  écrit  la  troi- 
sième lettre  c,  ce  qui  donne  aie;  et  faisant  passer  cette 
lettre  par  toutes  les  places,  avec  l'attention  de  changer  le 
signe  chaque  fois  ,  et  de  ne  pas  troubler  l'ordre  respectif 
de  .a  et  de  i ,  il  en  résulte 

abc'^acb^cab,  • 


y 
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Opérant  de  même  sur  le  second  arrangement  âe  deux 
lettres  ^—  6  a ,  il  yient 

réunissant  ces  produits  aux  trois  précédens,  puis  mar- 
quant la  seconde  lettre  d'un  accent  et  la  troisième  de 
deux7  on  trouve 

ûiV  — ac/6"+ca'M-.ia'c*4-i</a*— c6'a'*, 

>■ 
f^esultat  conforme  à  celui  que  présentent  les  formules 

obtenues  in^médiatement. 

Ilestffacile  de  conclure  de  là>  que  pour  former  le  dé- 
nominateur dans  le  cas  de  quatre  inconnues,  il  faudrait 
introduire  la  lettre  d  dans  chacun  des  six  produits  _ 

et  lui  faire  occuper  successivement  toutes  les  places  ;  ie 
produit  ahcy  par  exemple,  donnerait  les  quatre  suivans  : 

ahtà'^ahdc^adbc'-^dabc. 

En  opérant  de  n^ême  sur  le*  cinq  autres  produits  de 
trois  lettres,  le  résultat  total  aurmt  vingt-quatre  termes, 
dans  chacun  desquel»  la  seconde  lettre  porterait  un  ac' 

cent,  la  troisième  deux,  et  la  quatrième  trois  (*). 

* 

89.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  résolution  de» 
équations  numériques,  il  faudra  comparer  terme  à  terme, 
les  équations  proposées,  avec  les  équations  générales  des 
numéros  prècédens. 

Pour  résoudre,  par  exemple,  les  trois  équations 


(*)  M.  Laplace ,  dans  la  seconde  partie  des  Mémoires  de  TAcadé* 
mie  des -Sciences  pont  1775  ,  page  394,  a  ddmontr^  à  pnori  ces 
règles.  Voyez  aussi,  les  Annales  de  Mathématiques  pures  et  ap^ 
pliquées,  par  M.  Gcrgonne,  T.  IV ,  page  148,  ei  T.  1X11,  p  38i. 
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7^4-5^^  + a  2.  =  79, 
8  jp -f- 7  j -f  Q  2,  =  laa  ^ 

î)  faudra  ^es  comparer  >  terme  à  terme ,  atec  celles 
du  n^  86  ,  06  qui  doonera 

a  =  7,  ft  =-5,  6  =a,d  =  79, 
-    a'  =  8,  y  =  7,  c'ss  9,  £?£=:  laa, 
a^=  1,  ô'^.^  c'^=  5,  d'=  55. 

Substituant  ces  valeurs  daa»  les  expressions  gé^iéralesde» 
inconnues  o:,^  et  z^  et  effectuant  les  opérations  bidi-^ 
quées,  on  trQuv^ra 

n  est  important  <Î€  remarquer  que  les  mêmes  expres- 
sions serviraient  encore ,  quand  les  équations  proposée^ 
n'auraient  pas  tous  leurs  termes  afTâCtésdii  signe  +  > 
comme  semblent  le  supposer  ks  équations  générale^  dont 
ces  expressions  sont  déduites.  'Soient  ^  pour  exemple , 

—  Sa:  4-  4 y  *f  ^  ^'=  — '30> 

il'  faudra ,  çn  comparant  les  termes  de  ces  équations  à 
leurs  correspondans  dans  les  équations  générales,  avoir 
égard  aux  signes,  oe  qui*  donnera 

a  =  +    3,i=^^,c.=  +  8,rf.=  +  4i, 

a'  =^  —    5,  i'  =  4.  4;  e'  =r  +  û,  df  ^=^  —  20 , 

:    a"— +  11,  6''== —■7,0"= -^6, ^^—+37, 

et  ensuite  déterminer,  conformément  aux  règles  du  nu-* 
jEuéro  3i ,  le  signe  que  doit  prendre  chaque  terme  desex- 
pressions  générales  de  a:,  j^,  a,  #après  les  signes* des fac-» 
teiifs  dont  il  est  composé.  On  trouvera  d'abord  tjue  le> 
premier  terme  du  dénominateur  commun ,  qui  est  ci'c*; 
devenant  4-3X  4.  4X  —  6,  change  de  signe,  et  pi*o- 
duit  —  7a  •    et   en  faisant  la  mêm^   chose  poi»;  le^ 
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autres  termes  ^  tant  des  numérateurs  que  des  dénomi- 
nateurs^ prenant,  d'une  part^  la  somme  de  ceux  qui  sont 
positifs^  et  de  l'autre ,  celle  de  ceux  qui  sont  négatifs^ 
on  obttehdra 

^_fl774— a854_— 6o_       ^ 
5ga— ^  6aa      — 3o  * 

5oaa— ûgSa  _ -f-90  _  _^  g  . 

385q— 388q      — 3o 
5ga —  baa      — 00 

Des  équatioTis  du  seœnd  degré  à  une  seule  inconnue. 

.  90»  Dans  les  équations  que  j'ai  traitées  )usqu*ici^  les 
iocoonues  ne  montaient  qu'à  la  première  puissance, 
pu  n  étaient  point  multipliées  entre  elles  ;  ces  équations 
n'étaient  que  du  premier  degré  j  mais  si  Ton  se  propo- 
sait seulemeut  la  question  suivante  :  Trouver  un  nombre 
tel,  qu  étant  multiplié  par  son  quintuple ,  le  produit  soit 
égal  à  ia5  ^  en  désignant  ce  nombre  par  x,  son  quin- 
tuf^le  serait  5x ,  et  on  aurait 

(îette  équation  est  du  second  degrés  parce  qu'elle  ren- 
ferme a;* ,  ou  la  seconde  puissance  de  llnconnue.  Si  Ton 
dégage  cette  seconde  puissance  dé  son  coefficient  5  ^  on 
obtiendra 

ia5 
x*^==-^,      ou      a:»=.ô5.  ^ 

On  ne  sauraitiéi  conclureFinconnue  x  comme  dans  le 
numéro  1 1,  et  la  question  proposée  est  seulement  rame- 
née à  trouver  un  nombre  qui  ^  multiplié  par  lui-même^i 
donne  a5.  Avec  un  peu  d'attention,  on  reconnaît  que  ce 
nombre  est*  5;  mais  il  arrive  rarement  que  Ton  puisse  de- 
viner ainsi  la  solution  cherchée  ;  on  est  donc  conduit 
à  cette  nouvelle  question  numérique  :  trouver  un  nom^ 


i 
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bre  qui,  multiplié  par  iui-:7néine  ,  donne  un  produit  égiil 
â  un  nombre  proposé,  oUj^ce  qui  est  la  même  chose,  re- 
venir de  Ja  seconde  puissance  au  nombre  quiraprMuite> 
et  qu'on  appelle  sa  racine  quairée.  Je  vais  m'occuper 
d*abord  de  cette  question ,  parce  que  là  solution  ser- 
vira pour  déterminer  les  inconnues  dans* toutes  les  équa- 
tions du  second  degré. 

♦ 
gi .  La  méthode  qu'il  faut  employer  pour  trouver  our 

extrairela  racine  des  nombres,  suppose cpie  Ton  qonnabse 

la  seconde  puissance  de  ceux  qui  sont  exprimés  par  an  . 

seul  chiffre  ;  voici  donc  les  neuf  premiers  nombres  4v,e« 

leur  seconde  puissance  écrite •ei^^éssç^tis  de  chacun  : 


1 

1 


23456789 
4    9  16  a5  3G  4^  64  81. 


On  voit  par  cette  '  table  que  la  seconde  puissance* 
d'un  nombre  exprimé  par  un  seul  chiffre,  n^én  donfeènt 
pas  plus  de  deux  :  10,  qui  est  le  pluypetit  àek  nopibres 
exprimés  par  deux* chiffres ,  en  a  trois  à  son  qùarré,  lôq. 
Pour  se  préparer  à  décomposer  la  seèonde  puissance 
d'unnoQibre  exprimé  J)ar  deux  chiffres,  il  faut  en  étudier 
d'abord  la  formation;  et  pour  cela,  je  vais  cherchéfr  tom- 
ment  chaque  partie»  du  nombre  47,  p^  exemple,  con- 
court à  la  production  du  quarré  de  ce  nombre. 

On  peut  décomposer  4?  en  4^  +  7>  ^^  ^Q  4  dixaines- 
et  7  unités  ;  en  représentant  par  a  les  dixaines  du  nom- 
bre proposé ,  et  par  b  ses  unités ,  sa  seconde  puissance 
sera  exprimée  par 

c'est-à-dîre  qu'elle  «ontiendra  trois  parties ,  savoir  :  Je 
quarré  fies  dixaines  ,  deux  fois  le.produiP  des  di^caines 
jUar  les  unités ,  et  le  quarré  des  unités.  Dans  rexei^pFe 
que*  j'ai  choisi ,  a^=:4  dixaines  ou  4^  unités  ,^  et  J  =^, 


'^ 


* 
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on  aura 

\ 

a*  —  160Q 

i^ub  — .  5Go 

*•-.  49 

Total,  a* -f  2  a  i 4.  A*  =;=  aû09  =  47  X  47- 

Powr  reyeûir  maintenant  du  nombre  2203  à  sa  racine 
47,  on  observera  d*abord  que  le  quarré  des  dixaines  ^ 
1 600,  n*a  point  de  chiffre  significatif  d'un  ordre  inférieur 
aux  centaines ,  et  qu'il  est  le  plus  grand  quarré  que 
puii^sent  contenir  les  22  ^centaines  de  2209  ;  car  23 
tombe  entre  16  et  26,  c'est-à-dire  ent?*e  le  quarré  de  4 
et  celui  de  5  ;  comme  4?  tombç  entre  4  dixaines  ou  40, 
et  5  dixaines  on  5g. ^ 

•  Si  doQç  on  cherche  h  pfcis  grand  quarré  contenu  dans 
î22,<>n  trouvera  16,  dpnt  la  racine4  exprimera  les  dixaines 
de  celle  de  ajzqg  :  retranchant  ensuite  16  centaines 
ou  i6oQ,  de  2203,  le  reste  609  coHtiendra  encore  le 
double  produit  des  dixaines  parles  unités,  5So,  et  le 
quarré  des  unités,  49-  Mais  le  double  produit  des  dixaines 
par  le&  unités,  n'ayant  ppint  de  chiffres  d'un  ordre 
inférieur  aux  dixaines,  doit  se  trouver  dans  les  deux 
premiers  chiffres  60  du  reste  609,  qiii  contiendront  en 
outre  les  dixaines  provenues  du  quarré  des  unités.  Ce- 
pendant, si  Ton  divise  60  parle  double  des  dixaines  8,  on 
aura,  en  négligeant  le  reste,  un  quotient, 7  égal  aux 
unités  cherchées.  Multipliant  ensuite  par  7  1q  nombre "8, 
considéré  comme  des  dixaines ,  on  formera  le  double  du 
produit  des  dixaines  par  Içs  unités ,  5So,  etle-retranchant 
du  reste  total  609,-  on  obtiendra  une  différence  49^  Q^ 
doit  être,  et  qui  est  en  effet  le  quarré  des- unités*..^ 

L'opération   que    je   vi'fcns  de   r^i^onner  se  ^dispo^e 
ainsi  ; 


• 


\ 


Ï)*A   L   G    B    B   R    E. 

32,09    !  47 


i57 


16 


J87 


/ 


60,9 


00  O 


On  écrit  Le  nombre  proposé  comme  s'il  s'agirait  de  le 
diviser  par  un  autre  ^  et  on  destine  à  la  racine  la  place 
que  devrait  occuper  le  diviseur.  Ënsiiite  on  sépare  par 
une  virgule  les  unités  et  les  dixainés  ^  poujr  ne  consi- 
dérer que  les  deux  premiers  clufFre^  sur  lagaudie  >  qui 
doivent  contenii:  lequarré  des  dixaines  de  la  racine.  On 
cherche  le  plud  grand  quarré  16,  contenu  dans  ces  deux 
chiffres  ;  on  en  porte  là  racine  4.^  1^  place  qui  lui. est 
affectée,  et  on  retranche  iS  de  »a.  A  côté  du  reste  6, 
on  abaisse  les  deux  autres  chiffres  ^  03  ^  du  nombre  pro- 
posé ;  on  sépare  le  dernier  qui  n'entre  point  dans  *  le 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités  ;  on  divisé  la 
partie  restante  à  gauche  par  8 ,  double  des  dixaines  de 
la  racine ,  ce  qui  donne  pour  quotient  \es  unités  7  ;  ^t 
pour  former  tout  d'un  ^  coup  les  deux  dernières  partiqs 
du  quarré  que  doit  contenir  609 ,  on  écrit  7  à  côté 
de  8,  d'où  résulte  le  nombre  87,  égal  au  double  déâ 
dixaines  plusles  unités ,  ou  à  ea+i,  et  qui,  étant  mul—  ^ 
tiplié  par  7  ou  jpâr  b,  reproduit  609  ==  2  a  i  +  S*,  ou  Iç 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités,  plus  le  quarré 
des  unités  :  faisant  la  soustraction  il  ne  reste  rien  ;  et 
^opératio^  achevée  prouve  que  47  est  la  racine  quarrée 
de  2209.       .,  .        - 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  quarrée  de  32^  \  j© 
dispose  l'opération  comme  il  suit  ; 

SM       18 
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aa,37,a9J  475 


16 

87 

63,7 
609 

943 

< 

28a,9 
â8â  9 

000  o 


On  sépare  d'abord  les  deux  derniers  chiifires  ag,  et  pour 
extraire  la  racine  du  nombre  ûa37  restant  sur  la  gauche , 
on  sép^e  encore  les  deux  derniers  chiflires  37  de  ce 
nombre;  de  cette  rosière,  le  nombre  proposé  est  par- 
tagé en  tratiches  de  deux  chiffres  ^  en  allant  de  droite  à 
gauche.  On  opère  sur  les  deux  premières  tranches  comme 
on  Ta  fait  dans  le  numéro  précédent  sur  le  nombrç  aaog, 
ce  qui  donne  led  deux  premiers  chiffres  47  de  la  racine  ; 
mais  on  trouve  un  reste  a8,  lçc|uel»  joint  ftux  deux  chif- 
Ëreâ  ag  de  la  dernière  tranche ,  renferme  le  double  du 
produit  des  ^7  dixaines  par  les  unités ,  et  le  quarré  des 
unités.  On  sépare  le  chiffre  9,  qui  ne  peut  faire  pviie  du 
double  produit  des  dixaines  pat  les  unités ,  et  on  divise 
28a  parg4,  double  des 4/  dixaines;  écrivant  le  quotient 
3  à  côté  de  94 ,  et  multipliant  948  P^r  3 ,  il  vient  a8a9 , 
nombre  précisément  égal  au  dernier  reete^  et  Fédération 
est  terminée. 

93,  Pour  ujontrex  comment  il  faut  opérer  sur  un 
nombre  quelconque  ,  je  vais  extraire  la  racine  de 
aa39i8a4-  Quelle  que  soit  tette  racine  ,  on  peut 
toujours  la  concevoir  décomposée  en  dixaines  et  en 
unitée ,  comme  dans  les  exemples  précédens*  Le  quarré 
dee  dizaines  n'ayant  aucun  chiffre  significatif  d'un 
ordre  inférieur  aux  Centiunes  ,  les  deux  derniers 
chiffres  a4  ne  pourront  y   entrer  -^    on    les  séparefa 
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ck>nc  /et  la  question  sera  ramenée  d*aborâ  à  cher-* 
cher  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  la  partie 
qqSqiS  ,  restante  à  gauche.  Cette  partie  étant  com- 
posée de  plus  de  deux  chiffres ,  il  en  faut  conclure 
que  le  nombre  qui  exprime  les  dixaines  de  la  ra- 
cine cherchée  i  en  a  plus  d'un  >  il  peut  donc  être  dé- 
composé à  son  toûr  en  dixaines  et  ei^  unités.  Le 
quarré  de  ces  dixaines  n'entrant  point  dans  les  deu?ç 
derniers  chiffres  18  d&  la  partie  aaS^iS^  c'est  dans 
les  chiffres  ââSg  restant  à  gauche ,  qu'il  faudra  le  cher- 
cher; et  puisque  âaS^  à  encore  plus  de  deux  chiffres, 
le  quarré  qu'il  doit  contenif"  en  renfermera 'au  moins 
deux  à  sa  racine  ;  le  nombre  qui  exprime  les  dixaines 
que  Ton  cherché ,  aura  donc  plus  d'un  chiffre  :  c'est 
donc  enfin  dans  ââ  qu*il  faudra  chercher  le  quarré  de 
celui  qui  représente  leâ  unités  de  Tordre  le  plus  élevé 
de  la  racine  demandée»  Par  c;ètte  suite  de  raisonne- 
mens ,  qu'on  peut  pousâer  aussi  loin  qu'on  voudra ,  le 
nombre  proposé  se  trouvera  partagé  en  tranches^^de 
deux  chiffres  en  allant  de  droite  à  gauche  ;  il  est  bon 
néanmoins  d'être  prévenu  que  la  dernière  tranche  à 
gauche  pourra  ne  contenir  qu'un  seul  chiffre. 

Le  nombre  proposé  étant  ainsi  partagé  en  tranches, 
et  disposé  comme  on  le  voit  ici ,  on  opère  sur  les  trois 


premières  tranches  comme 
dans  l'exemple  du  numéro 
précédent;  et  lorsqu'on  a 
trouvé  les  trois  premiers 
chiffres  473>  à  côté  du  reste 
1  Sg^onabaissela  quatrième 
tranche  24  j  et  on  considère 
le  nombre  18924  >  comme 
contenantle  double  produit 
dés  473  dixaines  trouvées 
pai*  les  unités  cherchées^ 


22,69,18,24 
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pli;8  le  quarré  de  ces  unités.  On  sépare  le  dernier  chiffra 
4  ;^  on  divise  ceux  qui  restent  à  gauche  par  94^^  double 
de  47?  >  et  on  fait  ensuite  la  vérification  du  quotient  a  , 
comme  dans  les  opérations  précédentes. 

L'opération  se  termine  là  dans  cet  exemple  ;  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  s'il  y  avait  une  tranche  de  plus ,  les- 
quatre  chiffres  trouvés  é^ià^^  exprimeraient  les  dixai&es- 
d'une  racine  dont  on  chercherait  les  unités,  et  que  par 
conséquent  il  faudrait  diviser,  le  reste  qu'il  y  aurait 
alors ,  plus  le  premier  chiffre  de  la  tranche  suivante  ^ 
par  le  double  de  ces  dixaines^  et  ainsi  de  suite  pour 
chacune  des  tranches  à  abaisser  successivement. 

94.  S'il  arrivait  qu'après  avoir  abaissé  une  tranche , 
le  reste  ,  joint  au  premier  chiffre  de  cette  tiranche  , 
né  contint  point  le  double  des  chiffres  trouvés,  ilfau* 
drait  poser  o  à  la  racine  ;  car^  alors ,  la  racine  n'aurait 
point  d'unités  de  cet  ordre  :  on  abaisserait  ensuite  la 
tranche  suivante  pour  continuer  l'opération  comme  à 
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n'a  point  écrit  les  quantités  o  00  o  / 

à  soustraire  ,  mais  on  a  effectué  les  soustractions  par 
la  pensée ,  comme  dans  la  division. 

96.  Tous  les  nombres  ne  sont  pas  des  quarrés  ^ 
parfaits.  En  jetant  les  yeux  sur  la  table  de  la  page 
i35 ,  on  voit  qu'entre  les  quarrés  de  chacun  des- 
neuf  premiers  nombres ,  il  existe  des  lacunes  comr- 
prenant, plusieurs  nombres  qui  n'ont  point  de  racine  ; 
45  ,  par  exemple ,  n'est  point  un  quarré ,  puisqu'il  tombe 
entre  36  et  49-  H  arrivera  donc  le  plus  souvent  que  le 
nombre  dont  on  demandera  la  racine  quarrée,  n'en  aura 
point  ;  mais  en  opérant  comme  s'il  en  avait  une  ,  le 
résultat  sera  la  racine  du  plus  grand  quarré  qu'il  contient. 
Si  l'on  cherche ,  par  exemple,  la  racine  de  21376 ,  on 
trouvera  47  >  et  il  restera  67  »  ce  qui  montre  que 
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le  plus  grand  quarré  contenn  dans  dayG,  est  celui  de 
47i  ou  2203. 

Comme  on  pourrait  craindre  ,  après  avoir  trouvé  la 
racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  un  nombre  , 
d*avoir  mis  quelques  chiffres  trop  faibles  à  la  racine , 
voici  un  moyen  de  reconnaître  si  le  reste  est  trop  consi- 
dérable ,  et  si  la  racine  trouvée  est  trop  petite.  Le 
quarré  de  a  -f"  i  ^ant 

a'  -f-  a  a  6  -f  ^*  > 
si  l'on  fait  6  =  1  ^  le  quarré  de  a  -f-  1  sera 

quantité  qui  diffère  de  a^,  q^uarré  dé  a ,  du  double  de  a^ 
plus  Tùnité.  Donc  si  la  racine  trouvée  devait  être  aug" 
mentée  de  V unité  ou  de  plus  que  l'unité ,  il  faudrait 
que  son  qudrré ,  retranché  du  nombre  proposé ,  laissât 
un  reste  au  moins  égal  à  deux  fois  cette  racine ,  phis 
l'unité.  Toutes  les  foîs  que  cette  circonstance  n*aura 
pas  lieu ,  la  racine  extraite  sera  en  effet  celle  dû  plus 
grand  quarré  contenu,  dans  le  nombre  proposé. 

gG.  Puisque  ,  pour  multiplier  une  fraction  par  une 
fraction,  il  faut  multiplier  les  numérateurs  entre  eux  et 
les  dénominateurs  entre  eux ,  il  est  évident  que  le  pro- 
duit d'une  fraction'par  elle-même ,  ou  le  quarré  d*une 
fraction  est  égal  au  quarré  de  son  numérateur,  divisé 
parle  quarré  de  son  dénominateur*  Il  suit  de  là  que 
pour  extraire  la  racine  quarrée  d'une  fi'CLction  y  il  faut 
extraire  celle  de  son  numérateur  et  celle  de  son  déno^ 

. .  .    .  '  25         5 

minateur.  Ainsi  la  racû|e  de  ^7  est  7^  parce  que  5 

est  la  racine  quairée  de  û5  ,  et  8  celle  de  64* 

C'est  une  chose  très  importante  a  remarquer ,  que 

\ 
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non-6eulement  les  quarrés  d^s  fractions  proprement 
dites  y  sont  toujours  des  fractions ,  mais  que  tout  nombre 
fractionnaire  irréductible  ,  étant  multiplié  par  lui- 
même,  donnera  toujours  un  résultat  fractionnaire  aussi 
irréductihle,   . 

97.  Cette  proposition  repose  sur  celle-ci  :  Tout 
' nombre  premier  P ,  qui  divisé  le  produit  AB  de  deux 
nombres  A  et  B  ,  divise  nécessairement  l'un  de  ces 
nombres. 

Je  suppose  qu'il  ne  divise  pas  B ,  et  que  B  le  surpasse  ; 
en  désignant  par  q  le  quotient  entier  de  cette  division ,. 
et  par  B^  le  reste.  On  aura 

B^qP  +  B", 

d*où,  en  multipliant  pat  j4,  on  déduira 

AB^qAP-^Aff, 

et  divisant  lès  deux  membres  de  cette  équation  par  P  ^ 

on  obtiendra 

AB  .  ,  AB' 

d*où  il  résulte  que  la  divisibilité  de  AB  par  P  entraîne 
celle  du  produit  AB'  par  lé  même  nombre.  Ôr  B'  étant 
le  reste  de  la  division  de  B  par  P ,  est  nécessairement 
moindre  queP:  ainsi,  ne  pouvant  pas  diviser -fî' par  P,  on 
divisera  P  par  B\  on  aura  un  quotient  ç' et  un  reste*  ^"; 
puis  on  divisera  P  çat  B'\  on  aura  un  quotient  (/"  et  un 
reste  B'',  et  ainsi  de  suite,  puisque  P  est  un  nombre 
premier. 
Cela  posé,  on  aura  cette  suite  d'équations 

P^<fB'  +  B\    P  =  q"B"  +  F',    etc.; 

multipliant  chaque  membre  p4î  A ,  on  obtiendra 

AP  ^  q'AB'  +  4B\    AP  =  q'AB'  +  AET,  etc. 
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dlvbant  par  P,  il  viendra 

^=9  -]pr-  +  -p-i    ^  =  9    -p — h"^,    etc., 

résultat»  qui  font  voir  que  AW  étant  divisible  par  P  ^ 
les  prodmfsy^^,  A^'^  etc. ,  doivent  Vêtre  aussi<  Mai» 
les  restes  J5',  B^ y  B* ^  etc. ,  deviennent  de  plus  en  plus 
petits  ;  et  Ton  doit  tomber  enfin  sur  1*  unité ,  car  les 
opérations  indiquées  ci -dessus  se  continuent  de  la 
même  manière  tant  que  ces  restes  surpassent  1  ^  puisque 
P  est  un  nombre  premier  ;  et  quand  on  est  parvenu  à 
Tunîté,  on  a  le  produit  A^iy  qui  doit  être  divisible 
par  P  :  donc  -^ ,  lui-même ,  doit  être  divisible  par  P. 
n  suit  de  là  que  si  le  nombi^é  premier  P ,  qu*on  sup- 
pose ne  pas  diviser  B  ^  ne  divise  pas  non  plus  A^  il  ne 
divisera  point  le  produit  de  ces  nombres. 

(  Cette  démonstration  est ,  à  peu  près ,  extraite  de  la 
Théorie  des  nombres  de  M.  Legendre.  )  (*) 

g8.  Maintenant^  lorsque  la  fraction  -  est  irréductible , 

mm 

il  ny  a  aucun  nombre  premier  qui*  puisse  diviser  à  la 

■ ■'■  ■  ■  I ■  fc I Il    ■  I  I»  I — .»— .— I  I..   I  II I ■■II..II  ^ 

.  < 

(^)  Il  est  fiicile  de  voir  qne  la  çroposUûm  cî«dessas  sVlend  h  un 
ivodait  composé  d*au(aat  de  facteurs  que  l'on  Toudra ,  et  que  si  ces 
facteurs  sont  tons  des  nombres  premiers,  le  produi^îie  peu^éire 
fiivisé  par  aucun  autre  nombre  premief ,  ce  qaî  prouve  ^ela  de- 
composition  d'un  nombee  en«f^eceiii»«imtiles  (  ArtÊb^  i6a  ). ne  sau- 
rait s'effectuer  que  d'«ne  seule  manière. 

Deplas,  un  nombre  eonpose'  ne  pouvait  pas -diviser  .pn  anire 
nombre,  ^ans  que  celui-ci  ne  soit  divisible  successivement  par  cfiacun 
des  facteurs  sirapleâ^  du' premier ,  il  en  resulie  que  tout  nomt>i%  com- 
posé qui  est  pfcmifer  aVec  l'un  des  ITdCteurs  d^ufi  produit 'y#^,  oe 
divisera  ûe  j^odftitqa'antant  <pt'iâ  ^visna  L'amre  acteur. 

Ceci»  prouve  la  proposition  énoncée  dans  le  .n<*  Sq  de  Vuérithmé' 
tique,  qne  toute  fraction  dont  les  termes  sont  premiers  entre  eux,  est 

Ti'      A  If 

îcfédnciible  :  car  toi  t.-  =  -f-  :  on  en  dédujra  dss  — ,  e(  si  â.et  6  sont 
'       ^      a       <î  '  ■  a 

premiers  eptreeiot,  il-faadra ,  pour tfoê  d  sott  entier,  que  à  divise  e% 

ce  qui  spppose  9  =  ou  >  a ,  et  d'où  il  résulte  dzmm'pi  &• 

Elém.  d'Algèbre,  i4*  édition.  io 
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fdlâ  b  et  a;  or,  d'après  ce  qui  précède ,  tout  nombre 
premier  qui  ne  divise  pas  a ,  né  peut  d^^s«r  ^  X  ^  > 
ou  a^  ;  tout  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  6 ,  ne 
divise  pas  &  X  &  on  ft*  :  le^^  nombres  a*  et  b^  sont 
doàù  alors  premiers  entre  eux  -,  et  par  Y^onséquent  le 

quarré  -r<ïe  la  fraction  -,  étant  irréductible ,  comme 
^  c^  a  '      ■ 

cette  fraction ,  ne  saurait  être  un  nombre  entier. 

99.  Il  résulte  de  cette  dernière  proposition,  que  tous 
tes  nombres  entiers ,  qui  ne  sont  point  des  quatrés  parr 
faits,  n*ont  point  de  racine ,  non-seulement  en  nombres 
entiers,  mais  encore  en  nombres  fractionnaires-  Cepen- 
dant on  sent  qu'il  doit  exister  une  quantité  qui,  multi- 
pliée ^ar  elle-même ,  prodtiise  un  nombre  quelconque , 
2276 ,  par  exemple  ,  et  que  dans  ce  cas ,  cette  quantité 
est  comprise  entre  47  «t  48  ;  car  47  X  47  j  donne  un 
produit  moindre  que  ce  nombre ,  4^  yc,  4^  en  donne 
un  plus  grand  *,  et  en  partageant  l'intervalle  qui  se  trouve 
entre  47  et  48 ,  par  des  fractions ,  on  trouve  des  nombres 
qui ,  multipliés  par  ëux-niêmes ,  donnent  des  produits 
plus  grands  que  le  quarré  de  47  >  moindres  que  celui  de 
48,  et  de  pltis  en^plus 'approchans  du  nombre  2276. 

L'eittraction  dé  la  racine  quarrée ,  appliquée  aux  nom- 
bres qi^  ne  sont  pas  des.quarrés  parfaits ,  donne  donc 
naissancet  à  ime  nouvelle,  espèce  d^  pombres  »  de  même 
que  la  division  engendre  les  fraction»  ;  mais  il  y  a  eettê 
différence  entre  les  fractions  et  les  racines  des  nombres 
qui  ne^sont  pas  des  quarrés  parfaits ,  que  les  premières , 
qui  se  composent  .to.ujours  d'un  nombre  exact  de  parties 
de  l'unité,  ont  avec  cett^; unité  une  commune  mesure, 
ou  un  rapport  exprimé  par  des  nombre»  entiers;: et  que 
les  secondes  n'en  ont  point. 

■  En  (Concevant  l'unité  partagée  endoq  paities ,  pair 
exemple ,  on  exprime  mec  neuf,  de  ces  partifs  le  qua- 
tient  de  la  division  de  g  par  5  >  ou  f  ;  i  étant  contenu 
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binq  fois  dans  l'unité  et  neuf  fois  dans  f  ,  est  la  com^ 
Tnune  mesure  de  Tunité  et  de  la  fraction  f  ^  et  le  rappoit 
de  ces  quantités  est  cdui  des  nombres  entiers  5  et  9.   - 

En  considérant  que  les  nombres  entiers ,  aussi  bien  que 
les  fractions ,  ont  avec  l'unité  une  commune  mesure  jOi« 
dit  que  ces  quantités  sont  commensurables  avec  l'unité^  •ov- 
simplement  eonunensitrablçs;  et  parce  que  leurs  rapports ^^ 
ou  raisons,  avec  l'unité,  sont  exprimés  par  des  oombres' 
entiers ,  on  désigne  aussi  les  nombres  entiers  et  les  fî^c-' 
tions.^  sous  le  nom  commun  de  hoïnbres^  rationnels 4 

Au  contraire ,  la  raciae  quarrée  d'un  nombre  qui 
n*est  pas  im  quarré  parfait^  est  incommensurable  ow 
irrationnelle^  parce  que,  ne  pouvant  être  représentée' 
par  aucune  frabtion  >  il  s'ensuit  qit'ea  quelque  nombre' 
de  parties  qu'on  si}ppose  l'unité  divisée ,  aucune  ne  sèra^ 
assez  petites  pour  mesurer  en  même  temps ,  d'une  ma-> 
nière  exacta,  cette  racine  et  l'unité. 

Pour  indiquer  en  général  une  racine  à  extrt^e,  soit 
qu'on  puisse  l'obtenir  exactement  ou  non ,  on  se  sert  du 
signe   V^  qu'on  liomme  radical; 

|/iS  est  la  mênie  chose  tjue  4, 

V^fi  est  incommensurable  ou  irrationnelle. 

100.  Quoiqu'on  ne  puisse ,  par  aucun  nombre  entier 

ou  fractionnaire^  obtenir  une  expression  exacte  de  ^s 
on  en  approche  cependant  d'aussi  près  qu'on  veut  ^  en 
convertissant  ce  nombre  en  fraction  dont  le  dénonlin^ 
teur  soit  im  quarré  ;  et  la  racine  du  numérateur,  plise.  - 
seulement  en  nombre  entier ,  donne  celle  du  nombre 
proposé ,  exprimée  en  parties  de  l'espèce  mariée  par  * 
la  racine  quarrée  du  dénominateur. 

Si  l'on  convertit ,  par  exemple ,  le  nombre  a  en  aS'"*», 
on  aura  ^f.  La  racine  de  5o  étant  7  en  nombre  entier , 
et  celle  de  â5  étant  exactement  5 ,  on  dura  J,  ou  1  |, 
pour  la  racine  de  a,  approchée  à  moins  d'un  5'"". 

101 .  Il  est  visible  que  cette  opération,  fondée  sur  ce 

lo.. 
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quona  ru,  dans  le  nruméro  96  ,  que  le  quatre  d'une 
fraction  était  expriné  par  une  nouvelle  fraction  qui 
avait  pour  numérateur  le  quarré  du  numérateur  primi-- 
tif  ^  et  pour  dénominateur  le  quarré  âi»  dénominateur 
primitif  y  s'applique  à  quelqu'eepèce  de  fraction  que  ce 
soit ,  et  plus  facilement  encore  aux  décimales  qu'à 
toutes  les  autres.   £n  effet ,  il  suit  de  son  principe , 
que  Le  quarré. d'un  nombre  exprimé  en  dixièmes^  doit 
l'être  en  centièmes  ,   que  celui  d'un  nombre  exprimé 
en  centièmes  y   doit  l'être   en  dix  -  millièmes  ^    et 
ainsi  de  suite  ;  et  que  par  conséquent  le  nombre  des 
chiffrer  décimawp  du  quarré  est  toujours  double  de 
celui  de  la  racine i  Cette  dernière  remarque  p^ut  en- 
core se  déduire  du  principe  de  la  mtdtiplication  des 
nombres  décimaux ,  qui  veut  qu'un  produit  renferme 
autant  de  thiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  tant  dans  l'un 
des  facteurs  que  dans  l'autre.  Dans  le  cas  actuel,  le 
nombre  proposé ,  considéré  comme  le  produit  de  sa 
racine  multipliée  par  elle*-même ,  doit  a^iroir  deux  fois 
autant  de  chifixes  décimaux  que  cette  racine.  , 

Ce  qui  précède  étant  bien  compris ,  il  est  aisé  d'en 
conclure  que  si  l'on  veut  obtenir  la  racine  quarrée  de 
aa7 ,  par  exemple ,  à  moins  d'un  centième  près ,  il  faut 
réduire  ce  nombre  en  dix-millièmes ,  c'estHJir-dire  ^  ajou- 
ter quatTQ  zéros  à  sa  suite ,  ce  qui  donnera  2270000 
dix-millièmes  ,  dont  on  extraira  la  racine  comme  d'un 
pareil  nombre  d'unités  ;  mais  pour  marquer  que  le 
résultâtdoit  être  des  centièmes,  on  séparera,  par  une 
virgule ,  les  deux  derniers  chiffres  sur  la  droite.  On 
trouvera  aiinsî ,  que  la  racine  de  227 ,  à  moins  dHm  cen- 
tième près,  est  1 5,06  ;  voici  l'opération  : 


•  2,27^00,00 

13,7  ^ 

a  00  00. 
13  64 
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Si  le  nombre  proposé  coatenaît  déjà  ^s  décimale» , 
il  faudrait  en  rendre  le  nombre  pair  ^  ainsi  que  l'exige 
rextt^ction.  Pour-  extraire ,  par  exemple ,  la  racme  de 
5 1^7  y  on  mettrait  un  zéro  à  la  suite  de  ce  ;  nombre  \ 
pour  qu*il  eût  au  ),noins  des  centièmes ,  et  on  <Q:}(t]:aii:ait 
ensuite  la  racine  de  61^70.  Si  Ton  voûtait  avoir  un^dé- 
cîmale  de  ptus,  on  mettr«iit  di^ux  zéiSOfi  ^jieipjusà  la 
suite  de  ce  nombre,  ce  qui  ferait  5 1,7600,  etFoDtrou*- 
verait  7,19  pour  sa  racine.^  •    •        -  -  ' 

Ceux  qui  voudront  s'exercer ,  poiuToA^  chercha  le»^ 
racines  quarréea  des  nonibres  a  et  3 ,  avec  sept  chiflfres 
décimaux,  ce  qui' exigera  qu'ils  mettent  quatorze  zéros 
à  la  smte:'4e  Ç86.m>nbrea^;et  il9fâeVx«Bt<  troii^cr'pottr 
résultat  .  v        , 

{/l^  1 ,4i4ai3Ç ,  '  li^5=  l,*73a65<«.^,  -' 
1  oa.  Lorsqu'on  a  trouvé  plus  de  la  moitié  dqa.  cfatf&bs^ 
qu'on  vent  avoir  âla  racine,  on. peut  obtenir  le  reste 
par  la  seule  division.  Soit  pour  ei^emple  32976  y  la  ra- 
cine  qûarrée  de  de  nombre  est  i Si,  avec  tm  resté  ai5; 
en  divisant  ce  resté  *âi5  par  SSa  ,  double  de.  181 ,  et 
poussiaiiit  le  quotiept  jusqu'à  deux  décimales,  on  aura 
0,59 ,  qu'il  faudrâ^afouter  avec  181 ,  et  ft  en  résultera 
181,%  pour  la  tmàix^  de  .32976 ,;  exacte  à  moins  d'un 
centième  près.  .      .,-. 

Pour  prouver  la  légitimité  de  ce  procéda ,  fé' désigne 
par  Nié  nombi^e  proposé ,  par  a  la  racine  du  plus  grand 
quarrë  Contenti^dans  ce  nombre ,  et  par  b  ce  quM  faut 
ajouter  à  c^ttè  ratine  pour  avbir  la  racine  exacte  d\* 
hombré  proposé  ;  on  aura  ^  d'après  ces  dénominations^ 

■    -■  .'  '  N=d^'+Qab  +  b\,  . 

d'où       ■  N^a^  =  Qab  +  b^; 

et  divisant  par  fla ,  on- trouvera    ■ 

àa        .    .      aa 
Ce  résultat  fait  voir  que  le  premier  membre  pourra 
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être  pris  pour  la  valeur  de  b ,  toutes  les  fois  que  la  qQan« 

tit4  -—  sera  plus  petite  que  l'unité  de  Tordre  le  moins 

élevé  qui  se  trouve  dans  b.  Mais  le  quarré  d*un  nombre 

ne  pouvant  avoir  au  plus  que  de.ux  fois  autant  de  chif- 
fres que  ce  nombre ,  il  s  ensuit  que  si  le  nombre  de 
chîffî^es  de  a  surpasse  le  double  de  ceiot  de  b^  la  quan-r 

tité  —  sera  alors  une  fraction. 

'  ..    '    • .    •  . 
Dans  Teikemple  précédent  ^  a  =  1 8 1  unités  ou  1 8 1  oo 

centièmes ,  et  a  par  conséquent  un  chiffre  de  plus  que  le 

quarré  4e  69  :  cenlièniee  j  am^  k  fractkm  —  devient 

alors  ^'^  j  et  ^e  trouve  beaucoup  au^deseouç  d*une 
unité  de  la  seconde  psQtie  5g  ;  ou  d*un  centième  d*unité 
de  la  première. 

ib3.  Ceci  conduit  à  une  mçthode  pour  appro^ 
cher  de  la  racine  quarrée  d'un  nombre  par  des  fractions 
ordii^akes ,  en  continuant  indéfiniment  le  procédé  de 
Textraction  des  racines.  En  effet,  a  étant  la  racine  du 
plus  graàd  quarré  contenu  dans  Ny-i  est  nécessairement 

UîU>  fraction ,  et  la  quantité  —  étant  alors  beaucoup 

plus^petite  que  b,  peut  se.négUger* 

Soit ,  pour  exemple ,  à  extraire  la  racine  quarrée  de  a  ; 
le  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce  nombre  étant  1 , 
après  l'en  avoir  retranobé  ,  il  reste  1.  Divisant  çeireste 
par  le  double  de  la  racine  ,  on  trouve  f  ;  prenant  ce  quo-» 
tient  pour  la  quantité  h,  il  vient,  pour  une  première 
appro^dmation  de  laWcine,  1  -f-  ^^  ou  |.  Élevant  cette 
racine  au  quarré ,  on  trouve  J ,  qui ,  retranchés  de  s 
ou  7,  donnerpat  pour  reste  — ^.  Dans  ce  cas ,  la  formule 

N—d"      ,       5* 
22a  âa 
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deviont  ^ 

*  ■'  /A 

4 

En  prenant  —  -^  P^^^  ^  >  ^  viendra  pour  la  8econ<ië 
approxnûadon  |  •—  ^  t=  77  ;  quarrant?  tî  >  o^^  traii- 
yera  fff ,  quantité  qui  durpasse  encore  â  ou  fH.  Suï^ 

stituant  7^    à  la  place  de  a,  il  en  résultera 

•    .  '  '  .  •  •        -'  , •' 


)  -r  .•  ; 


ce  qui  donnera  .    :,:.:;[    >       1 
k  trpî^è{ne^iippro3^i)iatipn  s/sra  doi^ç 

Il  e^  facile  dé  continuer  cette  opération  aii^i  loin  qà:*oti 
touÀra.  Je  donnerai  dans  Te  éomplémènt  de  ce  Tràiilé, 
d'autres  formules  plus  coniniôd'és  pour  extraore  lès  ra^ 
iCines.  en  général.       .     _  . 

•  :  jH^  Pbmr-içprpc|ier|j&U'ir4^ne  q[uai;réed*une  fr^o- 
tioiQi,  l'idée  <fui  s'offre  d'abord  est  d'^xtr^e  par  apprpxi'- 
ma^on  la  racine  quarrée  du  numérateur  et  celle  du  fiéiio^ 
minateur;  inaisen  jréfléclûssant  un  peu,  on  s'aperceyra 
bientôt  qu'on  peut  éviter  Tune  de'ces  opérations ,  en  fai- 
sant en  sorte  que  le  dénominateur  soit  un  quarré  parfait, 
ce  qui  ne  tient  qu'àtaultiplier  par  ce  dénoniinatelir^  les 
deux  termes  de  la  fraction  proposée:  Si  Pon  avait ^ 'par 
exemple ,  à  extrajre  la  racine  quarrée  de  1^  on  changerait 
cette  fraétion  e%  i     .i  .  ;    ,  . 

7X7  .49*  ^       . 

en  multipliant  ses  deux  termes  par  le  dénominateur  7. 
La  racine  du  numérateur  de  cette  dernière  fraction^  étant 


V 
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prise  en  nombre   entier ,  donne  f  pour  celle  dé  | ,  et  ce 
résultat  est  approché  à  moins  de  y. 

Pour  obtenir  un  plus  haut  degré  d'exactitude^  il  fau- 
drait convertir^  au  moins  par  approximation^Ia  fraction  f 
en  une  autre  dont  le  dénominateur  fût  le  qua^é  d*un 
Jïombre  plus  grand  que  7.  Qn  aurait^ par  exemple^  à 
moins  de  7^  près,  la  racine  demaudée^siFon  convertissait 
f  enaa5'"*",  puisque  aaS  est  le  quarré  de  i5  ;  il  vien- 
drait ainsi  ^^  de  2^5'"*"  ou  ^'j  à  moins  de  îi^  ;  la  ra- 
cine de  j-^  est  entre  ^  et  ff ,  mai6  plus  près  de  la  se- 
conde fraction  que  de  la  première ,  parce  que  9G  est 
plus  près  de  loo^e  de  Si.  :  on  aur^t  donc  tr  ^^  7 
pour  la  racine  de"!  à  moôîs  de  Trprès. 

Si  Ton  voulait  employer  lés  décimaîéli  potiir  extraire 
I9  racine  approchée  du  nuMérateurde  la  fraction  f|y  on 
trouverait  4>^6S  pour  J^  racine  app^rochee  du  nimiéra- 
teiji^ 91 ,  et  01^  di^er^t  jqe  résultat. par  la  r^cipe  du 
noiiv^au  dénonûna^ur»  1^  poussaixt  jie  quotient  jusqu'à 
ti^oîs  décimales,  Qç  aiir^  .:,..■ 

i  -s 

loS.  Actuellemetit  on  est  en  état  de  résotidre  toutes 
les  équations  dand  ks^élks^il  te*entire  qiie  là  seconde 
"puissance  de  l-inconbée ,  66mbiùéè  aveo  de®  quantités 
connues.   '  ''  '  '"  "  ^^    ''" 

II  sufEt  pour  ce]k  .(^e  réunfr^  dans  un  seul  membre  tous 
lesUme^ f^ffectés dexette.pulssançfiy  puis  delà  dégager 
de  ses  Tf^tiplicateu.r;s^par  la  règle  du  n®  1 1 .'»  on  pbtient 
la  vaffiur  de  l^ inconnu^, .^  ex$r<vfuntla  racine  quarrée 
de  l'autre  memhre,         , . 

Soit  pour  exemple  Féquation  **  - 

En  faisant  disparaître  les  diviseurs^  on  trouve  d*abord 

i5a«— 168=84-- i4*". 


I 
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Transposant  dans  le  premier  membre  le  terme  i4  J''*,  et 
dans  le  second  le  terme  168  ^  il  viendra 

.      i5a:*+ 14^  =  84  +  168, 
ou  agar^^îaSa,    ,     ,     - 

et  3r=:-^, 

Il  faut  bien  remarquer  que  pour  indiquer  laracinc  de  la 
fraction  ^,  f  ai  fait  descendue  le  sigiae  ^  àu-die^ous  de 
la  barre  qui  séparé  le  numérateur  du  dénominateur.  Si  j'à- 

vais  écrit '^^^ ,  cette  expression  aurait  marqué  le  quo- 

tient  que  donne  laracine qparrée  dpnombre  96^2,  qn^md 
on  la  divise  par  29 ,  résultat  différent  du  premier^  dans 
lequel  la  division  doit  être  effectuée  avant  Textractioù  de 
la  racine. 

Soit  encore  Téquation  littérale 

en  opérant  comme  sur  la  précédente ,  on  aura  successif 
vement  .  \  . 

a  x*  —  cr*=;: ^  —  b\ 
a — c 


X  =r|  /    -■«— . 


.. .  3p  ferai  obsecver  à  ç^e.  occasion,  que  lorsqu'on  veut 
içdjquer  la  racine ,.  quaqréê  d'une  quantité  complexe ,  il 
faut.prolonger  la  barre  supérieure  du  radical  isur  toujÈela 
qnantîté.r  ,  .    .    >  . 

La  racine  de  la  quantité  4  û*  i*^ » i^  +  c'  »  S'écrinrit 
ainsij»:^    r  .  ,:^  ^      •  ' •  '  _ 


i54  é  x  é  M  s  N  s* 

ou  bien  ^ftoore  • 

\ 

t  «  * 

en  aubstituantàlabarre  supérieure  du  radical  uneparen* 
thèse  reofermant  toutes  les  parties  de  la  quantité  dont 
il  faut  extraire  la  racine  ;  et  cette  dernière  expression 
peut  quelquefois  parfaire  préférable  à  l'autre  (  35  ). 

.  En  géaérali  toute  équation  du  second  degré  de  l'es- 
pèce que  je  considère  ici^  pourra,  par  la  transposition 
de  ses  termes»  être  ramenée  à  la  forme 

P     ... 

^  dfK%iiant  le  coelScient  quelconque  de  x*  ;  et  on  en 

P 


=K7' 


iû6.  Par  rapport  aux  nombres  absolus,  cette  solution 
est  complète,  pmsqu'elk  ramène  à  pratiquer  sur  le  nom- 
bre ,  soit  entier ,  soit  frketioanaîre ,  que  représente  la 

quantité.  -^ ,  une  opération  arithmétique  conduisant 

toujours  à  un  résultat  soit  exact,  soit  approchant  du  vrai 
d'aussi  près  qu'on  voudra;  mais  en  ayant  égard  aux 
signes  dont  les  qpiantités  peuyent  être  aflfectèerf,  1  ex- 
traction de  la  racine  quarrée  laissé  une  ambiguïté  ffa- 
T^rès  laqueUe  toute  équation  du  second  degré  est  suscep- 
tible de  deux  solutions;  tandis  que  celles  du  premier 
tiegré  n'en  out  qn'una. 

En  effet,  dans  l'équation  générale  x^acâS,  la  vu- 
leur  de  X  étant  la  quimtitéqui,  élef  éifau  quarré,  produit 
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^7^^  elle  pourra  ^  -si  l'oi^  considère  les  quantités  algél^ri- 
:qxiem(|Qty.  être  affectée  iodifFérenuneQt  du  sigae  -jh  où 
du  ^gne  -^'y  car,  soit  qu'on  la  désijpepar  «f-  5  ou 
ffuc  •*-'  5 ,  pn  anx^  également  pour  son  qi^arré  j,     * 

+  5X  +  5=+a5  ou— 5><V5=+a5; 

bnr  peut  donc  pretiàre 


a;  =  +  5, 


'  f» 


ou  a?  =;:  -7  5.  . 

'   '  '         •  •  -  »  - 

*  ■ 

.    Par  la  même  irakoop  pour  l'équation  généra 


t-. 


on  aura  indifféremment 


I 


•   •  aî»4r 

< 
■    ■    •  A  '       -    t 


a  f 


ou      ^ 

07 


On   comprend  ces   deux  expressions  dans  la  sui- 
vante :  .       . 


-%i/¥. 


où  le  douUe  s^e  :±  indique  qu'oi^  peut  affecter  altef- 
jiatiyement  di^  ^igpe<ffp  ou  du  signe  — ^  la  valeur  nuiné- 

^      P-\',  '  .:•        ••  :  .  ) 

lyapvès  ce  qu'on  vient  de  remarquer^  c'est  une  régis 
générale^  qu'il  faut  donner  à  k»  fadne  quaftée  d*€ine 
quantité  quelconqi/k  le  double  signe  db*. 


j 


On  pounraif;r<f après  cette  règle»,  dçhiândér  poar-^ 
quoi,  X  étant  là  racine  quarrée  de  x^,on  n'affecte  pas  aussi 
fc  du  double  ttigtiert*?  Oh  répondra  d'aliford,  avec 
M.  Develey  (  Mgèbrë  éREmire ,  T.  ÏT/)»,  ^uc  la  Vttre 
X  ayant  été  posée  simplement  sans  sig^ne  (  c'est-à-dire 
avec  le  signe  -|-  )  >  comme  le  symbole  de  rinconnue , 
c'est  dans  cet  état  qu'il  en  faut  déjtei^^^^jaer  la  valeur,  et 
que  lorsqu'on  cherche  un  nombre  or  dont  le  quarré  soit 
b^  par  exemple,  il  n'y  a!que  ces  deux  solutions  possibles: 

rc  =  -(-  K  6,  X'^i'-^yb.  Ensuite,  quand  même,  en 

résolvant  réqoatiott a?? =6V'»ti  éâ^rtfit  sfe/stffcrfc^/Â, 
et  qu'on  arrangerait  ces  signes  de  toutes  les  manières 
possibles  ^  savoir  :       •  "^^^ 

+  xz=z.—  }/b,      — a:=+V^Î, 

on  n'obtiendrait  rien  de  phia^pvisqci'ftn  changeant  le  ngne 
des  membres  de  la  seconde  équJGon  de  chaque  ligne 
(57),  on  retomber|âr«ur  la  première. 

107.  n  suit  encore  de  la  considération  des  signes^  que 
si  le  se;cond  membre  de  l'équa^on  générale 


'i 


^.  P 


était  un  nombi^t  négatif,,  Téquàtibn  serait  absurde  , 
puisque  le  quarré  d'une  quantité  affectée ,  soit  du  signe 
+,  èoitdu8ïgnB'-^V  éffattbujôurirâffiBCté^  signé +, 
on  né  peut  trouver,,  m  dans  Tordre  Ses  identités  posi- 
tives ,  ni  dans  celui  dfi3  .quantités  négatives ,  auc^e 
quantité  dont  le  quari^solt  négatif. 

C'est  cette  circonstance  qu'on  exprime  lorsqu'on  dit 
qïiô.Ta  r^aiw  d*wfi^^ufirUité  négativq  est  imag^naiff. 
'  Si  r©ii  parvenait  À  Wquation  ^    ji:;         •  .j 
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on  en  tirerait 

x»  =  9  — 25, 

or  ilxi*7  a  aucun  uombre  qui^  multiplié  par  lui-même, 
puisse  produire—-  16.  Il  est  bieu  vrai  que  -»4  multiplié 
par  +4  donne  — 16;  mais  ces  deux  quantités,  ayant  un 
signe  différent,  né  peuvent  être  considérées  comme  égales, 
et  leur  produit  n'est' par  conséquenjt  pas  un  quarré.  On 
verra  plus  basde  nouveaux  éclaircissemenssur  cette  espèce 
de  contradiction,  qu'il  faut  l^a  distinguer  de  celle  du 
n^'SS,  qu'un  simple  changement  dans  le  signe  de  Fin- 
connue  a  fait  disparaître  ;  ici -c'est  le  signe  du  qnarré  x* 
qu'il  faudrait  changer. 

108.  Pour  être  complète ,  une  équation  dusecond  de- 
gré à  ime  seule  îpconnue  doit  contenir  trois  sortes  de 
termes,  savoir  :  des  termes  affectés  du  quarré  de  Tin- 
connue,  d'autres  affectés  del-inconnùe  au  premier  degré , 
d'autres  enfin  tout  connus  :  telle^sont  lea^éqpations 

X* — 4x=  la,  4a7— }x*=:4 — ax. 

La  première  est,  à  quelques  égards  ;  pltis  simple  que  la 
seconde,  parce  qu'elle  ne  i^enfermç  que  trois  termes  , 
que  le  quarré  de  x  y  est  pris  positivement,  et  n'a  pour 
coefficient  que  Funité.  C'est  sous  cette  dernière  forme 
qu'on  met  toujours  les  équations  du  second  degré  avant 
de  les  résoudre  ;  en  sorte  qu'elles  peuvent  être  représen- 
tées alors  par  la  formule  ' 

petq  désignant  des  quantités  connniss,  soit  positives  j 
soit  négatives.- 

Il  est  visible  qu'on  amiènera  toute  équation  du  second 
degré  à  cet  état,  l^  en  passant  dans,  un  seul  membre 
tous  les  termès'affectésdex(io);  a"^**  en  «changeant  le 
signe  de  chaque  terme  de  l'équation  po^r  rendre  positif 
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celui  de  «•,  a'il  était  d'abord  négatif  (67)  ;  3».  èncfeyiâaflt 
tous  les  termes  de  Téquation  par  le  multiplicateur  de  x*, 
si  ce  quarré  en  a  un  (1 1}^  ou  en  multipliant  par  son  divi* 
seur,  s'il  est  divisé  (la). 

En  appliquant  ceci  à  l'équation 

elle  devient^  lorsqu'on  passe  dans  le  premier  membre 
les  termes  affectés  de  x  > 

lorsqu'on  change  les  Agnes  ^ 

^a:*  — Sxâsi— 4; 

lorsqu'on  multiplie  par  le  diyiseur  5  , 

et  lorsqu'on  diyise  par  le  multiplicateur  3, 

X*— .1007=  — ^.     , 

En  comparant  cette  équation  avec  la  formule  génétak 

on  aurait  pour  ee  cas  particulier 

p==:  — 10,  9=— ^. 

109/  Pour  parvenir  à  la  solution  des  équations  ainsi 
préparées ,  il  faut  se  rappeler  la  remarque  faite  dans 
le  n*34,  que  le  quarré  d'une  quantité  coïûposée  de 
deux  termes ,  contient  toujours  le  quarré  du  premier^ 
terme ,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  le  se- 
cond, et  le  quarré  du  second -y  et  que  par_  conséquent  le 
pfténiier  membre  de  l'équation 

dans  laquelle  a  etfc  sont  des  quantités  cpnnues ,.  est  un 
quAiré  parfait  ,.celui:de,x4.a^  d'où.  iUé§ulte>  .  : 


\ 
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I^renant  alors  la  racine  quarrée  .du  premier  mendire ,  jet 
'indiquait  celle  du  second^,  on  aura 

éqhation  qui  n'est  plus  que  du  premier  degré,  par  rap^ 
port  à  Finconnue  x  ,  et  donne ,  en  transposant , 

Uneéquation  du  second  degré  serait  donc  facilement'ré- 
solue  si  elle  était  ramenée  à  la  forme 

X*  +  a  a  rr -j- a*  =  i , 
c'est-^à-dire  â  son  premier  membre  était  un  quarré. 
Mais  le  premier  membre  de  Téquation  générale 

x^+'px  =  q, 

renferme  déjà  deux  termes  que  l'on  peut  regarder  comme 
faisant  partie  du  qumré  d'unbiiiome ,  savoir  :  x*  qui  sera 
le  quarré  du  premier  terme  a;,  et  px  qui  sera  le  double 
du  premier  multiplié  par  le  second ,  lequel  ne  peut  êixe 
par  conséquentqne' la  moitié  dep,  oujp.  Pdur  ache- 
ver le  quarré  du  bmome  a:  +  ^  p,  il  faudrait  encore  le 
quarré  du  second  terme  |p  •  mais  ce  quarré  peut  être 
formé,  puisque  p  et  ^  p  sont  des  quantités  connues ,  et 
peut  ensuite  être  ajouté  au  premier  membre,  pourvu 
qu'on  rajoute  en  même  temps  au  second,  aHn  de  con- 
server l'égalité  ;  et  ce  dernier  membre  demeurera  encore 
tout  connu. 

Le  quarré  de  jp  étant  J  p*,  son  addition  aux  deux 
membres  de  l'équation  proposée , 

.x*+pjp=<7, 
la  change  en 

résultat  dont  le  premier  membre  est  le  quarré  de  x  «f-  |^p; 
prenant  donc  la  raeine  des  deux  membres ,  j'ai 
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et  traiBposant  ^  il  vient 

d*où  je  tire  successivement 

et  a:=  — ip— t/,7+ip«. 

J'ai  donné  ie  signe  +  an  second  terme -|p  de  la  ra- 
cine du  premier  mepjbre  dé  l'équation  proposée ,  à  cause 
que  le  second  terme  de  ce  membre  était  positif  ;  il  faut 
y  mettre  le  signe  —  dans  le  cas  contraire^  parce  que  le 
quarré  a;*  —  a  a  x  -j-  a*  répond  au  binôme  x  —  a, 

La  résolution  d'une  équation  quelconque  du  second  de- 
gré^ s'obtiendra  en  rapportant  cette  équation  àla  formule 
générale 

ou  bien  en  appliquant  immédiatement  à  l'équation  pro- 
posée »  l'opération  que  l'on  a  faite  sur  cette  formule , 
et  qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Rendre  le  premier  memSre  de  F  équation  proposée  un 
quarré  parfait  f  en  y  ajoutant  y  ainsi  qu'ausecond^  lequarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  donnée  qui  multiplie  la  pre-- 
mière  puissance  de  F  inconnue^  égaler  ensuite  les  racines 
quarrées  de  chaque  membre ,  en  observant  que  celle  du 
premier  est  composée  de  l'inconnue  et  de  la  moitié  de  la 
quantité  donnée,-  qui  là  multiplie  dans  le  second  terme, 
prise  avec  le  signe  de  cette  quantité ,  et  que  la  racine 
du  second  membre  doit  être  précédée  du  signe  dtz,  et 
indiquée  par  le  signe  y,  si  elle  ne  peut  s'obtenir  ir^mé- 
diatement. 

En  voici  de»  exemples. 

110.  Trousser  un  nombre  teV,  qu'en  Rajoutant  7  fois 
^à  son  quarré,  la  somme  soit  44* 
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X  désignant  le  nombre  cherché  ^  l'équation  sera  évi- 
demment 

Pour  la  résoudre,  je  prends  \ ,  moitié  du  coefficient  7 
qui4nultiplie  Xy  et  l'éleyant  au  quarré ,  j'ai  la  quantité  ^ 
que  j'ajoute  à  chaque  membre ,  ainsi.qu'il  suit  : 

et  en  réduisant  le  second  membre  en  une  seule  fraction, 
il  vient 

La  racine  du  premier  membre  est,  suivant  la  règle  cir 

7  '  iS 

dessus^  X  -f-  -,  et  on  trouve  pour  celle  du  second  —  ;  04 

a  donc  l'équation  » 

•  7       ^  *5 
.         a  2 


de  laquelle  on  tire 

i5      8 


7-L-15  . 


^___7  .  3£_2_ /^ 


ou 

•  a       a       2 

7       i5 aa 

a       a  a  i 

La  première  valeur  de   x  résout  la  question  dans  le 
sens  de  son  énoncé  ^  puisqu'on  a ,  par  cette  valeur^ 

7  a;  =  a8 


somme 44* 

Plém,  d'Algèbre.  1 4*  édition.  11 
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Quantàla  seconde,  comme  elle  est  affectée  dusigne— -, 
le  terme  7  x,  devenant 

*  7X  — ii=  — 77> 

doit  être  retranché  de  a;*;  en  sorte  que  l'énoncé  de  la 
question  résolue  par  le  nombre  1 1 ,  est  celui-ci  :     , 

Trouver  un  nombre  tel,  qu'en  retranchant  7  fois  ce 
nombre  de  son  quarré,  il  reste  44' 

La  valeur  négative  modifiç  donc  ici  la  question  d'une 
manière  analogue  à  ce  qu'on  a  vu  pour  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  l'on  mettait  l'énoncé  ci-dessus  en  équation,  on  ob- 
tiendrait 

x^—jx=44, 

et  en  la  résolvant ,  il  viendrait 

'49         225 


l-^  =  Ib  - 

2  2 


9 


2  2 

22  v.  •  ■.'.■■■\:  \ 

~  "a"  ~      '       . 

2  2  2 


La  valeur  négative  de  x  est  devenue  positive,  parce 
'  qu  elle  satisfait  littéralement  au  nouvol  énoncé,  et  la  va-  , 
leur  positive,  qui  n'y  satisfait  pas  de  même,  est  devenue 
négative. 

On  voit  par  1^.  que  ,  dans  le  second  degré ,  l'Algèbre 
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réunit  dans  la  même  formule  deux  questions  qui  ont 
entre  elles  tme  certaine  analogie. 

111.  Quelquefois  les  énoncés  qui  mènent  à  des  équa- 
tions du  second  degré  sont  susceptibles  de  deux  solutions; 
lé  suivant  est  dans  ce  cas. 

Trouver  un  nombre  tel,  que  si  l'on  ajoute  i5  à  son 
quarré,  la  somme  soit  égale  à  S  fois  ce  nombre. 

Soit  X  le  nombre  cherché;  l'équation  du  problème  sera 

a:* -f- i5=8a;. 

En  mettant  cette  équation  sous  la  forme  prescrite 
n®  108,  on  aura 

X* — 8  x  =  —  i5, 
X*  —  8x+ 16  =  — i5 -f- 16, 
X*  —  8x+  16=  1, 

X — '4  =  —  **> 
x=4ii:i, 
ou  x=5, 

ce =3. 

n  y  a  donc  deux  nombres  différens  5  et  3^  qui  jouissent 
de  la  j^opriété  comprise  dans  Ténoncé. 

lia.  Quelquefois  aussi  on  rencontre  des  énoncés  qui 
ne  peuvent  être  résolus  d-aucune  manière  dans  leur  sens 
précis^  et  qui  doivent  être  modifiés  ;  ce  cas  est  celui  où  les 
deux  racines  de  Téquation  sont  négatives  ,  comme  celles 
de  la  suivante  : 

x*  +  5x  +  G  =  a.^ 

Cette  équation,  qui  exprime  que  le  çuarr^  du /lomire  cher'^ 
ché,  augmenté  de  5  fois  ce  nombre,  et  encore  de  S ^  doit 
donner  une  somme  égale  à  a  ^  ne  peut  évidemment  être 
vériBée  par  addition,  comme  elle  est  posée,  puisque  déjà 

11.. 
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6  surpasse  s  -,  et  en  effet ,  si  on  la  résout ,   on  trouve 
succesvsivement 

X*  -f-  5  X  =  —  4  > 

a  a 

5   ,  3 

2         2 

__5      3_ 

2         2^ 

Les  signes  —  dont  sont  gffectés  les  nombres  i  et  4  > 
font  voir  que  le  terme  5  x  doit  être  retranché  des  autres, 
ou  que  renoncé  doit,  pour  les  devût  valeurs,  être  rédigé 
ainsi  : 

Trouver  un  nombre  tel ,  que  si  on  le  retranche  5  fois  de 
son  quarré,  et  qu'on  ajoute  6  au  reste^on  ait  2  pour 
résultat. 

Cet  énoncé  fournit  Téquation 

X*  —  5  X  +  6'  =  2  ,-     '        ' 

qui  donne  pour  x  les  deux  valeurs  positives  i  et  4- 

11 3.  Soit  encore  ce  problème  :. 

Pçrtagei'un  nombre  p  en  deux  parties  dont  le  produit 
soit  égal  à  q. 

En  désignant  une  de  ces  parties  par  x,  Vautré  sera  ex- 
primée par  p  —  X,  et  leur  produit  sera  px — x*;  on  aura 
donc  l'équation 

p.r  — x*==^, 

ou,  en  changeant  les  signes, 

.r*  —  P  X  r=  —  q  \ 
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résolvant  cette  dernière ,  on  trouvera 

Si,  pour  particulariser  la  question^,  on  faisait 

p  =:  10,  ç=  ai , 

on  aurait 

a;  =  5  ±  l/aS  —  ai , 
ou  X  =  5  ±:  a ,  ^ 

X  S=2  3 ,  • 

c'est-à-dire  que  Tune  des  parties  serait  7,  et  l'auti'e  serait 
par  conséquent  10  — 7  ou  3. 

Si  Ton  prenait  au  contraire  3  pour  x,  l'autre  partie  serait 
10  —  3  ou  7  -,  en  sorte  que  par  rapport  à  rénpncé  actuel,  la 
question  n*a,  à  proprement  parler,  qu'uiïe  solution,  puis- 
que la  seconde  n'est  qu'un  changement  d'ordre  entre 
les  parties. 

L'inspection  attentive  delà  v^eur  de  x  fait  voir  que  dans 
la  question  dont  il  s'agit,  on  ne  peut  pas  prendre  tout-à- 
fait  arbitrairement  les  nombres  p^\  q\  car  si  q  surpassait 

2- ,  ou  le  quarré  de  -  p ,  la  quantité^  —  q  serait  néga- 
tive ,  et  on  retomberait  sur  le  caractère  d'absurdité  re- 
marqué dans  le  n®  107. 

Si  Ton  prenait,  par  exemple , 

p  ==  lo  et  ^  =  3o  I 
ilviend^ait 

a:i=5±:  J^aS  — 3o  =  5±:  \/^; 

le  problème  serait  donc  impossible  avec  ces  données. 
114.  L'absurdité  des  questions  qui  conduisent  à  des 
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racines  imaginaires  ne  se  manifeste  que  par  la  conclu- 
sion ,  et  l'on  doit  désirer  de  connaître  par  des  caractères 
tenant  de  plus  près  à  T énoncé ,  en  quoi  consiste  l'absur- 
dité du  prohlème,.de  laquelle  résulte  celle  de  la  solution; 
c'est  ce  que  fera  voir  d'une  manière  précise  la  considéra- 
tion suivante. 

Soit  d  la  différence  des  deux  parties  du  nombre  pro- 

posé  ;  la  plus  grande  sera  ^  -f"  ""  >  1^  P'"®  petite^ (3)  ; 

or  il  est  bien  prouvé  (flg  ,  3o  et  34)  que 

.     Ka^aJ   V2    ZJ—  4      4' 

donc  le  produit  des  deux  parties  du  nombre  proposé , 

quelles  qu'elles  soient ,  est  toujours  moindre  que  ^ ,  ou 

4 
que  le  quarré  de  la  moitié  de  leur  sommé,  tant  que  d  n'est 

-^as  nul  ;  et  qwid  cette  circonstance  a  lieu,  chacune 
de  ces  deux  parties  étant  égale  à  C ,  leur  produit  n'est 

que  ^.  Il  est  donc  absurde  de  demander  qu^il  soit  plus 

4      ^ 

•  grand;  et.  c'est  avec  raison  que  l'Algèbre,  répondant  alors 
d'une  manière  contradictoire  aux  principes ,  prouve  par 
ià  que  ce  qu'on  cherdie  n'existe  pas. 

Ce  qu'on  vient  de  montrer  sur  l'équation 

a:*  —  px'=i''^q  y 

fournie  par  la  question  précédente ,  convient  à  toutes 
celles  du  second  degré  où  q  est  négatif  daps  le  second 
membre ,  les  seules  dans  lesquelles  on  puisse  rencontrer 

des  racines  imaginaires  ,  puisque  le  terme  ^  placé 

4 
sous  le  radical,  conserve  toujours  le' signe  +  quel  que 

soit  celui  de  p.  En  effet ,  quand  on  aurait  l'équation 
x*  +  pa?  =  — ^,  ^  ou       a7*+p  a:  + </  =  o, 
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enverrait  d'abord  qu  elle  ne  saurait  admettre  aucune  solu- 
tion positive,  puisque  son  premier  membre  ne  renferme 
que  des  termes  additifs;  et  pour  savoir  si  Tinconnue  x 
pourrait  être  négative ,  ilsufiirait  de  changer  x  en  — y. 
L'inconnue j' aurait  alors  des  valeurs  positives  qui  seraient 
données  par  Téquation 

y^  —  py  +  <l  =  <^>       <5u      y^^py  =  —  q, 

précisément  la  même  que  celle  du  numéro  précédent  ; 
or  les  valeurs  de  x  ne  pouvant  être  réelles  que  lorsque 
celles  de  y  léseraient,  ^Ues  deviendraient  encore  ima- 
ginaires dans  le  cas  actuel,  si  q  surpassait  ^* 

4 

On  voit  donc,  parles  remarques  ci-dessus,  comment 
et  pourquoi ,  lorsque  le^terme  tput  connu  d'une  équation 
du  second  degré  est  négatif  dans  le  second  membre,  et 
vlus  grand  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de 
la  première  puissance  de  V inconnue,  cette  équation  ne 
peut  avoir  que  des  racines  imaginaires. 

11 5.  Les  expressions 

yZ—b^a  +  V—b, 

et  en  général  celles  qui  comprennent  la  racine  quarrée 
d'une  quantité  négative,  se  nomxneïit  quantités  imagi^ 
naires  (*).  Ce  ne  sont  que  des  symboles  d'absurdité  qui 
tiennent  la  place  de  la  valeur  qu'on  aurait  obtenue,  si  la 
question  proposée  eût  été  possible. 

On  ne  les  néglige  point  dans  le  calcul ,  parce  qu*il 
arrive  quelquefois  qu'en  les  combinant  d'après  certaines 
lois,  l'absurdité  se  détruit ,  et  le  résultat  devient  réel.  On 
an  trouvera  des  exemples  dans  le  Complément. 


{^)  Il  serait  pins  exact  de  dire  expressions  ou  symboles  imaginaires , 
puisque  ce  ne  sont  pas  des  quantités. 
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116.  Comme  il  importe  beaucoup  aux  coiumençans 
d*adquérir  des  notions  exactes  sur  tous  les ^ài^^ d'analyse 
qui  paraissent  sortir  des  idées  communes^  j'ai  cru  qu'il 
fallait  aussi  ajouter  quelques  éclaircissemens  à  ce  que  l'on 
a  déjà  vu  (106)  sur  la  nécessité  d'admettre  deux  solutions 
dans  les  équations  du  second  degré. 

Je  vais  montret  que  s'il  existe  une  quantité  a  qui , 
substituée  à  la  place  de  x,  satisfasse  à  l'équation  du  se- 
«  conddegrèx^-^  p  x=q,  etsoit  par  conséquent  la  valeur 
dex,  cette  inconnue  aura  encore  une  autre  valeur.  Si  l'on 
substitue,  en  effet,  a  à  la  place  de  a: ,  il  en  résultera 
a*  +  pa=9",  et  puisque,  par  l'hypothèse ,  a  est  la  va* 
leur  de  X,  q  sera  nécessairement,  égal  à  la  quantité 
a*  +P  û  •  on  poùi*ra  donc  écrire  cette  quantité  ati 
lieu  de  q,  dans  l'équation  proposée,  qui  deviendra  par  là 

j:* -{- p  jc  =  a* -j- p  a* 

Transposant  tous  les  termes  du  second  membte  dans  le 
premier,  il  viendra 

oc^-^p  X  —  û*  —  pa  =  o, 
qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

et  à  cause  que 

x^—a''=i(x  +  a)  (x— a)  (34), 

on  voit  sur-le-champ  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  a; — a,  et  donne  pour  quotient  exact,  x  +  a+p  : 
on  a  donc,  d'après  cela, 

•  x'^'j-px — q=x^ — «*+/'  C^' — a')z=(^x — a)  (ar+«+/^)> 


} 
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Maintenant  il  est  évident  qu'un  produit  est  égal  à  zéro  ^ 
lorsque  l'un  quelconque  de  ses  facteurs  devient  nul^  on 
doit  donc  avoir 

(a: — a)  (a7+c+p)  =  o, 

non-seulement  lorsque  x  —  a  =  o ,  ce»  qui  donne 

iuais  encore  lorsque  a;  +  a-f- p  =2  o,  d'où  il  résulte  , 

•    «  X='— (3— p.  ^ 

Il  est  donc  prouvé  que  si  a  est  une  des  valeurs  de 
X ,  —  a  —  p  sera  nécessairement  l'autre. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  les  deux  valeurs  comprises 
dans  la  formule 

a:  =  — ipzhv/<7+ip^ 

car  en  prenant  pour  a  la  première  ,  —  î  p  +  V^g  +  %p*> 
par  exemple ,  on  trouverait  pour  l'autre 

—  a— p=+ip^V/^+ip-_p=_i^_/^^ 
ce  qui  est  en  effet  la  seconde  racine. 

Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ces  remarquer,  qui 
contiennentle  germe  delà  théorie  générale  deséquations 
d'un  degré  quelconque. 

117.  La  difficulté  de  mettre  les  proÎDlèmesJïen  équa- 
tion, est  pour  le  second  degré,  et  en  général  pour  quelque 
degré  que  ce  sôit,  la  même  que  pour  le  premier,  et  con- 
siste toujours  dans  la  manière  de* démêler  toutes  le» 
conditions  distinctes ,  comprises  dans  l'énoncé,   et  de 
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les  exprimer  à  Taide  des  caractères  algébriques.  Les 
questions  précédentes  n'offraient  aucune  difficulté  à  cet 
égard ,  et  Ton  doit  s'être  sûfiisamment  exercé  dès  le  pre- 
mier degré  ;  cependant  je  vais  encore  résoudre  quelques 
questionna  qui  donneront  lieu  à  plusieurs  observations 
utiles. 

On  a  employé  deux  ouvriers  ,  gagnant  des  salaires 
différens;  le  premier  ayant  été  payé  au  bout  d'un  certain 
nombre  de  jours ,  a  reçu  QSfr» ,  et  le  deuxième  ayant  tra^ 
vaille  six  jours  de  moins ,  n'a  eu  que  54  fr-  ;  s'il  avait 
travaillé  tous  les  jours  y  et  que  Vautre  eût  manqué  six  jours  y 
ils  auraient  régit  tous  deux  la  même  somme  :  9n  demande 
combien  de  jours  chacun  a  travaillé ,  et  le  prix  de  sa 
journée. 

Ce  problème ,  qui  semble  d'abord  renfermer  plusieurs 
inconnues ,  se  résout  facilement  par  le  moyen  d'une 
seule ,  parce  que  les  autres  s'expriment  immédiatement 
par  celle-ci. 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  jours  de  travail  du 
premier  ouvrier , 

a;  —  6  sera  celui  des  jours  de  travail  du  second , 
^ —    sera  le  prix  de  la  jouraée  du  premier  ouvrier, 

-—^  celui  de  la  journée  du  second  ; 

si  ce  dernier  eût  travaillé  pendant  x  jours ,  il  aurait 
gagné 

54  54  X 

X  X  — -V-  ou    ~î~^  , 
x— <)  X — 0 

et  le  premier  travaillant  seulement  X — 6  jours,  n'aurait  eu 
que  (x — 6)   ^—    ou  ^ — ^ -: 

X  X 


:"'#" 
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l'équation  du  problème  sera  donc 

54r  96  (jT  —  6) 

X — 6  X 

Il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  de 
cette  équation,  et  il  vient 

540^=96  ix—6)  ix^ 6)  ^ 

les  nombres  54  et  96  étant  tous  deux  divisibles  par  6 ,  ce 
résultat  se  simplifie  :  on  trouve 

9x^=ie(x— 6)  (a:  — 6). 

On  pourrait  préparer  cette  dernière  équation  suivant  la 
règle  du  n®  108 ,  pour  la  résoudre-,  mais  l'objet  de  cette 
règle  n'étant  que  de  faciliter  l'extraction  de  la  racine  de 
chaque  membre  de  l'équation  proposée,  elle  ^st  inu- 
tile ici,  où  les  deux  membres  se  présentent  d'abord  sous 
la  forme  de  quarrés  *,*  car  il  est  visible  que  9  x*  est  le 
quarré  de  3  x ,  et  que  16  (x— 6  )  (  x— 6  )  est  le  quarré 
de  4  (x — 6*  )  :  on  aura  doric  toujt  de  suite 

3x  =  ih4(x— 6); 

d'où  il  résulte 

3x=4^  —  24,x  =  a4, 

3x=:  —  4^  +  24,x=— . 

Par  la  première  solution  de  la  question,  le  premier  ou- 
vrieratravaillé  pendanta4  jours,  et  agagné  par  conséquent 

^     ,  ou  4  francs  par  jour,  tandis  que  le  second  n'a  tra- 

,  54^' 
vaiUé  que  18  jours,  et  a  gagné—    ,ou3francsparjour. 

La  seconde  solution  répond  à  une  autre  question  nu- 
.mérique  liée  à  l'équation  proposée  d'une  manière  ana- 
'  logue  àcelle  que  j 'ai  remarquée  d<ins  le  n 


"^iii. 


/ 

/ 
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118.  On  remet  à  un  banquier  deux  billets  sur  la 
même  personne  ;  le  premier  de  55o  francs  payable  dans 
sept  mois ,  le  second  de  720  francs  payable  dans  cfuatre 
mois  ;  et  il  donne  pour  le  tout  une  somme  de  1  qoo  francs  f 
on  demande  quel  est  le  taux  annuel  de  l'intérêt  d'après 
lequel  ces  billets  ont  été  escomptés. 

Afin  d'éviter  les  fractions  dans  l'expression  des  intérêts 
pour  sept  mois  et  pour  quatre ,  je  représenterai  par  1  ax 
celui  que  produit  annuellement  une  somme  de  1 00  francs, 
et  l'intérêt  d'un  mois  sera  alors  x.  Cela  posé ,  la  valeur 
présente  du  premier  billet  s'obtiendra  en  faisant  la  pro- 
portion 

100  +  7x  :  100  ::  55o  : ; (Ariih,  iiao); 

'    '  100  -f  7^ 

la  valeur  présente  du  second  billet  résultera  de  même 

de  la  proportion 

.    ,  '         72000 

ioo  +  4r  :  100  :!  720^      ' 


ICO  -f-  4"^ 

Pin  réunissant  Câs  deux  valeurs  ,  l'équation  du  problème 

sera 

55ooo      .      72000 

A 7-  =  1200. 


ioo-f-7j:  •    100  +  4^ 
Les  deux  membres  pouvant  se  diviser  par  200,  on  a 

275        .        36o  ^ 


100+ 7X      100  +  4^ 

puis  faisant  disparaître  les  dénoriiinateurs ,  on  trouve 
successivement 

275(ioo4-4r)-f3Go(ioo-f-7x)=6(ioo-f7x)(ioo-f4jc 
27600  A"  1 100  j:  +  36000  +  2520X"  ^=: 
60000  -j-  6600  X'  +  1 68  07*  , 

ce  qui  se  réduit  à  • 

i68x»  +  298ox  =  35oo, 
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«t  divisant  tout  par  2  ,  on  obtient 

84^*+  1490^  ■=  17^^» 

ce  qui  donne  enfin 

^  j   M9Q^_^75o 
^  ^   84  84  • 

En  comparant  cette  équation  à  la  formule 
il  vient 

„  _  1490     ^  _  izSo 

''—    84    '    '^""    84   ^ 
et  Texpression 

se  change  en 

745  ^t  ^^745. 74^  ,   1760 

84  --K      84.84  "^"^^ 

Il  faut  d'abord  réduire  à  une  seule  les  fractions  com- 
prises sous  le  radical  :  on  aura 

745.745  -f  1750.84 702036 

84.84       ~  84.84  ' 

et  en  observant  que  le  dénominateur  de  cette  fraction  • 
est  un  quarré  parfait ,  il  ne  restera  qu*à  extraire  la  ra- 
cine quarrée  du  numérateur.  $ï  Ton  s'arrête  aux  milr 
lièmes,  on  trouvera  837,869 ,  pour  celle  de  7012025  ;  et 
en  lui  donnant  le  dénominateur  84,  les  valeurs  de  x    ' 
seront 

_  745   857,869  ■93,869 
84  +   84    ^  84  ■• 

745      837,869  _      i58fl,869 

*-      84         84~-~        .84     • 
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La  première  de  ces  valeurs  est  la  seule  qui  résolve 
la  question  dans  le  senAde  son  énoncé.  En  divisant  son 
dénominateur  par  12,  on  a  {Arith.  54) 

12a;  =9£l— â=:i3  267  ; 
7 

c'est-à-dire  que   l'intérêt  annuel  est  de  i3,27  p.  |. 

1 19.  La  question  suivante  est  digne  d'attention ,  par 
les  circonatances  que  présente  l'expression  de  l'inconnue. 

Partager  un  nombre  en  deux  parties  dont  les  quarrés 
soient  dans  un  rapport  donné. 

Soit  a  le  nombre  donné  , 

m  le  rapport  des  quarrés  de  ses  deux  parties , 
X  Tune  de  ces  parties  ; 

l'autre  sera  a  —  x-, 

et  d'après  l'énoncé  delà  question^  on  aura  l'équation 

,  ^ — z =  m. 

(a  — x)  (a  — a?) 

Il  se  présente  pour  la  résoudre  deux  voies  :  on  peut 
ou  la  préparer  pour  lui  donner  la  forme  x*  +  px  =  9 , 
et  la  résoudre  ensuite  par  la  méthode  générale  )  ou  bien^ 
profitant  de  la  remarque  facile  à  faire  ,  que  la  fraction 


X» 


(a  — x)  (a  —  x) 


est  unxpiarré^  puisque  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur sont  des  quarrés ,  en   conclure  sur-le-champ, 

a — X 

x  =  ±:(a  —  x)  y^  m. 

En  résolvant  séparément  les  deux  équations  du  premier 
degré  comprises  dans  cette  formule ,  savoir. 
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a:  =  — (a  —  a:)V^m> 

at^  m 
on  en  tirera  -  a:  = rt=, 

1  +  V^  m 
—  a  \/  m 

1  —  y/  7» 

Par  la  première  solution ,  la  seconde  partie  dû  nombre 
proposé  est 

i+\/  m  '      i  ^  \/  m  i-f^  V^^ ' 

et  les  deux  parties 

a  y  m  a 

==  et 


1-1-^/771        1  ■*[- \/ m 

sont ,  comme  l'exige  Ténopcé  de  la  question ,  toutes 
deux  plus  petites  que  le  nombre  proposé. 

Par  la  seconde  solution  on  a 

ai/jn        a  —  ai/  Tn-A^aym  a 

1 \/  m  1  V/  771  1  —  v/ Bl 

et  les  deux  parties  alors  -P'^nt 

a  i/  771  a     . 

:=  et 


1  —  V^TTl  1=— V^TTl 

Leurs  signes  étant  contraires ,  le  nombre  a  n*est  plus  ^ 
à  proprement  parler ,  leur  somme ,  mais  leur  différence. 

Lorsqu'on  fait  771=  1 ,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  que 
les  quarrés  des  deux  parties  cherchées  sont  égaux ,  on  à 

la  première  solution  donne  deux  parties  égales  ^ 


a  a 
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résultat  évident  par  lui-mêinQ ,  tandis  qne  la  seconde 
solution  donne  deux  résultats  infinis  (68) ,  savoir  : 

— -  a  —a  a  à 

ou ,    et  ou  -  : 

1—1  o  1  —  1  o 

ce  qui  doit  être  ,  car  il  n*y  a  qu*en  regardant  deuiç 
quantités  comme  infiniment  grandes  par  rapport  à 
leur  différence  a ,  qu'on  peut  supposer  le  rapport  de 
leurs  quarrés  égal  à  l'unité. 

En  effet ,  soient  x  et  x  — •  a  ,  ces  deux  quantités  ;  le 
rapport  de  leurs  quarrés  sera 

o;*  — '  Qox  +  a*  *  / 

et  en  divisant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  x* , 

elle  deviendra 

1 

1 — - 

X  ^x» 

or  il  est  visible  que  plus  le  nombre  x  sera  grand ,  plus 
les  fractions  —  ,  ---  seront  petites  ,  et  plus  le  rapport 

X        Xr 

ci-dessus  approchera, d'être  égal  à  7 ,  ou  à  i. 

ISO.  Pour  comparer  maintenant  à  la  marche  qu'on 
vient  de  suivre  la  méthode  générale  ,  on  développera 
l'équaUon  *  . 


(a  —  x)  (a — x) 

on  aura  successivement 

xf^  '=im{^a  —  x)  (a  —  x), 
x^-=.  a^Tïi  — ^amx '\' mx^ ^ 
x^  —   mx*  -f-  aamx  =  a*m, 
(1  —  m)  x*-f-  îiamx  =  a^m^ 


^  + 


a  a  m  X  €^  vtt 


— r* 


m         1  —  m 
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en  faisant        p  = ,   0  = ,  ^ 

la  formule  générale  donnera 

am   _,  I    >^  a*m*  a*/» 

i-^m      K        (i— tu)  (1  —  ni)       i— m 

Ces  valeurs  de  x  paraissent  bien  différentes  de  celles 
qui  ont  été  tro^rv^es  plus  haut  ;  cependant  elles  s*y 
ramènent ,  et  c'est  en  quoi  l'exemple  qui  m'occupe  peut 
être  utile  pour  montrer  l'importance  des  transforma- 
tions que  les  diverses  opérations  algébriques  produisent 
dans  l'expression  des  quantités. 

Il  faut  premièrement  réduire  au  même  dénominateur 
les  deux  fractions  comprises  sous  le  radical ,  ce  qui  s'ef- 
fectuera en  multipliant  par  1  —  m ,  les  deux  termes  de' 
la  seconde  ;  et  il  viendra 

g'm* d'm  g*m^4-Q^m(i— m)  _^ 

(1 — m)  (i — m)"^i — m  (1— m)(i — m)     '^ 

(1  — 7ft)(i— 7n)"~(i— to)  (1— zn)' 

Le  dénominateur  étant  u^  quarré ,  il  restera  seulement 
à  extraire  la  racine  du  numérateur  ^  et  on  aura 


1/ 


(1 — 7»)  (1 — Tn)       i — m       i — 771* 


mais  l'expression  {/a'm  peut  encore  se  simplifier. 

Il  est  visible  que  le  quarré  d'un  produit  se  compose 
du  produit  des  quarrés  de  chacun  de  ses  facteurs^  puis- 
que, par  exemple,     ^ 

et  que  par  conséquent  la  racine  de  b^c^d'^  .n'est  autre 
chose  que  le  produit  des  racines  b,  c  etd,  des  facteurs 
b^f  c^  et  d^.  En  appliquant  cette  remarque  au  produit 
cW,  on  voit  que  sa  racine  est  le  produit  de  c,  racine 
Elém,  d'Algèbre,  i4«  édition.  12 


[ 
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de  c*f  par  V^m  qui  est  l'indication  de  la  racine  de  m, 
ou  que 

ya^m  =  a  ym. 
Il  suit  de  ces  diverse»  tr^nsformatioB»^  que 

i^ — m-     I  —  »  * 

-,  —  am  A^a  y  m 

ou  bien  «= —  ■     '  ■  . 

1  — m 

-am-a\/m 
1  — m 

Quelque  simples  qu'elles  soient ,  ces  expressions  ae 
«ont  pas  encore  celles  du  numéro  précédent  ;  et  même 
si  l'on  cherche  à  les  vérifier  pour  le  cas  où  m  =s  i,  ^ea 

deviennent 

—  a-f-  a      G 

1  1  G 

» 

—  w-^a      — Sût 


1  —  1  G 

On  retrouve  dans  la  seconde  le  S3anbole  de  Tinfiiû  ^ 
comnie  précédemment ,  mais  la  première  présente  cette 
forme  indéterminée  ^  |  y  dont  on  a  déjà  vu  des  exen^les 
dans  les  n"'  69  et  70  ;  et  avant  de  prononcer  sur  sa  va- 
leur  ^  il  est  à  propos  d'examiner  si  elle  ne  tombe  pas 
dans  le  cas  du  n^  70  >  si  ce  n'est  pas  un  facteur  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur ,  que  la  supposition 
de  m  =  1 ,  rend  égal  à  zéro. 

•  »  "-^ûth  -f-a  v  jfi 

L  expression  r 

1  •—  771 

^y      a(— m-4-l/m)       afl/^— m) 

f«vi«ntà         ^  •    ^. — i=r:-iZ I  \ 

1  —  zn  1  — m 

On  voit  déjà  que  le  numéraleur  ne  devient  zéro^  que 

V  ■ 
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ptr  le  facteur  \/ln  —  m  ;  il  faut  donc  chercher  si  ce 
dernier  n'aurait  pas  quelque  facteur  commun  avec  le 
dénominateur  i  «—  m.  Pour  éviter  Tembarras  que  pour- 
rait causer  le  signe  radical ,  )e  fais  ^^  =  n ,  et  j'en 
conclus  y  en  prenant  les  quarrés  ^  m  =  n*  :  ceci  change 
les  quantités 

yTn  —  m  et  1  —  m 
en  in  —  71*  et  i  —  »*  ; 

or» — n*=37i.(i — n)  et  i — ©*=(i — »)  (i4-n)(34); 
en  remettant  pour  n  sa  valeur  V^  m ,  on  a 

^/ m — m==(i  —  v/ m)  V^  m, 
1  —  m=(i  —  V^m)  (i+  V^w^), 
et  par  conséquent 

a(^\/n\ — 77i)  qe(i  — v/m)^/^ 

a^  m  ' 

résultat  semblable  à  celui  du  n**  i  ig. 

On  réduit  de  même  la  seconde  valeur  de  or ,  en  ob- 
servant que      ' 

— a\/m — am       -^ g  (i  -^  y  m)  \/  m 

1— ^        ~  (  1  —  y  m)  (i  +  {/ni)  ~ 

-^  a  ^  m 

1  -r-  \/ln 
comme  dans  le  n^  iig  (^). 

(*)  L^ezemple  qne  je  vicusde  traiter  si  au  long,  répond  h  un  pro- 
blème résola  par  Glairaut  dans  son  Algèbrcj  et  dont  Pénoncé  est  ce» 
lai<î:  Trouver  mr  la  iigne^ui  Joint  deux  lumières  çueleonçues  ^  le 
point oà  ces  deux  lumières  éclairent.cgalemant.  J^ai  dépouiUe'  ce  pro- 
blème descirconstancesphysiques  qui  sont  étrangères  àPobjet  de  cet 
ouvrage,  ëtqui  ne  peuventque  détourner  Ta  ttention  qu'exigent  leg  cir- 
constances algébcîques,  très  remarqaablcs  en  elles-mêmes ,  et  qne 
pour  cette  mîson ,  j'ai  développées  plus  qne  ne  l'avait  fait  Clairaut. 
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Il  n'est  pas  difficile  ^e  voir  que  j  aurais  pu  éviter  ie« 
radicaux  dans  les  calculs  précédens ,  en  représentant 
par  m*  le  rapport  des  quarrés  des  deux  parties  du 
nombre  proposé  :  alors  m  en  eût  été  la  racine  quarrée , 
qu*on  peut  toujours  regarder  comme  connue  ^  lorsque 
son  quarré  est  donné  ;  mais  on  n'aurait  pas  d'abord 
senti  le  but  d'un  pareil  changement  de  données ,  dont 
les  algébxjistes  font  souvent  usage  pour  simplifier  les 
calculs  ;  c'est  pourquoi  j^invite  le  lecteur  à  recommen- 
cer la  solution  du  problème  ,  en  mettant  m^  au  lieu 
de  m.  -         '  ' 

De  l'extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités 

algébriques,  - 

I ai .  La  question  précédente  suffit  pcwir  indiquer  com- 
ment il  faut  se  conduire  dans  la  solution  des  questions 
littérales^  et  a  présenté  une  transformation  quil  im- 
porte de  remarquer ,  savoir ,  celle  de 

a^mena\/  m  (  page  177  ), 

puisque  par  «son  moyen  on  peut  réduire  au  plus  petit 
nombre  possible  les  facteurs  contenus  sous  le  radical , 
et  simplifier  d'autant  l'extraction  de  la  racine  qui  reste 
à  opérer. 

Cette  transformation  consiste,  conmieon  l'a  vu  à  l'en- 
droit cité  ,  à  prendre  séparément  la  racine  de  tous  les 
facteurs  qui  sont  des  quarrés ,  et  à  écrire  ces  racines-hors 
du  radical  y  comme  multiplicateurs  de  ce  radical,  sous 
lequel  on  laisse  tels  qu'Os  sont,  les  facteurs  qui  ne  sont 
pas  des  quarrés* 

Cette  règle  suppose  premièrement ,  que  l'on  sache 
reconnaître  si  une  quantité  algébrique  est  un  quarré  , 
et  dans  ce  cas  en  extraire  la  racine  ;  et  pour  cela,  il 
faut  distinguer  les  quantités  mon^omes  des  polynômes. 
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ISQ.  Il  résulte  évidemment  de  la  règle  des  exposans 
dans  la  multiplication  ,  que  la  seconde  puissance  d*une 
quantité  quelconque  a  un  exposant  double  de  celui  de 
cette  quantité. 

On  a,  par  exemple, 

a'Xa*  =  a*,    i2*Xû^  =  aS    a^Xû'^aa^    etc. 

•Il  suit  dé  là  que  tout  facteur  qui  est  un  quarré ,  doit 
avoir  un  exposant  pair  y' et  qu*on  obtient  la  racine  de 
ce  facteur  en  écrivant  sa  lettre  avec  un  exposant  égal 
à  la  moitié  de  ^exposant  primitif 

On  a  ainsi 
|/â?  =  a'oua,  \/'i^:=2a^,  v/a^=a^,  etc. 

A  l'égard  des  facteurs  numériques^  l'extraction  de 
leurs  racines  s'opère ,  s'il  y  a  lieu,  par  les  règles  ensei- 
gnées précédemment. 

D'après  ces  rex&arques ,  les  facteurs  a^\  b^^  c\  de 
l'expression  t 

sont  des  quarrés;  le  nombre  64  est  le  quarré  de  8;  donc 
l'expression  "proposée,  étant  le  produit  de  facteurs  quar- 
réSy  aura  pour  racine  le  produit  des  racines  de  chaciui 
de  ces  facteurs  (  lai  )  ;  et  par  conséquent 

|/64a6Mc^=  8  a'  6*  c. 

ia3.  Lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lieu ,  il  faut 
chercher  à  décomposer  le  produit  proposé  en  deux  au- 
tres ,  dont  l'un  ne  contienne  que  les  facteurs  quarrés 
et  Vautre  les  facteurs  non  quarrés  ;  et'pour  cela  i)  faut 
considérer  à  part  chacun  de  ses  facteurs. 

Soit  pour  exemple 

y/ya  a^  b^  à. 

On  reconnaît  facilement  que  parmi  les  diviseurs  du 


1 

I 

I 
I 
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nombre  7a,  il  y  a  desquarrés  parfaits  ,  savoir^  4>  9 
et  36  ;  et  en  prenant  le  plus  grand ,  on  a 

72  =  36  X  2. 
Le  facteur  a^  étant  un  quarré  ^  on  le  met  de  côté  ;  pas- 
sant ensuite  au  facteur  b^  ^  qui  n'en  est  pas  un,  puisque 
le  nombre  3  est  impair ,  on  remarque  que  cer  facteur 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  b^  et  b,  dont  le 
premier  est  un  quarré ,  et  qu  on  a 

P  =  b\b; 
on  voit  aussi  que 

il  en  serait  de  même  de  toute  lettre  ayant  un  eiqposant 
impair.  Toutes  ces  déoompositibns  donnent 

.  yao^iV  =  36.àa*i*.èc*.c  ; 
«t  rassemblant. les  facteurs  quarrés  ,  il  yient 

36a*i*c*  X  flic. 
Enfin  ,  prenant  la  racine  du  premier  produit  et  in-^ 
diquant  celle  du  second ,  on  a 

V/Taoîp?  =  6a*&c*  v/flîc. 
Voici  encore  quelques  exemples  de  réductions  sem- 
blables ,  précédées  des  cakidâ  qui  les  mettent  en  évi- 
dence : 


a56*.3a 


98  K   _  49.2  ^_      49.1» 

6.5.1    /3a      3oi|   j/Za 

V  -^+-ir=K  — n^ — ^== 


nr  ^  n 
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U  faut^remarquer  ,  par  rapport  au  jtf'emîer/  qu'on 
peut  faire  sortir  du  radical  le  dénominateur  des  fractions' 
algébriques  ,  en  le  rendant  un  quarré ,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n^  104,  pour  les  fractions  numériques. 

124.  Je  vais  passer  à  T extraction  de  la  racine 
quarrée  des  polynômes.  U  est  important  de  se  rap- 
peler qu^ucun  binomë  n*est  un  quarré  parfait ,  parce 
que  tout  monomef'  élevé  au  quarré  ne  produit  qu'un 
monôme  ,  et  que  k  quatre  d,  uxi  binôme  renferme  tou- 
jours trois  parties  (^). 

On  se  tromperait  grossièrement  en  prenalht'  pour 

|/a'-+-  i*  le  binôme  a  +  i ,  quoique  a  soit  séparément 
la  racine  de  «^,  et  i  cdSb  de  b^  ;  car  le  jquairé  de  a  -f-  ^  > 
4tanEta^*f-i^&-|-6^,  contient  en  outre  le  terme  -^  aaby 
Mpi  œ  se  .trouve  pasda^  Vexptee»i^a4i^  -f-  &*, 

fioit^doQiC  le  tixnone 

a4a*î^c-f.iSa^c*  +  9i«: 

i£n'de  re^trouver  da»«  cette  expresâon  lee  trois  partie»^ 
qui  composent  le^ quarré  d'un  ^binôme ,  fe  l'ordonne  par 
rapport  à  l'une  de  ^es  lettres  ,  à  la  lettre  a ,  par 'exem- 
ple ;  il  .vient 

Alors  ,quefte  que  soit  la  racine  cherchée,  en  la  suppo- 
sant ordonnée  par  rapport  à  la  même  lettre  o ,  le  quarré 
de  son  premier  terme  doit  nécessaifementîormer  le  pre- 
mier terme  iSa^cf  de  la  quantité  proposée;  le  double 
produit  du  premiçr  terme  de  la  racine  par  le  second , 
doit  donner  le  second  terme  u^a^l^c  de  la  quantité 
proposée  ;  et  enfin  le  quarré  du  dernier  terme 'de  la 
raciste  dcHt  être  précisémejot  le  demiet  terjnie  ofi^  (2e  la 
.quastité  proposée.  D'après  ces  considérations^  l'opér^ 
ration  se  dispose  comnie  on  le  voit  plus  loin  : 


/ 
\ 
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iSaV  +  24a!'b^c  +  96^   i  4a^'c  4-  3&3  racine 


^Sû*^'  \  8aV  +  3^3 


/il! 


J*extrais  d*abord  la  racine  qaarrée  du- premier  terme 
iBa^c^y  et  le  résultat  ^a^c  (li^â)  est  le  premier  terme 
de  la  r<tpine  qui  s'écrit  à  droite  ^  sur  la  même  ligne  que 
la  quantité  proposée. 

Je  retranche  de  cette  quantité  le  quarré  160^, 
du  premier  terme  .4^c,  de  la  racine;  et  faisant  la  ré- 
duction ,  il  ne  reste  que  les  de|ix  termes  s^^^b^c  -f-  96^* 

Le  terme  ^ip^h^c  étant  le  double  produit  du  premier 

terme  de  la  racine  4^*0,  par  .le  second  ,  j'obtiens  ce 

dernier  en  divisant  ^^h^c  par  8a*c,  double  de  ^^c^ 

et  qui  s'écrit  au-dessous  de  la.  racine  ;  le  quotient  Zh^ 

«8t  le  second  terme  de  la  racine. 
« 
La  racine  est  maintenant  déterminée  ;  mais  il  faut^ 

pour  qu'elle  soit  exacte ,  que  le  quarré  du  second  terme 
fasse  9&^.,  ou  bien  que  le  double  8<^cdu  premier  terme 
de  la  racine  >  augmenté  du  second  36^  ^  et  multiplié  par 
le  second  ,  reproduise  les  deux  derniers  termes  du 
quarré  (91  )  ;  en  conséquence  ^  à  côté  de  So^c ,  j* écris 
4-  36^ ,  je  multiplie  8a*c  +  3ft^  par  36^  ;  le  produit  étant 
retranché  des  deux  derniers  termes  de  la  quantité  pro- 
posée ,  il  ne  reste  rien ,  et  j'en  conclus  que  cette  quan- 
tité est  le  quarré  de  4^*^  +  36^. 

Il  est  «Tident  que  les  mêmes  raîsonnemens  et  les. 
mêmes  procédés  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  quan- 
tités coiiiposées  de  trois  termes. 
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ia5.  Lorsque  la  quantité  dont  on  veut  extraire  la 
racine  a  plus  de  trois  termes  y  elle  n'est  plus  le  quarré 
d*un  binôme  ;  mais  en  la  supposant  celui  d'un  trinôme 
'm'^n-jf-'p,  et  représentant  par  /  la  somme  m-i^n 
de  ses  deux  premiers  termes  ^  ce  trinom^  se  chan- 
geant en  l+p ,  son  quarré  devient 

où  le  quarré  ^  du  binôme  m  +  n  ,  étant  développé , 
produirait  les  termes  m*  +  Qmn  +  n*.  Ainsi ,  lors- 
qu'on aura  ordonné  la  quantité  proposée  ,  le  pre- 
mier terme  sera  évidemment  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine  ,  et  le  second  renfermera  le 
double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par 
le  second  de  cette  racine  ;  on  aura  donc  ce  dernier  en 
divisant  le  second  terme  de  la  quantité  proposée,  par  le 
double  de  la  racine  du  premier.  Connaissant  alors  les 
deux  preiniers  termes  de  la  racine  cherchée ,  on  com- 
plétera le  quarré  de  ces  deux  termes,  représenté  ici 
par  .^ ,  et  le  retranchant  de  la  quantité  proposée ,  il 
restera  -- 

quantité  qui  contient  le  double  produit  de  /,  ou  du 
premier  binôme  m  +  n,  par  le  reste  de  la  racine,  plus 
le  quarré  de  ce  reste ,  et  fait  voir  qu'il  faut  opérer  avec 
^  ce  binôme ,  comme  on  a  fait  avec  le  premier  terme  m , 
de  la  racine.  "  '    '       "*        ' 

Soit  pour  exemple  la  quantité 

64a*ftc  +  fl5'a*i»  —  40  a^6  +  i6a4  +  64iV  —  8oaô*c  ; 

je  Tordonne  par  rapport  à  la  lettre  a^  et  je  dispose 
l'opération  comme  précédemment. 


\ 
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~^^^^ •  )  8a*— ioai+84c 

1  ^rest.— 4oa3À-f-s5a*i*— 8oû6*c+646*c*  1 
,^     +G4a*ic 
+4oû5^* — ^aSa^i* 
a«  reste +e4a»&c— 8oa6\;+G46»c* 

Cela  fait;  j'extrais  la  racine  quarrée  du  premier 
terme  1 6a*,  et  j'obtiens ^4^*  pour  le  premier  terme  de 
la  racine 'Cherchée;  j*en  forme  le  quarré,  que  je  rer 
tranche  de  la  quantité  proposée. 

^e  double  le  premier  terme  de  la  racine,  «t  }*écris 
au-nlessous  le  résultat  Sa* ,  par  lequel  je  divise  le  terme 
'^4^^i  qui  commence  le  premier  resté  ;  j!ai  —  5ab 
pour  le  second  terme,  de  la  racijie;  }e  l'écris  à  côté  d^^Bo?, 
je  multiplie  le  tout  par  ce  second  term« ,  et  je  retra^»)^ 
le  résultat  du  reste  sur  lequel  j'opère.^ 

De  cette  manière  j'ai  retranché  de  la  quant^  jg^(f- 
posée  le  quarré  du  binôme.  Ai^  —  5ab  ;  le  deuxième 
reste  ne  contenant  plus  que  le  double  produit  de  ce 
binôme, par  le  troisième  terme  de  la  racine  et  le.  quarré 
de  ce  terme,. je  double  la  quantité  4^*  —  5ci,  ce  qui 
donne  , 

que  j'écris  au-^essoits  de  8a*  *—  5aJ,  et  que  Je  prends 
pour  diviseur,  du  deuxième  reste  :  le  premier  terme  du 
quotient ,  est  8bc  ;  c'est  lé  trokièmç  de  la  «aomik 

Je  l'écris  a^ussi  à  côté  de  8a*  — ^  loai,  et  je  multiplie 
lé  tout  par  ce  terme  ;  ]h  rétranche  lés  produits  du  Teste 
sur  lequel  j'fbpère  ^  qui  se  trouve  entièrement  détrmt  : 
la  quantité  proposée  est  donc  le  quarré  de 

4a*  — 5a6  +  86c. 
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II  est  maintenant  aiséd'étendre  aussi  loin  qu  on  youcka 
l'opération  ci-dessus. ,  qui  est  d'ailleurs  parfaitement 
semblable  à  celle  qu'on  à  ensej^ée  pour  les  nombres. 

De  la  formation  des  puissances  et  de  l'extraction 

de  leurs  racines. 

laB.  L'opération  arithmétique  d'où  dépend  la  réso- 
lution des  équations  du  second  degré /et  par  laquelle 
on  revient  du  quairé  à  la  quantité  qui  Fa  formé  >  ou 
a  la  racine  quairéo,  n'«st  qn'un  cas  particuliei;  d'une 
autre  plus  générale  >  servant  à  trouver  un  nombre  dont 
on  connaît  une  puissance  quelconque.  On  conçoit  que 
cette  opération  y  qui  conduit  à  un  résultat  qu'on  d^ 
signe  encore  par  le  mot  rcLcine ,  mais  en  y  ajoutant 
l'indication  du  degré  ^  étant  inverse  de  celle  qui  sert  i 
trouver  la  puissaince^  ne  peut  être  déduite  ^que  de 
l'irxamen  des  cârconstaaces  de  cette  demiéxei,  comme 
cda  anive  pour  la  division  à  Tégard*  de  la  multiplica- 
tion ,  avec  lesquelles  ce  sujet  a  d'ailleurs  des  rappprts 
qu'on  apercevra  bientôt. 

m 

C'est  par  la  nruhîpIicAtion  qu*on  pparvîettt  sxac  pui»^ 
sahces  des  nombres  entiersÇâ^)»  etil<estviÀ))kqin  ceSes 
des  fractions  se  forment  en  élevant  4ettr  'ùiùmérateur 
et  leur  dénominateur  à  la  puissance  proposée  (^S)« 

Réci^oquement  la  racine  d'une  Èractipn  s^olstient^ 
dans  <pielque  degré  que  ce  soit  ,  en  prenant  celle  du 
numérateur  et  oeUe  du  dénominateur. 

L'usage  des  symboles  algébriques  étant  très  commode 
pour  exprimer  tout  ce  qui  tient  à  la  cômpositipn  et  à 
la  décomposition  des  quantités ,  on  procède  d'abord  à 
la  formation  des  puissances  des  expressions 'algébriques  ; 
cari  l'égard  de  celles  desnoQibreS;  ce  qu'on  a  dit^  n""  a^ i 
suffit  pour  1^  trouver. 
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Table  des  7  premières  puissances  des  nombres ,  âepuia 
1  jusqu'à  9. 


a* 

- 

4 

3 

9 

S 

i 
9 

16 

a5 

36 

49 

64 

8t 

3- 
A' 
5* 
6* 

l 

8 
tS 
3a 

97 
81 

64 

ia5 
3ia5 

.    ai6 

343 
t.40. 

5ia 
4096 
33;68 

5=9 

■^ 

656i 

=43    .oa4 

7776 

16807 

53.44.^ 

1 
Togj  4096  >5ft.5 

4e656 

"76fe 

a<hi44 

7' 

!ï^ 

«8,1 . 6384  7«i>5 

*J9936 

833543 

909715a 

«7»»9S9 

J'ai  principalement  rapporté  cette  table  j  aEn  de  mon- 
trer avec  quelle  rapidité  s'accroissent  les  puissances  des 
nombres,  à  mesure  qu'elles  derieunent  plus  élevées, 
remarque  qui  est  trè«  importante  pour  la  suite.  On  vpit 
«D  effet  que  la  septième  puissance  de  2  est  déjà  1  s8 , 
et  que  celle  de  q  monte  à  47829%  • 

Oq  conçoit  facilement  par  là  que  les  puissances  des 

fractions  proprement  dites  j  décroiasenttrès  rapidement, 

puisque  les  puissances  du  dénominateur  deviennent  de 

,   plus  en  plus  grandes  par  rapport  à  celles  du  uumératem'. 

La  septième  puissance  de  - ,  par  exemple ,  serait  — ^  , 
et  CBlle..de  -  serait  seulement 


4782369" 


D' 
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1Ê7.  Il  suit  \Je  ce  que  dans  un  produit ,  chaque 
fettre  a  pour  exposant  la  somme  des  eicposans  qu'elle  a 
dans  chacun  des  facteurs  (â6)  ,  que  la  puissance  d'une 
quantité  monôme  se  forme  en  multipliant  V exposant 
de  chaque  facteur  par  l'exposant  de  cette  puissance. 

La  troisième  puissance  de  a^lfic,  par  exemple  ^  ^'^V* 
tiendra  en  multipliant  les  exposans  a^  3  et  1 ,  des  lettres 
a,  by  c,  par  3,  exposant  de  la  puissance  demandée  :  on 
aura  a^b^c^;  et  en  effet,  cette  puissance  revient  à 

a*  i^  c  X.  a*  6^c  X  a'  b^  c=  a*-^  J3.3  ^1  Ji, 

Si  la  quantité  proposée  avait  un  coefficient  numérique,' 
il  faudrait  élever  aussi  ce  coefficient  à  la  puissance  pro- 
posée ;  ainsi  la  quatrième  puissance  de  3  a  6^  c^  est 

parce  que  celle  de  3  est  81 .  v 

^  ia8.  À  l'égard  des  signes  qui  peuvent  affecter  les  quan- 
tités monômes,  il  faut  observer  que  toutes  les  puissances 
dont  r  exposant  e^  pair  y  ont  le  signé -^^  y  et  que  celles  dont 
l'exposant  est  impair,  ont  le  même  signe  que  la  quanr 
tité  qui  les  a  formées, 

Eà  eâ*et,  les  puissances  d^un  degré  pair  résultent  de  la 
multiplication  d'un  nombre  pair  de  facteurs  ;  et  les  signes 
—  combinés  â  à  2,  dans  la  multiplication,  donnent- tou- 
jours au  produit  le  signe  +  (3i).  Au  contraire,  si  le 
nombre  des  facteurs  est  impair ,  le  produit  aura  le  signe  — 
quand  les  facteurs  en  seront  affectés,  puisqu'il  résultera 
du  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs ,  et  par  consé- 
quent positif,  multiplié  par  un  facteur  négatif. 

IÛ9.  Pour  revenir  de  la  puissance  à  la  quantité  qui 
l'a  formée ,  ou  à  sa  racine ,  il  n'y  a  qu'à  renverser  les 
règles  données  ci-dessus  ;  c'est-à-dire  ,  diviser  l'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  celui  qui  marque  le  de^é.dela 
rapine  qu'on  veut  extraire. 


/ 


a  • 
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Ott  ^ottvevade  cette  H^aoiàre  la  racine  çubiqjie^evL  du 
troisième  degré ,  de  rexpresBion  a®  &9  c^^  en  diw^t  par 
3 les  exposant  6^  9  et  3»  ce  qui  donneira 

Lorsque  Vexpression  proposée  a  un  coefficient  numé- 
rihue ,  Û  faut  en  prendre  aussi  la  racine,  pour  former  le 
coefficient  de  la  quantité  littérale  qu'on  obtient  par  la 
règle  précédente. 

Si  Ton  demandait^  par  exemple ,  la  racine  quatrième 
de  81  a* 6*  c*»,  on  verrait  par  la  table  du  n*»  ia6,  que  81 
est  la  quatrième  puissance  de  3  ;  et  divisant  par  4  les 
exposans  des  lettres,  on  aurait  pour  résultat 

3aé*c^. 

Dans  les  cas  où  la  racine  du  coefficient  numérique  ne 
peut  se  trouver  par  la  table  citée,  on  l'extrait  par  les 
méthodes  que  je  donnerai  ci-après. 

1 3o.  Il  est  évident  que  l'extraction  des  racines  ne  petit 
s'effectuer  sur  la  partie  littérale  des  moQomes,  qu'autant 
que  chacun  des  exposans  est  divisible  par  celui  de  la  ra« 
cine;  dans  le  cas  contraire ,  on  ne  peut  qu  indiquer  l'opé- 
ration arithmétique  qu'il  faudra  faire,  lorsqu'on  substi- 
tuera des  nombres  aux  lettres. 

On  se  sert  encore  pouf  cela  du  signe  |/"^;  mais  pour 
désigner  le  degré  de  la  racine,  on  met  l'exposant  comme 
on  le  voit  ci-dessous ,  dans  les  expressions 


dont  la  première  représente  la  racine  cubique,  ou  du 
troisième  degré ,  de  a,  et  la  seconde  la  racine  cinquième 
de  a*. 

Lçs  expressions  affectées  du  signe  v      ,  de  quelque 
â^^i  ^'il  soit ,  peuvent  souvent  se  simplifier  en  faisant 


..  "  ' 


d'à  l  g  È  B  R  4E.  ici 

aftention  que,  tfaprè$  te  n*  i^>  M»e  puissmee^  flw/- 
cd«q«e  d*»»  produit  estfrrmée  du  produit  de  A»  même 
pniss0n€»d»ehacuu  âesfacêmrsy  etfue,  p^r  conséquent, 
ia  racine  (fuekénquê  d^un  produit  est  formée  du^prodiàt 
des  racines  de  même  degré  de  ckaettn  de  ses  facteurs.  Il 
résulte  de  ce  dernier  principe ,  qoe  si'^la  tfuantité  sau^ 
mise  au  radical  a  des  facteurs  qui  soient  des  puissances 
exactes  du  même  degré  qm  le  radical ,  on  pourra  prendre 
séparément  les  racines  de  ces  facteurs ,  et  multiplier  leur 
produit  parla  racine  indiqi*ée  des  autrçsfaçteufs. 

Soit,  t>ar  exèmi^> 

on  ;Toit  que 

96  =  3ax3  =  a*-3, 

que  a^       eet  la  cinquième  puissance  de  a  ^ 

que  è7— ja.fc*^  ^ 

que  .     c'^=c'''.ci 

on  a  par  o<maéqu«nt 

Le  premier  facteur  ayant  pour  racine  cinquième  la 
quantité  s^abc^  j,  il  vient 

»K96a5i7b"=aa6c»  y/db^c. 

i3i.  Toute  puissance  paire  devant  avoir  le  signe  4- 
(ia8) ,  aucune  quantité  affectée  du  signe — ne  peut  être 
une  puissance  de  degré  pair,  et  n'a  point  de  racine  de  ce 
degré.  Il  suit  de  ^à,  que  tout  radical  d'un  degré  pair, 
comprenant  une  quantité  négative,  est  une  expression 
imaginaire  : 

ï/— a,     V—a^,    b^y—ab\  ' 

sont  des  expressions  imaginaires. 


'9^  i   L  £  M   E   K  s 

On  ne  peut  par  conséquent  assigner,  soit  exactement» 
soit  par  approximation,  pour  les  degrés  dont  l'expo- 
sant est  pair ,  que  les  racines  des  quantités  positives  j 
et  ces  racines  peuvent  être  affectées  indifféremment  du, 
signe  -f  oudusigne-^,  parce  que  danslun  et  l'autre  cas 
elles  Reproduisent  également  la  quantité  proposée  avec 
le  signe  -f,  et  qji  on  ignore  auquel  des  deux  elles  appar- 
tiennent. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  degrés  impairs,  dans 
/  lesquels  les  puissances  ont  le  même  signe  que  leurs  ra- 

cines (ia8)  :  on  doit  donner  aux  racines  de  ces  degrés 
le  signe  dont  la  puissance  est  affectée  ;  et  il  n'y  a  point 
d'imaginaires  dans  ce  cas. 

i3fl.  Il  esta  propos  d'observer  que  l'application  de  la 
règle  donnée  n°  1129,  pour  l'extraction  des  racines  des 
monômes,  par  les  exposans  de  leurs  facteurs,  conduit  na- 
turellement à  indiquer ,  par  des  signes  plus  commodes 
pour  le  calcul  que  le  signe  |/",  les  racines  qui'  ne  peuvent 
s'obtenir  algébriquement. 

Lorsqu'on  demande,  par  exemple ,  la  racine  troisième 

'  de  a^,  il  faut ,  suivant  la  règle  citée ,  diviser  l'exposant  5 

pari3  ;  mais  la  division  ne  pouvant  s'effectuer ,  conduit 

au  nombre  fractionnée  \  ;  et  la  forme  que  prend  alors 

l'exposant  du  résultat  indique  que  l'extractiqn  n'est  pas 

possible  dans  l'état  actuel  de  la  quantité  proposée  :  on 

doit  donc  regarder  les  deux  expres3k>n8 

\ 

3 1 

,  V^a*         et         a^ 
comme  équivalentes. 

La  dernière  a  néanmoins  sur  la  première  l'avantage 

de  conduire  tout  de  suite  à  la  simplification  dont  la 
1 

quantité  V^  a^  e^st  susceptible  ;  car  si  Ton  extrait  l'entier 


» 


L 


\ 
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contenu  dans  la  fraction  i  ;  on  a  i  -f-î  >  et  en  regar- 
dant cette  somme  comme  l'exposant  d'un  produit  (a5) , 
on  reconnaît  que  la  quantité 

est  composée  de  deux  facteurs ,  âont  le  premier  est  a  > 

V — 
et  l'autre  revient  à  y  a^. 

s  

On  conclurait  la  même  chose  de  l'expression  ï/a^, 
au  moyen  du  n®  i3o,  mais  l'exposant  fractionnaire  y 
mène  immédiatement  :  on  aura  d'ailleurs  occasion  de  re- 
connaître dans  d'autres  opérations  les  avantages  des  ex- 
posans  fractionnaires^  et  d'en  justifier  l'emploi. 

Pour  le  moment,  il  suiEt  d'observer  que  la  division 
des  exposans^  dans  le  cas  où  elle  peut  s'effectuer^  ré- 
pondant à  l'extraction  des  racines ,  on  doit ,  lorsqu'elle 
est  indiquée,  la  regarder  comme  le  symbole  de  la  même 
opération ,  et  en  conclure  que  les  escpressions 


m 


V/a"      et      a' 
sont  équivalentes. 

Voilà  encore  les  conventions  établies  sur  la  manière 
d'exprimer  les  puissances,  qui  conduisent  par  analogie 
et  par  extension ,  à  des  symboles  particuliers  ,  comme 
dans  le  n®  37,  on  est  parvenu  àl'expression  a°=i . 

i33.  Je  remarque  à  cette  occasion  que  la  règle  des 
exposans,  relative  à  la  division  (3G)  étant  appliquée  con- 
formément à  celle  des  signes  '  relative  à  la  soustrac- 
tion (20) ,  mène  aussi  à  des  expressions  nouvelles ,  pour 
une  certaine  classe  de  fractions. 

En  effet  y  on  a  par  ces  règles 


—  =  a"""*  : 
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mais  si  Texposant  n  du  dénominateur  surpasse  l'exposant 
m  du  numérateur ,  l'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  se- 
cond membre  sera  négatif. 

Si  y  par  exemple  ^  m  =  â^  '1=3^  on  aura 

■ 


a*  1 

mais  d'ailleurs^  en  simplifiant  la  fraction  ^,  on  trouve  -  : 

les  expressions 


c^ 


1 

et 
a 


sont  donc  équivalentes. 

£n  général'^  on  a  par  la  règle  des  exposans , 


a"» 


et  d'ailleurs 

a"*        .  1 

il  résulte  de  là^  que  les  expressions 

--       et      ûT" 

a» 

sont  équivalentes. 

En  effet ,  le  signe  —  qui  précède  l'exposant  ri  étant 
pris  dans  le  sens  du  n**63,  montre  que  l'exposant  pro- 
posé vient  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  contient 
it  facteurs  a  de  plus  que  le  numérateur^  ce  qui  est  bien 

—  ;  on  peut  donc,  lorsqu'on  rencontre  l'une  quelconque 

de  ces  expressions,  y  substituer  l'autre. 


1 
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D'après  cette  observation,  la  quantité  -j-«  considérée 


comme 


'^^'x-^xi' 


peut  être  mise  sous  la  forme 

c'est-à-dire,  qu'on  peut  faire  passer  au  numérateur  tous 
les  facteurs  du  dénominateur,  en  affectant  leurs  exposons 
du  signe  — . 

Réciproquement,  lorsqu'une  quantité  renferme  des 
facteurs  affectés  d'exposans  négatifs ,  on  les  met  au  dé- 
nominateur,  en  donnant  le  signe  +  à  leurs  exposans  ; 
c'est  ainsi  que  la  quantité 


redevient 


a»  6» 


De  laformation  des  puissances  des  quantités  complexes^ 

t 

134.  Je  commencerai  par  observer  que  les  puissances 
des  quantités  complexes  s'indiquent  en  enveloppant  ces 
quantités  d'une  parenthèse,  qu'on  aiFecte  de  l'exposant 
de  la  puissance.  L'expression 

par  exemple ,  désigne  la  troisième  puissance  de  la  quan- 
tité 4û*  —  2a6+5i*^  On  marquerait  encore  cette 
puissance  comme  ci-dessous,    ^ 


4  û*  —  a  a  b  +  5  i*  . 

1 35.  Les  quantités  binômes  sont  les  plus  simples  après 

i3.. 
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les  monômes  ;  cependant ,  si  Ton  en  roulait  former  les 
puissances  par  des  multiplications  successives /on  ne  par- 
viendrait de  cette  manière  qu'à  des  résultats  particuliers 
pour  chaque  puissance ,  comme  le  sont  pour  la  deuxième 
€tla  troisième ,  ceux  que  j'ai  fait  remarquer  dans  le  nu- 
méro 34  :  on  formerait  cette  table  : 

(r-)-a)*=a:r*  +  â  a  a:  +  a», 

(x+ay  =  x^  +  5  ax^  +  5  d"  £  +  a^ 

'etc.; 

mais  on  ne  saisirait  pas  facilement  la  loi  des  coefSciens 
numériques  de  ces  résultats.  En  réfléchissant  au  procédé 
de  la  multiplication ,  on  reconnaîtra  que  les  coefEciens 
numériques  naissent  des  réductions  qu'entraîne  l'égalité 
des  facteurs  qui  forment  une  puissance ,  et  qu'en  empê- 
chant ces  réductions^  on  rendra  la  composition  des  pro- 
duits plus  évidente. 

Pour  opérer  ces  effets,  il  suffit  de  donner  à  tous  les 
binômes  qu'on  multiplie ,  des  seconds  termes  différens , 
de  prendre^  par  exemple^ 

a:+a,     x  +  i,    x+c,    X'-^d,     etc. 

En  effectuant  les  multiplications  que  je  vais  indiquer» 
et  en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés 
d'une  même  puissance  de  x»  il  est  aisé  de  trouver  que 


f 


(x+à)Çx+b')=a^+ax  +ab , 
(x+a)(x-j-b)(x-^c):==:x^+ax^+abx+abc  > 


/ 


•^bx^^acx  . 

(x+a)  Çx+b)  (x+c)  (x+d)=x^+axr^+abx^+aba^+ 

+i  07^+ acj:^+abdx 

'  4-rfx'+6cx*+itdj: 

Sans  pousser  plus  loin  ces  produits^  on  peut  déjà  recon- 
naître la  loi  de  leur  formation. 

En  concevant  que  tous  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  a; ,  et  placés  dans  la  même  colonne ,  n*en 
forment  qu'un  seul ,  comme  y  par  exemple , 

et  ainsi  des  autres , 

1®.  On  trouve  dans  chaque  produit  un  terme  de  plus 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  ses  facteurs  ; 

0,^.  L'exposant  de  xdans  le  premier  terme  est  le  même 
que  le  nombre  des  facteurs, et  va  en  diminuant  de  l'unité, 
d'un  terme  au  suivant  ; 

3**.  La  plus  haute  puissance  de  x  n'a  pour  coefficient 
que  l'unité;  celle  qui  la  suit,  ou  qui  a  une  unité  de  moins 
dans  son  exposant^  est  multipliée  pe^r  la  somme-  des  se- 
conds termes  des  binômes  /  celle  qui  a  deux  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,  l'est  par  la  somme  des  divers 
produits  qu*^on  obtient  en  multipliant ,  deux  à  deux  ,  les 
seconds  termes  des  binômes;  celle  quia  trois  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,,  l'est  par  la  somme  des  divers 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  ^  trois  à  trois ,  les 
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seconds  ternies  des  binômes  y  et  ainsi  de  suite  ;  enfin,  dans 
le  dernier  terme,  l'exposant  de  x,  étant  censé  égala 
zéro  (37) ,  se  trouve  composé  du  plus  haut  exposant , 
diminué  d'autant  d'unités  qu'il  y  en  a  dans  le  nombre 
des  facteurs,  et  ce  terme  contient  le  produit  de  tous  les 
seconds  termes  des  binom£s. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  forme  de  ces  produits  doit 
rester  soumise  aux  mêm€S  lois ,  quel  que  soit  le  nombre 
de  facteurs  ;  cependant  on  peut  encore  en  avoir  une 
preuve  autre  que  l'analogie, 

i36.  Il  est  d*abord  évident  que  tout  produit  de  cette 
espèce  doit  contenir  les  puissances  successives  de  x ,  de- 
puis celle  dont  Texposant  est  égal  au  nombre  des  facteurs 
'  qu'on  a  multipliés ,  jusqu*à  celle  dont  l'exposant  est  zéro. 
Pour  désigner  généralement  le  résultat  ^  on  exprimera  ce 
nombre  par  la  lettre  m  ',  les  puissances  successive»  de  x 
seront  indiquées  par 

x"^,  x^"^^,  x»"*,  etc.^^ 

on  mettra  les  lettres     ji,B,  C, ,.,.,,,,,.,,  K, 

pour  les  quantités  qui  doivent  les  multiplier,  à  partir  de 
^m— 1 .  jjj^g  jg  nombre  des  termes  qui  dépend  des  valeurs 
particulières  données  à  l'exposant  m,  demeurant  indéter-. 
miné ,  tant  que  cet  exposant  n'est  point  fixé,  on  ne  peut 
.  écrire  que  les  premiers  et  les  derniers  termes  de  l'expres- 
sion ,  et  on  indique  par  ime  suite  de  points  les  termes  in- 
termédiaires qui  sont  sous-entendus. 

C'est  ainsi  que  la  formule 

x""  +  A  x^-'  +  B  x^-^+  Cx^-^ 4.  r, 

représente  le  produit  d'un  nombre  quelconque  m  de  fac- 
teurs, a:+ «2,  X -\-b  yX^C'y  x-^d,  etc. 

Si  on  le  multiplie  par  un  nouveau  facteur  x^  l,  il 
viendra 


x»-*"  4.  ^ x"»  4-  B  a;"»-'  4.  Cx"- 


■a, 
*  •  •  • 


+    Ix^+lAx^^'+lBx'^''' +/F 


}• 
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Il  est  évident  y  1^.  que  si  A  est  la  somme  des  m  seconds 
termesa^  6,  c,  d,  etc.,  A^l  sera  celle  des  m  -f-  1  seconds 
termes  a,  6,  c,  d,etc.  /,  et  que  par  conséquent  la  compo- 
sition assignée  à  ce  coefficient  sera  vraie  pour  le  produit 
du  degré  m  +  1 ,  si  elle  est  vraie  pour  celui  du  degré  m. 

â^.  SïB  est  la  somme  des  produits  des  m  quantités 
a,  b  y  c,  d,  etc^  prises  deux  à  dçux,  B^IA  exprimera 
celle  des  produits  de  m  + 1  quantités  a,  6,  c,  d,  etc.  /; 
prises  aussi  deux  à  deux  \  car  A  étantla  somme  des  pre*- 
mières ,  lA  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle 
quantité  introduite  /  ;  donc  la  composition  assignée  sera 
Traie  pour  le  degré  m  -^i^A  elle  l'est  pour  le  deglré  m. 

3*^.  Si  C  est  la  somme  des  produits  des  m  quantités 
a,  by  c,  dy  etc.  prises  trois  à  trois  y  C  +  IB  sera  celle 
des  produits  des^m  -f-  1  quantités  a,  b,  Cy  d,etc.  /,  prises 
aussi  trois  à  trois,  puisque  IB  y  d'après  ce  qui  précède , 
exprimera  la  somme  des  produits  des  premières  prises 
deux  à  deux ,  multipliés  par  la  nouvelle  quantité  intro- 
duite /  :  donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le 
degré  m  -f-  1  >  si  elle  a  lieu  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s*étend  à  tous 
les  termes ,  et  que  le  dernier  /  Y  sera  le  produit  des 
m  -f- 1  seconds  termes. 

Les  remarques  énoncées  dans  le  numéro  i35  étant 
vraies  pour  le  quatrième  degré,  par  exemple,^  le  seront, 
suivant  ce  qu'on  vient  de  voir ,  pour  le  cinquième,  pour 
le  sixième  ;  et  en  s'élevant  ainsi  de  degré  en  degré,  elles 
seront  prouvées  en  général. 

Il  suit  de  là  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
m  de  facteurs  binômes  x  +  a,  x-^-b  y  x -h  c,x  +  d  y  etc, 
étant  représenté  par 

af^  +  A  a^-*  +  Bx"^-*  +  C  x*"-^  +  etc. , 

r 

^seratoujours  la  somme  des  m  lettres  a,  i,  c,  etc.,  ficelle 
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des  produitsde  ces  quantités  prises  deux  à  deux,  Ccelïe 
des  prodmtsde  ces  quantités  prises  trois  4  trois,  et  ainsi 
de  suite.  ' 

Pour  embrasser  k  loi  de  cette  expression  dans  un  seul 

terme,,  encon^éreraiunplacédansunrangindéterminé, 
et  que,  pour  cette  raison,  je  représenterai  par  iNTa^-^n. 

Ce  terme  sera  le  second,  si  Ton  fait  n=:  i  ;  le  troi- 
sième si  ron  fait  7i=a;.le  onzième,  sil'on  fait  zi  =  i  o,  etc. 
Dans  le  premier  cas ,  la  lettre  N  sera  la  somme  des  m 
lettres  a,  b,  c,  etc.  ;  dan^le  second  ,  celle  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux  ;  dans  le  troisième ,  ceUe  de  leurs  pro- 
dmts  dix  a  dix  ;  et  en  général  ceUe  de  leurs  produits  nkn. 

iZj.  Pour  changer  les  produits 

ioc+a)  (x+b)\  (x  +  a)  (x+b)  (:c  +  c}, 
(^  +  a)(x+i)(a;  +  c)(a:  +  J),etc., 
dans  les  puissances  de  a:  -f.  a ,  savoir,  en 

(ar-f  a)^,  etc., 

il  suffit  de  faire  dans  les  développemens  de  ces  produit», 
a-=ib  y  a=::b=xc, 

a=b=c=:d,        etc. 

Toutes  les  quantités  qui  multiplient  une  même  puissance 
de  07,  deviendront  alors  égales  entr'elles  :  ainsi  le  coef- 
ficient du  second  terme ,  qui,  dans  le  produit 

ix  +  a)  (x-f-i)  ix  +  c)  (^x+d) est  a+b+c+dj 

se  changera  en  4  a  ;  celui  du  troiéième  terme  dan»  k 
même  produit,  étant 

ab  +  ac-^-^ad+bc  +  bd+cd, 
deviendra  6a»;  et  de  là  il  est  aisé  d'apercevoir  que  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  x  se  changeront 
en  une  seule  puissance  de  a,  répétée  autant  de  fois  qu'ils 
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ont  de  termes^  et  marquée  parle  nombre  de  facteurs  que 
eontiennent  ces  termes.  Ainsi ,  le  coefficient  A^qui  multi- 
plie la  puissance  x"*"",  dans  le  développement  général, 
serk  la  puissance  nàea,  ou  a*,  répétée  autantde  fois  qu'on 
peutformer  de  produits  différens  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un  nombre  n  de  lettres  surnn  nombre  m; 
c'est  donc  à  la  recherche  du  nombre  de  ces  produits  qu'est 
ramenée  celle  du  coefficient  du  terme  affecté  dex"*"*". 

i38.  Pora*  parvenir  à  découvrir  le  nombre  dont  il  s'a- 
git, il  faut  d'abord  distinguer  les  arrangemens  ou  per^ 
mutations,  àesproàmta  ou  combinaisons.  Deux  lettres, 
aetb,  ne  donnent  qu'un  produit,  mais  sont  susceptibles 
de  deux  arrangemens,  ab  etba; trois  lettres ,  abc, qui 
ne  donnent  qu'un  produit ,  sont  susceptibles  de  six  ar- 
rangemens (88) ,  et  ainsi  de  suite. 

Afin  de  fixer  les  idées*,  je  suppose  qu'il  y  ait  en  tout 
9  lettres, 

et  qu*il  soit  question  de  les  arranger  7  à  7  ;  il  est  évident 
qu'en  choisissant  comme  on  voudra  un  arrangement  de 
six  de  ces  lettres ,  ab  cd  ef,  par  exemple ,  on  pourra  y 
joindre  successivement  chacune  des  trois  lettres  restantes 
g,  h  et  i,  et  on  aura  de  cette  manière  trois  arrangement 
de  7  lettres ,  savoir  : 

affcdefg,  abcdefhy  abcdefi. 
Ce  qu'on  vient  de  dire  sur  un  arrangement  particulier 
de  six  lettres,  conviendra  également  à  tous  ;  et  on  en  doit 
conclure  que  chaque  arrangement  de  six  lettres  en  don-- 
nera  trois  de  sept  lettres,  c'est-à-dire,  autant  qu'il  reste  de 
lettres  qui  n'y  sont  pas  emplo34£8.  Donc,  si  le  nombrç  des 
arrangemens  de  six  lettres  est  représenté  par  P  y  on  aura 
celui  des  arrangemens  de  sept  lettres  en  multiphant  P  par 
Soug— 6.  JElemplaçantles  nombres^  et  7par  m  et  par  a^ 
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et  regardant  P  comme  le  nombre  des  arrangemens  dont 
sont  susceptibles  m  lettres  prises  en  nombre  n  —  i ,  le  rai- 
sonnement ne  changera  pas>  et  on  aura  encore  pour  le 
nombre  des  arrangemens  composés  de  n  lettres  > 

P  [^m — ('1  —  1)3,       ^^      P  (m — Tt  +  i)- 

Cette  formule  renferme  implicitement  tous  les  cas  par- 
ticuliers. Pour  en  déduire,  par  exemple  y  le  nombre  d'ar- 
rangemens  de  m  lettres  prises  deux  à  deux,  onfera»=  a, 
ce  qui  donnera 

n—  1  =  1, 
et  on  aura 

P  =  to; 

car  P  égalera  alors  le  nombre  de  lettres  prises  une  à  une  : 
il  résultera  donc  de  là 

m(m — a  +  O       ou      m(m — i). 

Posant  ensuite 

P=:m(m — i)       et      n=3, 

on  trouvera  pour  le  nombre  d*arrangemens  dont  sont  sus- 
ceptibles m  lettres  prises  3  à  3, 

m  (n^-i— i)  (m  —  3-f-i)=m(m— i)  (m  —  a). 

£u  faisant 

P=  m  (  m  •— 1  )  (  m -r  a  )  et  n  =  4 , 
on  obtiendra 

m(m  —  i)  (m  —  a)  (m  —  3) 

pour  le  nombre  des  arrangemens  4^4-  ^^  calculera  donc 
ftinsi  de  proche  en  proche  les  expressions  du  nombre  d'ar- 
rangemens  formés  d'autant  de  lettres  qu'on  voudra  (*} . 
139.  Pour  passer  maintenant  du  nombre  des  arran- 


(*)  Dans  ces  arrangemens ,  on  exclut  les  r^pe'titîons  de  la  même 
lettre  ,  parce  (pt}sk  reehercfae  qui  nous  occupe  n'en  admet  pomt  ; 
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gemens  de  n  lettres,  à  celui  des  produits  différens, 
il  faut  connaître  le  nombre  d'arrangemens  dont  un 
même  produit  est  susceptible.  Pour  cela ,  on  obser- 
vera que  si,  dans  l'un  quelconque  de  ces  arrangemens, 
on  fixe  une  des  lettres  à  la  première  place ,  on  pourra 
faire  entre  toutes  les  autres  autant  de  permutations  que 
le  comporte  un  produit  de  n —  i  lettres.  Je  prends  pour 
exemple  le  produit  àb  cd  efgy  composé  de  7  lettres;  on 
peut,  en  laissant  a  à  la  première  place ,  écrire  ce  pro- 
duit d'autant  de  manières  que  le  produit  de  six  lettres, 
b  cdefgy  admet  d*arrangemen&;  mais  chaque  lettre  du 
produit  proposé  peut  être  première  à  son  tour  :  ainsi , 
nommant  Q  le  nombre  d'arrangesn^is  dont  est  suscep- 
tible un  produit  de  6  lettres ,  on  aura  Q  Xj  pour  celui 
des  arrângeménsd'un  produit  composé  de  7  lettres.  Il  suit 
de  là  que  si  Ç  désigne  le  nombre  d'arrangeriiens  que  peut 
fournir  un  produit  de  ti  —  1  lettres ,  Qn  exprimera  le 
nombre  d*arrangémens  d'un  produit  de  n  lettres. 

Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  sans  peine  de 
cette  formule  ;  car  en  faisant  n=  2,  et  en  observant  que 
lorsqu'iln'y  a  qu'une  seule  lettre,  Ç=  1 ,  il  vient  1  X2=a 
pour  le  nombre  .des  arrangemens. d'un  produit  de  deux 
lettres  ;  prenant  ensuite  Q=iX3€t»  =  3,  on  aura 

■  ■  ■  I  I  ■»»-■■  ■-il     ^.       l.l  ■■!      ■     I  111  ■     I  ■     I      ■■III     Mlll— ^1^— — .^  I  ^^»^^^— ^— ^—W ^— i^^^^^^^^M^M 

mais  la  théorie  des  permutations  et  des  combinaisons ,  servant  de 
base  au  calcul  des  probabilités,  présente  des  questions  où  cette  cir-* 
constance  peut  avoir  lieu.  Pour  en  calculer  réffet,  dans  l'exemple 
dont  je  me  suis  servi ,  il  suffira  d'observer  qu'on  peut  écrire  in- 
différemment  chacune  des  9  lettres  <»,  b^  c,  d,e,f,  g,hy  i,  à 
la  suite  du  produit  de  6  lettres  ab  cd  ef,  £a  nommant  donc  P  lu 
nombre  d'arrangemens  de  cette  espèce,  on  aura  P  x^poiur  le  nombre 
d'arrangemens  de  7  lettres.  Par  la  même  raison ,  si  P  désigne  le  nombre 
d'arrangemens  de  *»  lettres  prises  »•— i  h  b«— ri ,  celui  des' arrange' 
mens  n  à  n  sera  Pm.  -, 

Gela  posé ,  le  nombre  d'arrangemens  de  m,  lettres  prises  i  à  i  étant 
évidemment  m ,  celui  des  arrangemens  2  à  a  sera  m  X  m  ,  on  m*  ^  ce- 
lui des  arnui^mens  3  à  5  seramXntXf*?  ou  m^;  et  enfin  m*  ezpr^-r 
mcra  le  nombi»  d^arrant^eniens  n  h  tt* 


204  ]B    L    é    M   E.   N   a 

iXax3=6pour  le  nombre  d'arrangemens  d'un  produit 
de  trois  lettres  ;  faisant  encore  Q  =  i  X  a  X  3  et  ?>  =  4, 
il  enrésultera  iX2X3x4>ou  124  arrangement  possible» 
dans  un  produit  de  4  lettres  y  et  ainsi  de  suite. 

i4p.  Ce  qui  précède  étant  bien  conapris,  il  est  facile 
de  voir  qu'en  divisant  le  nombre  total  des  arrangement 
de  n  lettres,  fourni  par  les  m  lettres  proposées,  par  le 
nombre  des,  arrangemens  dont  un  m^me  produit  est  sus- 
ceptible ^  on  aura  pour  quotient  le  nombre  des  produit* 
différens  qu'on  peut  faire  en  prenant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  n  facteurs  parmi  ces  771  lettres.  Ce  nombre 

sera  donc  exprimé  par  -^-^^ — ■    t"      (*)  ;•  et  d'après  ce 

CM  on  a  vu  n*  107 ,  — ^^ — -rr • — ~  a"x"^"8eraieterme 

aifectéde  a:^-""  dans  le  développement  de  (x-f-a)*.. 

Il  est  évident  que  le  terme  qui  précède  celui-ci ,  sera 
p 
exprimé  par-rrra'*'*  x"^*"^*  j  car  en  remontant  vers  le- 

premier  terme ,  Texposant  de  x  augmente  d'une  unité  > 
et  celui  de  a  diminue  d'autant;  de  plus ,  P  et  Q  sont  h^ 
quantités  relatives  au  nombre  n  -««*  i« 


(*)  U  eit  à  propos  de  remarquer  qu'en  y  faisant  snccossivemeofe 
la  formule  ^  devieni 

uombres  qui  expriment  respectivement  combien  on  peut  faire  de  c  om- 
binaison^  avec  un  nombre  quelconque  m  de  choses,  en  les  pcenant 
iUux  à  deux^  ovl  trois  à  troU^  on  quatre  à  quatre,  etc. 
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\^i.SiVon{axtjj=^My  les  deux  termes  consécutifs 
indiqués  ci-déssus ,  deviendront 


il/a»--»  a;«-«-+-»  et  ilf 


(yn  — 7t+0  ^„ ^«„ 


n 


û»a;™- 


résultats  qui  montrent  comment  chaque  ternie  du  déye- 
loppementde  (x  +  a)"*  se  forme  de  celui  qui  le  précède. 

'En  partant  du  premier  terme  ,  qui  est  x"* ,  on 
arrive  au  second  ,  en  faisant  71  =  1  :  onaJ/=i, 
puisque  oc^  n*a  pont  coefficient  que  Tunité  ;  et  il  en 

résulte  — ■ aaf"^^,  ou  —  ax"^^.  Pour  passer  au 

troisième  terme ,  on  fait  ilf  ==  — .  et  n=3,  ce  qui  donn« 
— i i  a*a:"*"^.  Le  quatrième  s'obtient  par  la  sup- 
position de  M:= — ^ i  et  II  =  3 ,  qui  conduit  à 

1     .     a     .    3  ' 

produit  la  formule 

^  ^  l  1     .     a 

.      ,  m(^m — i)(ni — a)    ,    „^,   ,     ^ 

-I i- i-i —^  c^x"*^  +  etc.  : 

1     .     a     .     0  ' 

que  l'on  peut  convertir  dans  cette  règle: 

Pour  passer  d'un  terme  à  celui  qui  le  suit,  multipliez 
le  coefficient  numérique  par  l'exposant  de  x  dans  le  pre- 
mier; divisez  par  lé  nombre  qui  marque  le  rang  de  ce 
terme;  augmentez  de  l'unité  V exposant  de  a^  et  diminuez 
pareillement  celui  de  x. 

Quoiqu'on  ne  puisse,  fixer  le  nombre  des  termes  de  * 


ainsi  de  suite  ^  ce  qui 
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cette  formule  qu'en  assignant  une  valeur  particulière  à 
m  ^  il  ne  doit  cependant  rester  maintenant  aucun  doute 
sur  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  formule ,  quel- 
qu' éloignés  qu'on  les  suppose  du  premier  ;  et  on  voit  que 

m(7n—  i)  (m — ^a)  ....(nx  — 7i-+-i) 


Qiijjm— 1» 


1  ««AcO  •■••  f» 

exprime  le  terme  qui  en  a  ti  avant  lui. 

Cette  dernière  formule  s'appelle  le  terme  général  de 
la  suite 

^m  j ûtr»-»  -f.  — 2i 1  a*x«-^  +etc., 

1       '  1     .     a 

parce  qu'en  faisant  successivement 

»=:=:  I  ,     n=fl,     li:=3,etc., 

elle  donne  tous  les  termes  de  cette  suite. 

i/^Q.  Appliquons  maintenant  la  règle  du  numéro  pré- 
cédent à  la  formation  du  développement  de  (  x  -|-  a)^; 
le  premier  terme  étant 

jfi    ou    a^'afi  (37)> 
le  second  sera 

"à^x^    ou    5aac*, 
i 

le  troisième 

— ~a^oc?   ou    loa^a?. 
le  quatrième 

le  cinqmème 

lO  X  S  ^  r     / 

•  a*a:    ou     ocra?. 


le  sixième 


4 

5x  1 


c^af    ou    A 


l 
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Le  développement  s'arrête  ici  y  parce  que  pour  passer 
au  terme  suivant,  il  faudrait  multiplier  par  l'exposant  de  x 
dfths  le  sixième  ,  et  que  cet  exposant  est  zéro. 

C'est  aussi  ce  que  montre  la  formule  \  car  le  septième 
terme  ayant  pour  coefficient  numérique  , 

m(7n--ni)  (m — fl)  (m  — 5)  (m  —  4)  (^ — 5) 

contient  dans  le  cas  actuel ,  le  facteur  m  —  5 ,  qui  de- 
%dent  5  —  5  ou  o  ;  et  ce  même  facteur  entrant  dans  les 
termes  qui  viennent  après ,  les  rend  tous  nuls. 

En  réunissant  lés  termes  que  j'ai  obtenus  ci-dessus, 
il  vient  x 

« 

(  a;  +  a)^=  a:* -f- 5ax4  +  1  oo^x^  + 1  oa^ar*  •+•  5a*j: + a^ 

143.  On  déduirait  en  général  de  la  formule  du  nu- 
méro 141 9  le  développement  de  la  puissance  quelconque 
d'un  binôme  quelconque.  Si  l'on  avait ,  par  exemple ,  à 
former*la  sixième  puissance  de  f^x^  —  5a^,  il  suffirait 
de  remplacer  dans  la  formule  les  puissances  de  x  et  de  a 
par  celles  de  ax^  et  de  —  bc?  respectivement,  puisque 
si  l'an  fais^ 

ax*  ==  x'    et    —  5  a'  =  a' , 
on  aurait 

<2x3  — 5a3)6=(a/  +  a')6  = 

3cf^  +   6(/a/^  +  i5a'V4  +  aoc^^ys 
-H  i5a'V^+  6 a!^a/  +  a!^    (i4i), 

et  il  resterait  à  substituer  pour  a/  et  pour  (/  les  quantités 

que  ces  lettres  désignent.  On  trouverait 

(ax')«+    6(  — 5a3)  (ax^js^  ^5  (_5^3)a  ^^^^4 

^aoi  —  Sa^y  (ax3)3+i5  {  —  5a^Y  (ax^)» 
+   6(  — 5a^)Hax5)  +(— 5a3)6, 

ou  64^**  —  gSoo'x'^  +  6000  a^x" 

—  ao.oooa9x9  +  2j5oo  a**  x* 
— 375ooa»*x5+  i56a5  a'\ 
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Les  termes  de  ce  développement  sont  alt€frnatiye«« 
ment  positifs  et  négatifs  ;  et  il  est  visible  qu*il  en  sera 
toujours  de  même  ,  lorsque  le  second  terme  du  binon» 
proposé  aura  le  signe  — . 

144.  On  prépare  la  formule  du  numéro  i4i  ,  d'une 
manière  qui  en  facilite  Tapplication  dans  les  cas  ana* 
logues  au  précédent. 

En  observant  que 

M*iit  f]r^  nc^ 

x«-i=_,    a:»-=_,    af^3^^^  etc., 

elle  peut  être  écrite  ainsi 

^  \    ^  o.     ^  ,  rn(m  —  »  )  «*  .^  ,    ^ 

a:*".H op**  +  — ^^ ^  —  x*+ etc. , 

1    ce  1    •    3      J# 

ce  qui  revient  à 

C  IX  1     .    a       or 

m(^m — i)(7n  —  2)  a*  *> 

en  isolant  le  facteur  commun  af^.  Pour  calcider  par 
cette  formule  y  il  faut  former  la  suite  des  nombres 

m         m — 1  m^a         m — 3 

—  ,       ^^-^,       -^,       —-.etc., 

■         a 
multiplier  d'abord  le  premier  par  la  fraction  -  >  pms  le 

'  .      a        . 

résultat  par  le  second,  et  encore  par  la  fraction  —  ,  puis 

a 
encore  fe  résultat  par  le  troisième  et  par  la  fraction- ,  et 

ainsi  de  suites  ajouter  la  somjne  de  ces  termes  d  l'unité, 
et  enfin  multiplier  le  tout  par  le  facteur  x"*. 

Dans  l'exemple  (ax^^^ôo^)*,  il  faut  écrire  (aor*)*  à 


L 


I 

-  v 
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jy  Cl  et 

la  place  de  x",  et -%  à  celle  de  -.  Je  laisserai  an 

lecteur  le  soin  d'effectuer  le  calcul  (*). 

145.  On  ramène  facilement  le  développement  de  la 
puissance  d  un  polynôme  qncdconque  y  à  celtii  des  puis- 
sances du  binôme,  ainsi  que  }e  vab  le  montrer,  en  for* 
mant  la  troisième  puL»ance4u  trinôme  a  -f-  &  -f-  ^^^ 

Je  fais  d*abord  b  -^czrzm^iHt  j'obtiens 

mettant  ensuite  pour  m  le  binôme  A  -^  c,  qu'elle  re- 
présente ,  fai 

tl  ne  reste  plus  qu'à  développer  les  puissances  du  binôme 
i  -)"  ^»  ^^  ^  effectuer,  sur  ces  puissances,  lesmuldplica* 
tions  indiquées,  ce  qui  donnera 

+  3a*c  +  6abc  +  Zb^c 
4.  Za&  -1-  36c* 

De  Vextraction  des  racines  des  quantités  complexes^ 

I  146.   Ayant  exposé  la  composition  des  puissances 
des  quantités  complexes,  je  vais  passer  à  l'extraction 
de  leurs  racines,  en  commençant  par  la  racine  cu- 
bique des  nombres. 
Pour  opérer  ^Textractioh  de  la  racine  cubique  des 


■■  t  ■*■ 


(*)  La  formule  du  d^yeloppemenc  (ie  (41 -4-0)'^  convient  à  tomct. 
\m  valetDTt  de  l'ezpossm  m,  et  s'applique  également  an  caa  oit  cet 
exposant  serait  fractionnaire  ou  négatif.  Cette  propriété',  qui  eit  très 
importante,  est  prouvée  dans  le  Complément  de  ce  Traité 
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no^ibres ,  il  faut  d*abord  connaître  les  cubes  des  nom* 
bres  d'un  seul  chiffre  ;  on  les  trouvera  dans  la  seconde 
ligne  de  la  table  ci-dessous  : 

1^3456789 
1        8      27      64    1^    âi6    343    5iA    729 

et  le  cube  de  10  étant  1000 ,  tout  nombre  de  trois  chif- 
fres ne  renferme  que  le  cube  d'un  nombre  d'un  seul. 

La  formation  du  cube  d'un  nombre  de  deux  chiffres 
s'opère  d'une  m^ère  analogue  à  celle  du  quarré;  car 
en  décomposant  ce  nombre  en  dixaines  et  en  unités  , 
désignant  ensuite  les  premières  par  a^  les  secondes  par 
b ,  Û  vient 

ce  qui  fait  voir  que  lé  cube,  ou  la  troisième  puissance 
d'un  nombre  composé  de  dixaines  et  d'unités ,  renferme 
quatre  parties ,  savoir  :  le  cube  des  dixaines  ,  trois  fois 
le  quarré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités ,  trois  fois 
les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités,  enfin 
le  cube  des  unités. 

Soit  47  le  nombre  dont  on  demande  la  troisième  puis- 
sance ;  en  faisant  a  =  4  dixaines  ou  4o>  6=7  unités  , 
09  trouvera 

c?  =  64000 
3  a'b  ==  33600 
Zai^zzz    B880. 
y=     343 

Total 103833  =  47x47x47. 

Pour  revenir  maintenant  du  cube  io38a3  à  sa  ra- 
cine 47 1 .  on  remarquera  d'abord  que  64000  ,  cube 
des  dixaines  4  9  n'a  point  de  chifires  significatifs  d'un 
ordre  inférieur  aux  mille  ;  on  peut  donc ,  dans  la 
recherche  du  cube  des  dixaines^  faire  abstraction  des 


_j 
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cfei\taines,  des  dixaines  et  des  unités  du  nombre  io38a3. 
t)'après  cela ,  en  disposant  Topétation  comme  pour 
l'extraction  de  la  racine  quarrée ,  on  séparera  les  trois 
premiers  chifFreâ  sur  la  droite  par  une  io3,8a3    I  J^'j 
virgule  -,  le  plus  grand  cube  contenu  "^^  /g 

dans  io3,  sera  celui  desdixaiaes.  On  !L 

verra  par  la  table  précédente  que  ce     Sg  8,23 
cube  est  64 ,  dont  la  racine  est  4  >  on  posera  donc  4  à  la 
place  destinée  à  la  racine.  On  retranchera  ensuite'  ^/^ 
de  io3  ;  et  à  côté  du  reste  39 ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres.  Le  reste  totaj,  SgSaS ,  contiendra  en-- 
core  trois  parties  du  cube ,  savoir ,  trois  fois  le  quarré 
des  diitaines  multiplié  par  les  unités  ,  ou  So^d^  troid 
fois  les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités  ^ 
ou  3  ai*  »,  et  le  cube  des  unités ,  ou  IP.  Si  l'on  avait:  la 
valeur  du  produit  Zcâ^b  ^  cojoime  on  connaît  déjà  les 
dixaines  a,  en  divisant  ce  produit  par  3rf*,  on  obtien- 
drait les  unités  b  \  mais  quoiqu*on  ne  connaisse  pas 
3a*ft,  on  sait  cependant  quç  ce  produit  ne  doit  avoir 
aucun  chiffre  significatif  d*un  ordre  inférieur  aux  cen«* 
taines,  puisqu'il  contient  le  facteur  a*  qui  exprime  le- 
quarré  des  dixaines  :  il  ne  peut  donc  se  trouver  que . 
dans  la  partie  398 ,  qui  reste  du  nombre  39823,  après . 
qu*on  en  a  séparé  les  dixaines  et  les  Unités,  partie  qui 
contient  en  outre  les  centaines  que  fournissent  le  produit 
3a6*  des  dixaines  par  le  quarré  des  unités,  et  le  cube  b^ 
des  unités. 

En  divisant  SqB  par  48,  qui  exprime,  dans  Texerapk  - 
proposé,  le  triple  quarré  des  dixaines ,  3a*  ou  3 X 1 6 ,  on 
trouvera  pour  quotient  8;  mais  ce  qui  précède  fait  voir, 
qu'on  ne  doit^as  adopter  ce  chiffre  pour  les  unités  de 
la  racme  cherchée  sans  l'avoir  vérifié ,  et  cela  en  formant 
les  trois  dernières  parties  du  cube  que  doit  contenir  lè 
reste  39823.  En  faisant  i  =  8  ,  on  trouve 

i4«* 


s^iâ  i  ja  à  M  B  IX 

^  3d»i  =  384oo 

3a6*=   7680 


Total 46693    ' 

et  ce  jésultat  »  surpassant  3g8a3^  prouve  qu'il  faut  dimi- 
nuer le  nombre  8  pris  pour  les  imités.  En  essayant  7  de 
la  même  manière^  on  voit  qu'il  satisfait  aux  conditions^ 
et  que  par  conséquent  4?  ^st  la  racine  demandée. 

Au  lieu  de  faire  la  vérification  que  je  viens  d'em- 
ployer, on  préfère  "ordinairement  d'élever  immédiate- 
ment au  cube  le  nombre  qu'expriment  les  deux  chiffrer 
tiouvés,  ea  k  multipliait  par  ton  quaxré.  Eo  opérant 
ainsi  sur  4^  >  on  trouvera 

'      48X48X48=110593, 

et  ce  nombt-e ,  étant  plus  grand  que  le  proposé  loSSaS, 
montre  encore*  que  le  chiffre  8  est  trop  fort. 

147.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  ci-dessus  doit 
s'effectuer  de  même  sur  tous  les  nombres  exprimés  par 
plus  de  trois  chiffres  et  moins  de  7.  Ayant  séparé  les 
trois  premiers  vers  la  dr^te ,  on  cherchera  le  plus  grand 
cube  contenu  dans  la  partie  restante  à  gauche  ;  on  por- 
tera sa  racine  à  la  place  qui  lui  est  destinée  ;  on  retran- 
chera ce  cube  de  la  partie  du  nombre  proposé  sur  la- 
quelle on  a  opéré  ;  à  côté  du  reste ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres  ;  on  sépare^ra  les  dixaines  et  les  unités^ 
et  on  divisera  ce  qui  reste  à  gauche  par  le  triple  du 
qnarré  des  dixaines  trouvées  y  mais  avant  d'écrire  le 
quotient  à  la  racine ,  on  le  vériJSipra  en  élevant  au  cube 
le  nonfbre  qu'exprime  ce  chiffre  joint  auX  dixaines 
connues.  Si  le  résultat  de  cette  opération  est  trop  fort, 
on  dimhiuera  le  chiffre  dés  unités  ;  on  procédera  à  une 
«ouvelle  vérification  /et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
trouve  un  résultat  égal  au  nombre  proposé ,  ou  moindre 
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éffae  ce  «lombre ,  sll  n*eât  paà  lin  cube  parS^it.  Dans  c^ 
cas  ;  la  racine  trouvée  n'est  que  celle  du  plu$  gran^ 
tmbe  qu'il  contient.  Comme  on  a  souvent  des  restés  txifi 
considérables  «  voici  à  quoi  on  pourra  reconnaître  si  l^ 
cbifire  des  unités  n'est  pas  trop  fiûble. 

Le  cube  de  a  +  è ,  lorsqu'on  fait  ft  =  i ,  devient  celui 
de  a  +  1 ,  et  a  pour  expression 

quantité  qui  surpasse  a^,  cube  de  a ,  de 

3a*  ^  5a  4-  ^* 
11  auit  de  là  que  tant  que  lé  reste  éPune  exthiction  4e 
la  racine  cubique  sera  moindre  que  trois  fois  le  quarré 
de  ta  racine  ,  plus  trois  fois  la  racine^  plus  l'unité, 
cette  racine  ne  sera  pas  trop  faible, 

148.  Pour  extraire  la  racine  de  io58fl38i7 ,  on  ob- 
servera d'abord  que,  quel  que  soît  lé  nombre  de  chiffres 
de  cette  racine ,  si  on  la  décompose  en  unités  étdi:teihes , 
le  cube  de  celles-ci  né  pourra  faire  partie  des  trois 
derniers  chîBPres  vêts  la  droite,  et  devra  par  coasé'^ 
quent  se  trouver  dans  io58a5.  Mais  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  loSBaS  aura  phis  d'un  chiffre  à  sa  racine  , 
qui  pourra  par  conséquent  se  décomposer  en  unités  et 
dixaines;  et  lé  bube  de  ces  (fixàihes ,  ne  descendant  pas 
an-dessoùsdes  mille,  ne  poun'a  faire  partie  destroÎB  der- 
niers chiffres  Ba3.  Si,  après  la  séparation  de  ceux-ci,  il 
restait  encore  plus  de  trois  chiffrés  vers  la  gauche ,  on  ré- 
péterait le  raisonnement  précédent^  et  Ton  parviendrait 
ainsi  à  nj^^rquer  }^  place  du  cube  des  unités  de  Tordre 
le  plu^  «élevé  ,de  la  racine  cherchée,  en  partageant  le 
nombrç. proposé  en  tranehesde  trois  chiffres ,  en  allant 
Qe  dr£>i|:(B  à  gajuche ,  l^  df^rnière  pouvant  en  contenir 
moins  de  trois. 

O^la  posé  ,  «près  avoif  préparé  l'opératioa  comme 
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&  Fordinaire ,  on  ohercheraî  a  abord  ^  par  la  règle  du 


a**  précédisnt,   la  racine  cubique  105,823,817 
des  deux  premières  tranches  à 


H 


47S 


■TT" 


48 
G627 


gauche ,  et  on  trouvera  4?  potir 

résultat  ;  on  retranchera  le  cube       4*  8,a3 

de  ce  nombre  deis  deux  tranches      io3  8â3 

quilecontiennent^àcôtédtrreste  "      30008  17 

aooo,  on  abaissera  la  tranche  sui-     .  ^c  q  «cr  o 

^  o          1          t             ft         lOD  oao  017 
vante  o  1 7,  et  le  nombre  20008 1 7  J_ 

doit  renfermer  les  trois  dernières  000  000  000 
parties  du  cube  d'un  nombre  dont  4?  exprime  les  dîxai-f 
nés,  et  dont  on  cherche  les  unités  :  on  trouvera  donc 
ces  unités,  comme  dans  l'exemple  du  numéro  cité ,  en 
séparant  les  ^eux  derniers  chiiFres  vers  la  droite  du 
reste ,  et  en  divisant  la  partie  4  gauche  par  §627,  triple 
daquan*^  àe'47^  Qn  vérifiera  le  quotient  3 ,  pn  élevant 
473  ^u  cube ,  et  on  trouver^  pour  résultat  le  poqibre  pro- 
posé lui-méqie ,  parce  que  ce  noiubre  e^t  un  euhe  parfait. 

L'explication  de  l'exemple  ci-dessus  peut  tenir  lieu 
de  règle  générale.  Si  le  noml^re  proposé  avait  une  trancha 
de  plus ,  on  continuerait  lopération  comme  on  Ta  fait 
pour  la  troisième;  çt  il. ne  faudrait  pas  manquer  dç 
mettre  un  zéro  à  U  rae^nfi,  si  le  nombre  à  diviser  sur 
la  gauche  du  reste  ,  ne  contenait  point  celui  par  lequel 
il  faut  le  diviser  :  on  i^esqendrait  alors  la  tranche ,  svà-r 
vante,  et  on  opérerait  sur  cette  trauclie réunie  au  reste , 
pomme  sur'  les  précédentes,  .     . 

14g-  Puisque  le  cube  d'une  fraction  s^'obtieni  en  muh 

tipîiant  cette  fraction  par  son  qucsn^  y  ou  ^  ce  qui  re^ 

i/ient  au  même ,  en  cubant  son  numérateur ,  et  én^éiibanï 

son  dénominateur,  il  s'ensuit  qu'on  retombera  sur  ^ 

Macine,  en  prenant  celle  du'nom^aunttmétàte^'èVtelk 

•  .  5  "•  '  '^^  "'^  ''    ' 

fl^  wi^vcçÊ^n  dénominateur ^L^  c^be  de  k  ,  ^p,^  çpcfijupl«« 


r' 
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m. 
côt — ^;  prenant  la  racine  cubique  de  ifl5  et  celle  de 

ai 6,  ou  retrouve  g. 

Tel  est  le  procédé  qu'il  faut  suivra  lorsque  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  sont  touadeux  des  cubes  par*^ 
faits  :  mais  lorsque  cela  n*a  pas  lieu  ,  on  s'épargna  la 
peine  d'extraire  la  racine  du  dénominateur ,  en  mul- 
tipliant par  son  quarré  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposée  ;  car  le  dénominateur  résultant  de  cette  opé- 
ration se  trouve  le  cube  du  dénominateur  primitif,  et 
il  ne  reste  qu'à  prendre  la  racine  du  numérateur.  Si  l'on 

3 
avait  ^  par  exemple ,  ?  >  en  multipliant  les  deux  termes 

de  cette  fraction  par  95  «  quarré  du  dénominateur ,  on 
aurait  yS 

5X5X5' 

la  racine  du  dénominateur  est  5  :  quant  à  celle  de  yS ,  on 
trouve  qu'elle  est  entre  4  et  5.  En  se  bornant  à  4>  on  aura 

4  g 

-p  pour  la  racine  cubique  de  p  ,  à  moins  d'un  cinquième 

près.  Pour  avoir  une  exactitude  plus  grande ,  il  faudra 
extraire  la  racine  approchée  de  'j5  par  les  moyens  que 
j'indiquerai  plus  bas. 

Lorsque  le  dénominateur  sera  déjà  un  quarré  parfait, 
il  suffira  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
la  racine  quarrée  du  dénominateur.  Ainsi  pour  trouver 
la  racine  cubiquq  de  -^ ,  je  multiplie  les  deux  termes  par 
5,  racine  quarrée  de  9,  et  j'obtiens 

13 


3x3x3' 

prenant  la  racine  du  plus  grand  cube  8  contenu  dans  la, 
il  vient  |  pour  la  racine  cherchée  ,  à  moins  d'un  tiers.  • 
i5o.  Il  suit  des  n°  97»  98  et  126  >  que  les  puissances 
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des  fractions  irréductibles  sont  aussi  des  fracttoos  irré- 
ductibles y  et  que' par  conséquent  la  racine  cubique  d'un 
nombre  qui  n'est  pas  un  cube  parfait^ne  peut  s'exprimer 
exactement  par  aucune  fraction  y  qudque  grand  que  soit 
le  dénominateur  :  c'est  donc  une  quantité  irrationneDe, 
mais  d'une  espèoe  diiFéjnente  delaiwine  quarrée  ;  carie 
plut  souvent  il  est  iitipossible  d'exprimer  l'une  par  l'autre. 

'i5a.  On  pourrait  obtenir  la  racine  cubique  appro** 
ciiée ,  par  le  moyen  des  fractions  ordinaires^  en  se  ser-^ 
vant  d'un  procédé  analogue  à  celui  que  j'ai  fait 
donnaitre  ^  n*  ic0  ^  sur  la  racine  quarrée ,  et  trop  facile 
à  imaginer  pour  queje  m'y  arrête ,  ?a  qu'il  serait  d'ail* 
leurs  peu  commode. 

La  meilleure  manière  d'employer  les  fractions  ordi- 
naires pôor  cette  reolierche  ^  consiste  à  extraire  la  racine 
en  fractions  d'une  espèce  donnée.  Pour  obtenir ,  par 
exemple  y  la  racine  cubique  de  sa  ^  à  moins  d'un  dn- 
^uième  d'unité ,  on  observera  que  le  cube  de  7  est  ^  ,et 
on  réduira  par  conséquent  as  en  2^  :  la  racine  de  2760, 

étant  prise  en  nombre  entier,  on  aura  -—  ,  ou  a  | ,  pour 
celle  dîe  aa. 

i5a.  Le  moyen  le  plus  en  usage  pour  extraire  par 
approximation,  la  racine  cubique  d'un  nombre,  consiste 
à  convertir  ce  nombre  en  fraction  décimale,  mais  en 
observant  que  ce  ne  petit  être  qu'en  millièmes  ou  en 
millionièmes,  etc.,  parce  que  les  dixièmes  deviennent 
des  millièmes  lorsqu'on  les  élève  à  la  troisième  puis- 
sance, les  centièmes  se  changent  en  millionièmes,  et 
en  général,  te  nombre  des  chiffres  décimaux  qui  se 
trouvent  au  cube  est  triple  de  celui  que  contient  la 
racine.  II  faut  conclure  de  là  qu'on  doit  mettre  à  la  suite 
du  nombre  proposé ,  troi&  fois  autant  de  zéros  qu'on 
veut  avoir  de  décimales  à  sa  racine.  On  fera  ensuite 
l'extraction  d'après  les  règles  exposées  dans  ce  qui  pré- 
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cède  j  et  on  séparera  au  ré&uhat  le  nombre  demandé  de 
chiffres  décimaux* 

Si  l'on  voulait  ayoir^  par  exemple  ^  la  racine  cubiqne 
de  3227 ,  à  moins  d'un  centième  près ,  on  écrirait  six 
zéros  à  la  suite  de  ce  nombre,  et  on  extrairait,  d'après 
la  règle,  la  racine  de  337000000.  Voici  l'opération  : 


3^7,000,000 

688 

216 

108 

1 1 10,00 
3i4  432 

1387a 

19  S68o,oo 
3fl5  660  6711 

1  339  3a8 

On  séparerait  ensuite  deux  chiffres  décimaux  sur  la 
droite  du  résultat ,  et  on  aurait  6,88  ;  mais  il  sera  plus 
exact  de  prendre  6,89 ,  parce  quelle  cube  de  ce  dernier 
nombre,  quoique  plus  fort  que  337 ,  en  approche  da- 
vantage que  celui  de  S,88. 

Si  le  nombre  proposé  contenak  déjà  des  décimales , 
il  faudrait,  avant  de  commencer  Textractîmi,  mettre  à 
sa  droite  autant  de  zéros  qu'il  serait  nécessaire  pour 
rendre  le  nombre  de  chiffres  décimaux  multiple  de  3. 
Soit,  par  exemple,  0,07,  on  écrira  0,070  :  prenant  la 
racine  de  70  millièmes,  on  trouvera  0,4.  Pour  pousser 
L'exactitude  jusqu'aux  centièmes  ,  il  faudradt  mettre 
encore  trois  zéros  de  plud,  ce  qui  ferait  0,070000.  La 
racine  de  70000,  extraite  en  nomI»res  entiers ,  étant  4^  > 
celle  de  0,07 ,  à  moins  d'un  centième  près ,  serait  o,4i- 

i53.  Après  avoir  fourni  les  moyens  d'extraire  la  ra- 
cine quarrée  et  la  racine  cubique  des  nombres,  la  for- 
mule du  binôme  conduit  à  un  procédé  analogue  pour 
obtenir  la  racine  d'un  degxé  <iuelGonque  ;  mais  avant 
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d'exposer  ce  procédé ,  je  ferai  quelques  remarques  sur 
Textraction  des  racines  dont  Texposant  est  un  nombre 
qui  a  des  djviseura. 

L'extraction  de  la  racine  quatrième  peut  s'effectuer 
au  moyen  de  deux  extractions  successives  de  la  racine 
quarrée^  car  en  prenant  d'abord  la  racine  quarrée  d'une 
quatrième  puissance,  de  a^,  par  exemple,  on  tombe  sur 
le  quarré,  ou  a^ ,  résultat  dont  la  racine  quarrée  esta, 
ou  la  quantité  cherchée. 

On  verra  de  même  que  trois  extractions  successives 
de  la  racine  quarrée  équivalent  à  l'extraction  de  la  ra- 
cine huitième ,  puisque  la  racine  quarrée  da  a^  çst  o^ , 
que  celje  de  o^  est  o^ ,  et  qu'enfin  celle  de  a*  est  a. 

Il  est  évident  de  cette  manière ,  que  toute  racine  d'un 
degré  marqué  par  quelqu'un  des  nombresâ,  4>  ^j  ^^> 
5a,  etc.,  c'est-à-^lire  par  une  puissance  de  a,  s'obtiendra 
par  une  suite  d'extractions  de  la  racine  quarrée. 

Les  racines  dont  les  exposans  ne  sont  pas  des  nombres 
premiers ,  peuvent  se  ramener  à  d'autres  d'un  degré 
moins  élevé  ;  la  racine  sixième ,  par  exemple ,  s'obtiendra 
par  une  exaction  de  la  racine  quarrée  suivie  d'une 
extraction  de  la  racine  cubique.  Pour  s'en  convaincre, 
il  suflit  d'observer  qu'en  opérant  ainsi  sur  a^ ,  on  trouve 
d'abord  a*,  puis  a;  on  pourrait  aussi  prendre  d'abord 
la  racine  cubique  ,  ce  qui  donnerait  a^,  puis  la  racine 
quarrée,  et  on  aurait  a. 

i54-  Je  passé  maintenant  à  la  méthode  générale,  que 
j'appliquerai  au  cinquième  degré.  Sa  marche  «era  plus 
facile  à  saisir  sur  un  cas  particuUer;  et  en  la  rapprochant 
des  règles  que  j'ai  données  pour  l'extraction  de  la  racine 
quarrée  et  pour  celle  de  la  racine  cubique ,  on  verra 
sans  peine  comment  il  faut  opérer  pour  un  degré  quel-» 
conque. 
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Soit  donc  à  extraire  la  racine  cinquième  de  a3i  S54007; 
J  observe  d'abord  que  le  plus  petit  nombre  de  a  chiffres, 
c'est-à-dire  10^  en  a  six  à  sa  cinquième  puissance ,  qui 
,  est  lOGOOo  y  et  j'en  conclus  que  la  racine  cinquième  du 
nombre  proposé  à  au  moins  deux  chifires  :  je  pourrai 
donc  représenter  cette  racine  par  a  -^  b,  a  étant  les 
dixaines  ,  et  b  les  unités  ;  et  le  nombre  proposé  aura 
pour  expression 

Je  ne  développe  point  tous  les  termes  de  c^tte  puissance, 
parce  qu'il  suffit  de  connaître  la  composition  des  deux 
premiers ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Cela  poséi^^'  il  est  évident  que  {fi,  on  la  <|»qnièmç  puis- 
sance des  dixaines  de  cette  racine  >  ne  pouy^t  descendre 
Au-dessous  des  centaines  de  mille  ^  joie,  ffdt  point  p^tie 
des  cinq  premiers  chiffres  à  droite  \  je  sépare  donc  ces 
cinq  chiffres. .  S'il  en  restait  plus  de  cinq  à  gauche ,  je 
ferais  à  leur  égard  le  même  raisonnement  que  tout  à 
l'heure ,  et  je  séparerais  ainsi  le  ^nombre  proposé  en 
tranches  de  cmq  chiffres  «  en  allant  de  droite  à  gauche  : 
la  dernière  de  ces  t^raficbes  vers  la  gauche,  contiendra 
la  cinquième  puissance  de^  unités  dç  l'ordre, le  plus  élevé 
qui  soit  dans  la  racine. 


En  formant  les  cinquièmes  puis-    7  r  c  / 
sancesdesnombresd'unseulchiffre,.  '  ^^^ 
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je  reconnais  que  a3i5  tombe  entre  1024 

la  cinquième  puissài^ce  de  4>  qui  est  .       ''  R  /  o»y 

1024,  et  celle  de  5,  qui  estSiâS.  -  / 

Je  prends  donc  4  pour  les  dixaines  de  l,à  racine  cher- 
chée ;  et  retranchant  la  cinquième  puissance  de  ce  nom- 
bre, ou  1024^  de  la  première  tranche  du  nombre  proposé, 
j'ai  pour  reste  1231 ,  à  côté  duquel  je  descends  la  tranche 
suivante.  Le  nombre  qui  en  résulte  doit  contenir  les 
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5«niie8  5a*A  -f  100*6*  +  etc.  reeUikt  de  (a  +  *)^  après 
ÇU*<Hi  ea  a  retrenché  a*  ;  laais  le  plu«  élevé  de  ces  termes 
fist  5M ,  on  cinq  £bis  la  quatrième  puissance  des  dizaines 
multipliée  par  les  unités^  parce  qu*il  ne  descend  pas  au- 
dessous  des  dixaines  de  mille.  Pour  le  considéra  en  par- 
ticulier ,  on  séparera  les  4  derniers  chiffres  sur  la  droite , 
qui  n'en  font  point  partie  ^  et  le  nombre  iâgi5^  restant 
à  gauche ,  contiendra  ce  terme ,  plus  les  dixaines  de  mille 
provenant  des  termes  qui  le  suivent.  On  voit  donc  qu'en 
divisant  1291 5  p^  5a4^  ou  cinq  fois  la  quatrième  puis- 
sance des  4  âbcaines  trouvéeis,  on  ne  parviendra  qu'à 
approcher  des  unités.  La  quatrième  puissance  de  4  ^^t 
a56  ;  son  quintuple  s'élève  à  1280  -,  divisant  lagiS  par 
lâSo,  on  troài^raît  16  potir  quotient  ;  maiB  on  ne  sau- 
rait  mettre  plus  de  9  à  la  racine ,  et  il  faut  même ,  avant 
d'adopter  ce  cUfiîne ,  essayer  si  la  racine  49  qu'il  donse^ 
t&n  le  joignant  aux  4  dixaines  qu'on  a  déjà,  ne  produit 
pas  une  cinquième  puissan6e  plus  forte  que  le  nombre 
proposé.  On  trouve  de  cette  manière  qu'il  faut  diminuer 
le  nombre  49  de  deux  unités ,  et  (fae  la  vraie  racine  est 
47  y  avec  urt  reête  égal  à  2209000  ;  «ar  la  cinquième  pïd&- 
sance  de  4?  est' 229345007  ;  c*est-ô-dire  que  la  racine 
exacte  du  nombre  proposé  tcJWbé  entre  47  et  48. 

S'il  y  avait  une  tranche  de  plus,  on  rabaisserait  pour^ 
la  joindre  au  reste  €[u'ont  laissé  les  deux  premières 
tranches  ^  après  la  soustraction  de  la  cinquième  puis- 
sance des  deux  chiffres  déjà  trouvés;  on  itérerait  sur 
ce  reste  comme  on  &  fait  sur  le  précédent^  et  ainsi 
de  suite.  ? 

D'après  ce  qu'on  vient  de  live,  il  est  facile  d'étendre 
au  cas  actuel  tes  règles  données^  tant  pour  extraire  là 
racine  quarrèe  et  la  racine  cubique  des  fractions ,  que 
pour  approcher  des  racines  des  puissances  imparfaites 
de  ces  degrés. 
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i55.  Cest  par  des  procédés  fmidés  sur  les  mêities 
principes,  qu'on  parvient  à  extraire  les  racines  àûè 
quantités  Kttérales;  l'exemple  suirant  suflSra  pour  mon- 
trer comment  on  doit  s'y  prendre  dans  nn  degré  qùèl-* 
conque. 

On  a  trouvé,  dans  le  n^  i43yla  sixième  puissance 
de  â  jc^ — 5  o^  ;  je  reprends  cette  puissance  pour  en  ex- 
traire la  racine  sixième ,  et  pour  cela  j<e  la  dispose 
comme  il  suit  : 

» 

4-S75ooa**x*— 375ooa*®a?  aar' — 5a* 
— G4a:'» 


I^M 


igar'^ 


reste    —  ^Socfix^  •+  etc. 

La  quantité  proposée  étant  oMonnéé  par  rapport  à  j?, 
son  premier  terme  doit  être  la  sixième  puissance  du 
premier  terme  de  la  racine  ordonnée  de  la  même  ma- 
nière ;  prenant  en  conséquence  la  racine  sixième  de 
64k'*,  suivant  la  règle  du  n"*  129,  on  a  ax^. 

En  élevant  ce  résultat  à  là  sixième  puissance,  et  la 
soustrayant  de  la  quantité  proposée,  le  reste  qu'on 
obtient,  commence  nécessairement  pur  le  deuxième 
terme  du  développement  de  la  sixième  puissance  des 
deux  premier»  termes  de  la  racine.  Or ,   dans  l'ex-* 

pression 

(  a  4. 6  )8  =  a«  +  6a*6  +  etc., 

ce  terme  est  le  produit  de  six  fois  la  cinquième  puis- 
sance  du  premier  terme  de  la  racine  par  le  second;  et 
si  on  le  divisait  par  6(^ ,  le  quotient  serait  le  second 
terme  6. 

Il  faut  donc  former  six  fois  la  cinquième  puiss^ce 
du  premier  terme  2.xr^de  la  racine ,  ce  qtii  donnera 

6  X  3ax'?  ou  igax'^. 
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et  diviser  par  cette  quantité  le  ternie  — gSoa^x'*,  qui 
commence  le  reste  de  l'opération  précédente  ;  le 
quotient  —  5c^  est  Je  second  terme  de.  la  racine. 
Pour  le  vérifier ,  on  élèverait  à  la  sixième  puissance  ^ 
le  binôme  âx^ — 5a^;  et  le  résultat  donnerait  la  quan^ 
tité  proposée. 

Si  la  racine  devait  contenir  un  terme  de  plus ,  on 
trouverait  après  l'opération  ci-dessus ,  un  second  reste 
qui  commencerait  par  six  fois  le  produit  de  la  çin-* 
quième  puissance  des  deux  premiers  termes  de  la  ra- 
cine ^  par  le  troisième  )  et  qu'il  faudrait  par  con-^ 
séquent  diviser  par  6(2x^-T5a^)^  :  le  quotient  serait 
ce  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  on  le  vérifierait  en 
formant  la  sixième  puissance  des  trois  termes  trouvés. 
On  procéderait  de  même  pour  obtenir  tous  les  ter- 
mes suivans,  en  quelque  nombre  qu'ils  fussent. 

Des  équations  à  deux  termes. 

i56.  Toute  équation  où  l'inconnue  se  trouve  à  la 
inême  puissance .  dans  chacun  des  termes  qui  la  con- 
tiennent, peut  toujours  se  réduire  à  deux  termes ,  dont 
l'un  est  la  réunion  de  tous  ceux  qui  renferment  l'in- 
connue I  et  l'autre  comprend  l'assemblage  des  quan- 
tité» données  :  on  l'a  déjà  vu  pour  le. second  degré,, 
n^  io5,  et  il  est  facile  de  le  concevoir  pour  un  degré 
quelconque. 

Si  Ton  a  par  exemple  l'équation 

en  passant  tous  les  termes  affectés  de  x  dans  un  seul 
membre,  on  en  déduira 

a*x^  —  acxr'  zinb^c?  -f-  c?b* 
eu  (a*  —  ac)a?  =  b^(?  +  û^^*- 

Si  maintenant  on  représente  les  quantités 
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a*  —  ac  par  p,     Me*  -f-  a*i*    par  q , 
réquation  précédente  deviendra 

et  en  dégageant  la  quantité  x^ ,  on  aura 

P 

d'où  l'on  conclura 


«=i/i. 


En  général ,  toute  équation  a  deux  termes  étant  ra<* 

menée  à  la  forme 

px«==:</, 

donne  alors 

a 
jc«=:  2.; 

P 

et  prenant  la  racine  du  degré  m  de  chaque  membre^, 
on  a 


m 


167.  Il  faut  observer  que  si  l'exposant  m  est  un 
nombre  impair,  le  radical  n'aura  qu'un  seul  signe ^ 
qui  sera  celui  de  la  quantité  qu'il  aifecte  (i3i). 

Quand  l'exposant  m  sera  pair^  le  radical  aura  le 
double  signe  db  ;  il  sera  alors  imaginaire  si  la  quan-* 

tité  -^  est  négative ,  et  la  question  sera  absurde ,  comme 

pour  le  second  degré  (i3i). 
Voici  quelques  exemples. 
L'équation  0:^?=  —  loa^  donne  i. 
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parce  que  l'exposant  5  est  impair. 
L'équadon  a^  =  6a5  donne 

parce  que  l'exposant  4  est  pair. 

Enfin ,  l'équation  a:* = —  16  donnant 

ne  conduit  qu*à  des  iraleurs  îma^naires,  parce  que 
l'exposant  4  étant  pair ,  la  quantité  placée  soîis  le  ra- 
dical est  négative. 

i58.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  je  ferai  oonna(trei 
un  fait  analytique  qui  sera  très  utile,  tant  pour 
la  suite  de  cet  ouvrage  que  pour  son  Complément, 
et  qui  est  par  lui-mêmç  assez  remarquable  :  c'est  que 
toutes  les  expressions  a;— a,  x*— a*,  x' — a^^  et  en 
général  a:"-— a"*  (ni  étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque  )  y  sont  exactement  divisibles  par  x<^^a, 
La  chose  est  évidente  pour  la  première  ;  on  sait  que  la 
seconde 

X*  — a»  =  (j:  +  û)  (a;^a)(34), 

et  par  la  diyiâon,  on  décompoaerait  facilement  les 
autres.  En  divisant  de  fiiêiiie  x**  -r^oF*  par  x-^^a,  on 
trouverait  pour  quotient 

^«•-i  ^ ca*-*  -I-.  a^a^^^  -f  etc., 

Tçxposant  de  x  diminuant  toujours  de  l'unité ,  et  celui 
de  a  augmentant  pareillement;  mais  au  lieu  de  suivre 
le  détail  de  cette  opération  ,  je  poserai  sur -le - 
champ  l'équation 

X— rt    s 


€f  11*011  peut  vérifier,  en  multipliant  le  second  mem* 
breparx— a,  Il  devient  alors. 

,3jjii— 3 _an»-*»x— a"*; 


»in^-a 


tous  les  termes  de  la  première  ligne ,  à  partir  du  second , 
étant  les  mêmes ,  au  signe  près ,  que  ceux  qui  précèdent 
le  dernier  de  la  seconde  lijgne  ^  il  reste  seulement , 
après  la  réduction ,  a:"  —  e"*  ;  c'est-à-dire  le  dividende 
proposé. 

Il  faut  observer  qu'à  la  suite  du  terme  a*ar"^*  viept 
nécessairement  y  dans  Isi  ligne  supérieure^  le  terme 
qSjjjh— 3  ^  qui  gg  trouve  détriSt  par  son  correspondant  in- 
férieur *,  et  que  de  même ,  dans  la  Ugne  inférieure ,  . 
on  trouve ,  avant  le  terme  à!^''^x^  im  terme  — a"*"^a:*  , 
qui  détruit  son  correspondant  supérieur.  Ces  teitees 
ne  sont  point  écrits  ^  parce  qu'ils  sont  censés  compris 
dans  l'intervalle  indiqué  par  les  points. 

iSg.  Ceci  conduit  à  des  conséquences  fort  impor- 
tantes ^    relativement   à  l'équation   à    deux    termes 

P 

En  désignant  par  a  le  nombre  que  donne  l'extrac- 
tion immédiate  de  la  racine ,  opérée  d'après  les  règles 
du  nP  i54,  on  a 


2=a' 


% 


"    ou   a;"  :gc  a"*  ; 


et  transposant  le  second  membre  dans  le  premier^ 
il  vient 

x^  —  o"*  =:  0. 

La  quantité  x"*— a"^  se  divise  par  x-^a ,  et  on  a,  par 
le  numéro  précédent, 
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c%  âerm6r  résultat ,  qui  s'évanouit  lorsque  x:=:ay  de*- 
vieudrait  êgalenient  nul  ai  Ton  avait 

af^^  4-  ox"*-» 4-  a"^a;-f  a«-*=:o  (i  iS)  ; 

et  s'il  existait  par  conséquent  une  valeur  de  x  qui  sa- 
tisfît à  cette  dernière  équation ,  elle  satisferait  égale-» 
ment  à  la  proposée. 

Ces  valeurs  ont  avec  Tunité ,  des  relations  fort  sim- 
ples, que  Ton  découvrira  en  fàis^t  a;=ay  -,  par  là  l'é- 
quation a?"*— ^a"*=:o  deviendra 

a^ym^ — a"*=0      ou       J'"*— i::=:0, 

et  on  obtiendra  les  valeurs  de  x  en  multipliant  celles 
de  V  par  le  nombre  a. 

L'équation  y*  —  i  =o  donne  en  presEiier  lieu 

m 

puîa  ,  en  divisant  y^ —  i  pat  j^  —  i  ^  il  vient 

et  ce  quotient  étant  égalé  à  zéra,  est  Téquation  d'où 
dépendent  les  autres  valeurs  de  y ,  qui  auront ,  aussi 
bien  que  l'imité,  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 

c*esl"à'<tire  que  leur  puissance  dadegré  m  sera  l'imité. 
'  De  là  résulte  cette  conséquence ,  singttlîèm  au  pre* 
mîer  coup-d'œil ,  que  l'unité  peut  avoir  plusieurs  ra- 
cines  ai^es  qu'elk-même.  / 

Ces  racines ,  qui  sont  négatives  ou  imaginaires ,'  sont 

malgré  cela  d*un  fréquent  usage  dans  l'analyse;  mais  je 

•  ne  peux  faire  connaître  ici  que  celles  des  quatre  pre- 

miers  degrés ,  parce  qu'il  n'y  a  que  pour  ces  degrés  que 

Ton  pidâ96  r4soudre ,  p«r  ««  qui  précède  y  réqu4tfk)ii 

yni-i  ^  ym-a ^  ^  --^  ^ 

qvLi  leç  do^ne. 
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Soit,  i*.  in=a,  on  a 
d*ou  Ton  tire 

a*.  En  faisant  m^=5,  i! Tient 

y* —  1  =o,^- 
d'où  Ion  tire 

y  =  \^ 

puis  y  +^  -f- 1  =  o. 

Cette  derniire  équation  étant  réeolue ,  dpnne 

y- XJ^ ,     y:=,^ .., 

ainsi  on  a  pour  ce  degré ,  les  trois  racines 

3^=1, _y=s j ^    J^=  5 

Le»  deux  dernières  Bont  imaginaires  ;  mais  si  Ton  en  fait 
le  cube,  en  formant /d'après  len^34,  celui  du  numéra- 
teur ,  et  si  Ton  obseryequele  qaan:é  de  y/^^  étant— '3 , 

âon  cube  est  — 3  v/-— 3,  ontrouTera  encore  ^=i  ; 
cGYMie  par  la  racine^  =1. 
S\  Prenant  m=:4 1  on  -a  « 

y— 1=0, 

d'où  l'on  déduit 

y=i, 

puis  y^y+y  +  i=o, 

ce  qui  revient  à  • 

et  d'où  l'on  tire 

y-^izaiO,    ou  j^*-fi=o, 

i5.. 


aaS  i  X  i  tu  b  n  s 

équations  qui  donnent 

y  =  — 1,  j,=r4.  Kirr,  ^=— j/z;7: 

les  quatre  Facinea  de  la  proposée  sont  donc 

^  =  4-1,  J'^— i,0^=  +  l/^,  j^=î=— i/^- 

'De  ces  quatre  valeuif,  4Ïeux  seulementr  sont  réelles,  et 
les  deux  autres  hnaginaîres.  y 

On  les  trouve  aussi  en  observant  que 

ffoù  il  resuite  successivement 

y  — 1  =  0,    y^  +  i=io. 

Cette  multipUcitB  de  racines  de  Tunité  tient  à  une  loi 
générale  des  équations,  d'après  laquelle  une  inconnue 
admet  autant  de  valeurs  qull  j  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant dtt  degré  de  l'équation  -  qui  la  détermine;  et 
quand  la  question  ne  comporte  pas  ce  nombre  de  so- 
lutions réelles,  il  est  complété  par  des  symboles  pu- 
rement algébriques,  qtti,  lorsqu'on  les  soumet  aux  opé- 
rations in£quée8  dans  l'équation,  la  vérifient.     -  • 

n  suit  de  là  que  les  racines  des  nombres  ont  deux 
espèces  d' expressions  ou  de  valeurs  ;  la  première,. que 
rappellerai  détermincUion  arithmétique ,  est  le  nom- 
bre qu'on  trouva  par  lès  prooédéç  exppsés  dans  le  n®  i54> 
et  qui  est  unique  pour  chaque  cas  particulier  ;  la  seconde 
ccmiprend  les  valeurs  négatives  et  les  expressions  io^i- 
naires ,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  déterminations 
algébriques ,  parce  qu'elles  ne  doivent  leur  existence 
qu'à  la  combinaison  des  signes  de  l'Algèbre. 

Des  -éqvxitions  qui  peuvent  se  résoudre  comme  celles 

du  second  degré. 

160.  Le  caractère  de  ces  équations  consiste  en  ce 
qu'elles  ne  contiennent  que  deux  puissances  différentes 
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dê:rin€onnue',  et  que  rezposantds  l'usa  ost  douUd  de 
€»liii  del'autre  ;.  leur  formule  générale  e«&: 

petq  étant  dee  quantitéa  canmies. 

Si  Ton  prend  d'abc^d  «'•pour  rinconnue,  »u  que 
Fon  faaee  x"'=sa,  on  aura 


d?où 


^m 


U" 


urrs  —  îpdb   1/^+17  (109); 

«émettant  âsT  pour  u ,  il  Tiendra 

équation  à  deux  termee  ^  puisque  Texpressidir 

A.  renfermant  que  des* opérations  connues,  à  effectuer 
sur  des  quantités  données ,  doit  être  regardée  comme 
représentant  des  quantités  connues. 

En  désignant  par  a  et  par  cf,  les  deux  yaleuna  de  oette 
expression  »  on  aura 

sc^zsza.  et-  x^xssofv 

d'où  Ton  tirera^ 

X'sz^a    et"  arr=:|/yi 

Si  l'exposant  m  ^ait  pair ,  au  lieu  des  deux  valeurs 
ci-dessus,  on  en  aurait  quatre,  puisque  chaque  ra- 
dical serait  susceptible  du  s%ne  dr  :  il  viendrait 


m 


Xi=+k^,   i;=+V^,, 


X =—  K  a ,  a:  =  -^  v  a  ^ 

et  ces  quatre  valeurs- seraient  réelles  si  les  quantités  a 
et  €i  étaient  positives. 
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.  ThttMi  kt  valeurs  de  x  seront  comprises  dans  iiii« 
seule  formuk,  ea  indignant  xmmédiatemeiit  la  racine 
des  deu:»  membres  de  Téquation 

ce  qui  donnera 


La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  ce 
genre. 

161  •  Décomposer  le  nofnbte  6  en  Jeux  facteurs,  têts 
que  la  somme  de  leurs  cftbts  soit  35. 

6 

Soitxl'un  de  Ces  facteurs,  Fautre  fiera  -,  et  on  aura, 

.  X 

{>ar  la  somme  de  leurs  cnbes,  a?  «t  --^y  FéqoatioB 

qui  revient  à 

ou  à  '  a^ — Z5a^= — fli6. 

Si  Ton  regardp  a^  comme  Tinconnue ,  on  obtiendra  ^ 
par  la  règle  des  équations  du  second  degré, 

En  eifectuant  les  calculs  numériques  indiqués ,  on 
trouvera  "♦ 

■       (¥)^=^, 

et  par  conséqaaM 


w 
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d*oii 


•  x=  v/q7=3, 

.1 
Là  première  valeur  donne  pour  le  second  facteur  fou  a^ 
tandis  que  la  deuxième  valeur  conduit  ^  |  ou  -5;  an  a 
donc  dans  un  cas  3  et  a  pouf,  les  .  facteurs  cherchas ,  et 
dans  rautTQ  a  et  5.  Ces  deux  solutions  ne  diffèrent  ainsi 
que  par  un  changement  d'ordre  dans  les  facteurs  du  * 
nombre  donné  6. 

^62.  Les  équations  (pie  je  viens  de  considérer,  sont 
également    comprise*    dans  la   loi   générale   énonbée 


m  m 


n"  1595  car  il  faut  ihtdtiplier  les  valeurs  cle  \/a,  \/aS 
par  les  racines  de  Tunité ,  dans  le  degré  m. 
.  En  appBquant  ùetté  donsiôétatlon  à  réquatiôn 

x^  —  35jC^  =xr- ai  & , 

•  .  •      •.  • 

on  lui  trouvera  les  six  racines  âùivànt^  : 
x=  1  X3,  x=5 1  X.2,  ^  . 


t**Jk««^da.«a*<M 


a              '  ^     '                    .a 
^  =  ". ^^'  ^ X3,      x=q ^ ^Xa, 


dont  \éà  àeva^  premières  sont  Je»  seule»  réelles. 

Pu  calcul  des  radicaux, 

i63.  Le  grand  nombre  de  caadims  lesquels  on  ne  peut 
extraire  exactement  les  racines,  et  la  longueur  de  Topé-^ 
ration  nécessaire  pour  les  obtenir  par  approximation  ^  a 
conduit  les  algébristes  à  tâcher  d'effectuer  immédiate  • 
ment  sur  les  quantités  soumises  aux  signes  radieafix^  les 
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opérations  fondamentales  indiquées  surfeurs  racine» /et 
d'en  simplifier  autant  qu*il  était  possible  les  résultats ,  de 
manière  à  renvoyer  à  la  fin  du  calcul  l'opération  la  plus 
compliquée^  c'est-^-dire,  l'extraction,  pour  n'ayoir  à  la 
pratiquer  que  sur  les  plus  petits  nombres  ou  les  exprès^ 
siôns  les  plus  simples  que  puissent  comporter  les  ques- 
tions proposées. 

L'addition  et  la  soustraction'  des  quantités  radicales 
^  dissemblables  ne  peuvent  que  s'indiquer  par  les  signes 
+  et  — .  Par  exemple  ,  les  sommes 

« 

les  différences 

ne  sont  pas  susceptibles  d'une  autre  expression* 
Il  n'en  serait  pas  de  même  de  la  quantité 

* 

parce  que  les  radicaux  qui  la  composent  peuvent  devenir 
semblables,  au  moyen  de  la  simplification  indiquée  dans 
le  n**  i3o.  On  observerait  d'abord  que 

3  3  ? 

y  iS  c?b  7=  yS^T^b      ou        aa^sS» 

i 3  3    _ 

V/aa^i=  V^a^.a*        ou        c^yskb% 
il  viendrait 

U  il 

t  en  réduisant ,  on  obtiendrait  » 
6a  V^aï— -y- l/aS*  ou    (6d— 5c)-jV^^. 


»• 
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1G4.  A  regard  des  autres  opérations ,  le  calcul  des 
radicaux  repose  sur  ce  principe  déjà  cité  :  Si  Von  élève 
les  dijferens  facteurs  d'un  produit  à  une  même  puis^ 
sance,  le  produit  sera  élevé  à  cette  puissance.  D'un 
autre  côté  ,  il  est  visible  qu'on  élève  une  quantité  radi- 
cale à  la  puissance  du  même  exposant  que  ce  radical , 

en  le  supprimant.  Parexeçipley  y  a  élevée  à  la  sep- 
tième puissance^  est  a  seulement,  puisque  cette  opéra- 

7  ^ 

tion,  inverse  de  celle  qu'indique  le  signe  V^  ,  ne  fait  que 
ramener  à  son  premier  état  la  quantité  a. 

Cela  posé,  si,  par  exemple,  dans  l'efxpresaton 

VaX^yb. 

on  supprime  les  radicaux ,  le  résultat  a  b  sera  la  sep* 
tième  puissance  du  produit  indiqué  plus  haut  ;  et  pre- 
nant la  racine  septième ,  on  en  conclura 

7  ?  7 

yâxyb=i^Qb. 

Ce  raisonnement,  qu'on  peut  appliquer  à  tout  autre 
cas,  montre  que,  pcfur  multiplier  deux  expressions  ra^ 
dicales  du  mêms  degré ,  il  faut  faire  le  produit  des  quan^ 
tités  soumises  aux  radicaux ,  e(  ^affecter  d'un  radical 
du  m>ême  degré.  ^ 

Au  moyen  de  cette  règle ,  on  a 

8  |/ââP  X  7V/5?îc=fli  j/ioa^Mc  = 

,  4v^a4— 64^; 


^    -, 


m' 
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X 


à  cause  que 

i65.  Si  Ton  iconsidère  que  la  septième  puissance  de 

7   _ 

rexpreesion  -^-i;;^!  par  exemple,  est t,  ou  conclura.,  en 
prenant  la  racine  septième  de  ce  dernier  résultat,  que 

d*où  il  iuît  que ,  pour  diviser  F  une  par  l'autre  deux 
quantités  radicales  du  même  degré  ^  il.  faut  prendre  le 
quotient  des  quantités  soumises  aux  radicaux,  et  Caffec" 
ter  d'un  radical  du  mêfhe  degré,  *" 

On  trouve  par  cette  règle,- que ., 

1/5^  ~K    • 


vP? 


t/i 


K    P?'=  K    i 
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166.  Il  suit  de  la  vègle  de  la  multiplicatîoades  radi* 
eaux  du  méina  degré ,  doimée  âan&  le  n'^^  1 64  ^  que,  pour 
élever  une  quantité  radicale  à  une  puissance  quelconque , 
il  suffit  S  élever  à  cette  puissance  la  quantité  soumise  au 
radical i  et  d^ affecter  de  ce  même  radical  le  résultat  * 

car,  par  exemple,  élever  V^a6  à  la  troiâième  puissance» 
c'est  effectuer  le  produit 

et  commeles  radicaux  sont  du  même  degré,  il  faut  (164) 
multiplier  entre  elles  les  quantités  qu'ils  affectant,  puis 
poser  le  radical  sur  le  prockst,  ce  qui  donne 

De  même,  ^a^  V.  éleye  à  la  puissance  quatrième, 

donne  V^a*  6",  qui  se  réduit  à 

7 

abyalfi, 

en  décomposant  a'  6**  en  cP  b^  X  àb\  et  prenant  la  racine 
du  facteur  a^  b^  (i3o). 

n  est  à  propos  de  remarquer  aussi  (pie  lorsque  l'expo^ 
sont  du  radical  est  divisible  par  celui  de  la  puissance  à 
laquelle  on  élève  la  quantité  proposée  ,  l'opération  s'ef- 
fectue en  divisant  leprenùer  exposant  par  le  second.  Par 
exemple, 

parce  qite  |  =  3. 

En  effet ,  V^a  désigne  me  quantité  qui  est  six  fois  fac- 

teurdansa,  etia  quantité  |/a,  qu'on cfetient en  divisant 
l'explosant  6  par  »,  n'étant  plus  que  trois  Ibis  facteur 
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dang  a ,  éqaivant  par  conséquent  au  produit  de  deux 
àes  premiers  facteurs;  elle  est  donc  la  seconde  puis- 

•anoe  de  l'un  de  ces  facteurs,  ou^de  y  a. 

Le  même  raisonnement  s'appliqujerait  à  l'exemple  ci- 
dessous,  et  à  tout  autre  : 


(ï/o^ft)    mn^c^b. 


1G7.  En  renversant  les  règles  de  l'article  précédant ,, 
on  obtient  celles  qu'il  faut  suivre  dans  l'extraction  des 
racines  dès  quantités  radicales. 

On  volt  é'd!>ord  ^  par  la  première,  que,  si'  hts 
exposons  des  quantités  soumis  au  radical  sont  di^i-- 
sïbles  par  celui  de  la  racine  qu* on  veut  extraire,  Vopé-^ 
ration  s'effectuera  comme  à*  Un* y  avait  point  de  radical  p^ 
et  Von  affectera  du  radical  primitif  le  résultat. 

On  tromre,  par' exemple',  que 


4  ^ i  \ 

T3e  la  seconde  règle  du  numéro  précédent,  on  conclut 
quefH  Tex^ocfion  de  la  racine  des  quantités  radicales 
s'indique  en  général ,  en  multipliant  l'exposant  du  ra^ 
dical  par  celui  de  la  racine  qu'on  veut  extraire.. 

Par  cette  dernière  règle ,  on  trouve  que 


X^\/'^=  \/a^. 


5>— 


En  effet ,  ya/^  est  une  quantité  qui  est  cinq;fois  iac- 

• ; 

leur  dans  o^  (a4>  ^^9)  >  ^^  1^ racine  cubique  de  )/a^, 

devant  être  aussi  trois  fois  facteur  dans  cette  dernière 


•• 
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quantité,  se  trouvera  5x3  fois  ou  i5  fois  facteur  daos 

^  j 

la  première  a*  :  donc  V  V^a*  =  y^.  On  proure-i 

5 

rait  de  même  que  V^  ^ aS  =  j/c?. 

168.  Puisqu'en multipliant  par  un  nombre,  l'exposant 
d'une  quantité  soumise  à  un  radical ,  on  élève  à  la  puis- 
sance marquée  par  ce  nombre  ,  la  racine  indiquée 
(166),  et  qu'en  multipliant  aussi  parle  même  nombre, 
l'exposant  du  radical,  on  tire  du  résultat  une  racine  du 
degré  égal  à  celui>de  la  puissance  qu'on  a  formée  (167), 
il  s'ensuit  que  cette  seconde  opération  ramène  à  son 

premier  état  la  quantité  proposée. 

5 
L'e:s^ression  y  cr,  par  exemple,  peut  se  changer  en 

y  c^^^  qui  s'obtient  en  multipliant  par  7  les  exppsans  5 
et  3;  car  multiplier  par  7  l'exposant  de  c?y  c'est  former, 

par  le  radical  y<f^^  la  septième  puissance  du  radical  pro* 

•posé,  et  multiplier  par  7  l'exposant  5  du  radical  j/o** , 
c'^st  prendre  Ja  racine  septième  du  césqkat,  opération 
qui  détruit  l'elFet  de  la  première. 

169.  Par  cette  double  opération ,  on  ramène  au  même 
degré  un  nombre  quelconque  de  radicaux  de  degrés 
différens ,  en  multipliant  à  la  fois  V  exposant  de  chaque 
radical  et  ceux  des  quantités  qu'il  affecte ,  par  le  pro^ 
duit  des  exposans  de  tous  les  autres  radicaux^  L'iden- 
tité des  nouveaux  exposans  des  radicaux  est  évidente 
par  elle-même ,  puisqu'ils  sont  formés  du  produit  de 
tous  les  exposans  des  radicaux  primitifs  ;  et  d'après  ce 
qui  préeède ,  chaque  quantité  radicale  n'a  pas  changé 
de  valeur. 

On  transforme  par  cette  règle  j 
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l/"S^  et    v/'i?^, 

en  Vû"**^   et    V^?^d>^r 

de  même  les  trois  quantités 

3  *  7' 

V'ab^,         V^ô^,         KSV», 
deviennent  respectivement 

V/o^i^*,         y^û^c^,         \/b^c^. 

S*il  y  avait  des  nombres  sons  lea  radicaux  ^  il  fan^ 
dndt  les  élever  à  la  puissance  marquée  par  le  produit 
des  esposans  des  autres  radicaux. 

.  170.  De  même^  on  peut  passer  sous  un  radical  un 
facteur  qui  en  est  dehors ,  en  rélevant  à  la  puissance 
marquée  par  t exposant  du  radical. 

On  changera^  par  exemple , 


a*  en  V^a",   et  12  a  |/6  en    ^8a^b. 

171  »  Après  4yoir  réduit  au  même  degré ,  par  la  tribis- 
formation  précédente ,  des  radicaux  quelconques^  on 
leur  appliquera  sans  difficulté  les  règles  données  dans 
les  n*"  164  et  iG5,  pour  la  multiplication  et  la  division 
des  quantités  radicales  du  même  degré. 

Soit  en  général 


m 


je  cl^angfi  (  189  ) 


m 


^arbf ,       \/b'C , 


mit  mil 


en  \/a''Pb'^,       yb'^'d^f , 


f 
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€t1a  règle  du  n**  i64  <iomie 


mn tnn tnn 

pour  le  produit  des  radicaux  proposés. 
On  a  aussi,  par  le  n**  iG5 


a«P  hnq-~mr 


Remarques  sur  quelques   cas   singuliers    du    calcul 

des  radicaux. 

17a.  Les  règles  auxquelles  on  vient  de  ramener  le 
calcul  des  radicaux  ^  s'appliquent  sans  difficulté  aux 
quantités  réelles  ;  mais  elles  induiraient  en  erreur  par 
rapport  aux  quantités  imaginaires ,  si  on  ne  les  accom- 
pagnait pas  de  quelques  remarques  qui  tiennent  aux 
propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

Par  exemple»  la  règle  du  n"*  164  donne  immédia- 
tement 

V/— ^X  »/— a=  V^— aX— a=  V^û"; 

et  si  on  se  contentait  de  prendre  4"  apour  \f  a^^  le  résultat 
serait  visiblement  fautif,  car  le  produit  v/ — ^aX  l/ — a> 
étant  le  quarré  de  ^Z — a ,  doit  s'obtenir  en  supprimant 
le  radical ,  et  est  par  conséquent  égal  à  —  a. 

Bézout  a  très  bien  expliqué  cette  difficulté ,  en  ob- 
^rvant  que  quand  on  ignore  d«  quelle  manière  a  été 
formé  le  quarré  a^,  et  qu'on  en  demande  la  racine,  on 
doit  assigner  également  -{-aet  —  a\  mais  que  quand  on 
sait  d'avance  laquelle  de  ces  deux  quantités  a  été  multi- 
pliée par  elie-^jKD^e  pour  former  c^ ,  iln*est  plus  permis. 
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lorsqu'on  revient  sur  ses  pas  ^  d'en  prendre  une  autre.  Ce 

cas  est  évidemment  celui  de  l'expression  ^ — aX  \^~a  : 
on  sait  alors  que  la  quantité  a^,  comprise  sous  le  radical 

|/  û* ,  viient  de  -^  a  multiplié  par — a  ;  l'ambiguité  cesse 

donc  ;  et  quand  on  revient  à  la  racine^  il  faut  mettre**^. 

Le  même  embarras  aurait  Heu  aussi  pour  le  produit 

V^a  X  V^tt  >  «i  l'oû  n'était  pas  conduit,  parce  qu'il  n'y  a 
aucun  signe  —  dans  l'expression ,  à  prendre  immédiate- 
ment la  valeur  positive  de  \/^.  Il  faudrait  faire  attention 
que^  dans  ce  cas ,  a*  venant  de  -f-  a  multiplié  par  -f*  ^  > 
sa  racine  doit  être  néce^ssairement  4-  <>• 

Ces  raisonnemens  ne  laissent  aucun  nuage  sur  le  cas 
particulier  qu'on  vient  de  considérer  ;  mais  il  y  en  a 
d'autres  qui  ne  peuvent  s'expliquer  clairement  que  par 
les  propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

173.  Si  par  exemple  on  demandait  le  produit  \/a  \/ — ^1  , 
en  réduisant  le  second  radical  au  même  degré  que  la 
premier  (  16g  )  «  on  aurait 

yax  v/(— 17=  yax  \/+i  =  \/Z, 

résultat  réel ,  quoiqu'il  soit  bien  évident  que  la  quantité 

réelle  \/a ,  multipliée  parla  quantité  imaginaire  V/*^  i , 
doive  donner  un  produit  imaginaire.  II  ne  faut  pas  croire 

cependant  que  le  résultat   y  a  soit  tout-à-fait  faux , 
mais  seulement  qu'on  le  prend  alors  dans  un  sens  trop 

particulier. 

4 

£n  effet,  y/a,  considérée  algébriquement,  étant 
l'expression  de  l'inconnue  a:,  dans  Féquation  a  deux 
termes 

a:*  — a=o, 

est  susceptible  de  quatre  détermination^  différentes(i  Sg); 


''     r 
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car  si  Ton  fait  a=<t^>  en  représentant  par  «t  la  vahur  nu« 

niérique  de  y  a^  abstraction  faite  de  son  signe ,  ou  la 
détermination  arithmétique  de  dette  quantité  ^  on  aura 
les  quab^  valeurs 

dont  la  troisième  est  précisémeiit  le  produit  proposé. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  reeennait  aisément  la 
cause  de  Tambiguité  qu'on  vient  de  remarquer.  En  éle- 
vant au  quarré  la  quantité  ^1,  pour  changer  le  radical 
du  second  degré  en  un  du  quatrième ,  on  arrive  à  +  >  » 
qui  peut  veni;*  aussi  bien  de  +1  X+i,  que  de— iX — 1> 

ce  qui  introduit  dans  la  quantité  v/i  les  deux  nouvelles 
déterminations  +1  et  — 1,  qui  ne  se  trouvaient  pas  dans 

ha  même  chose  a  lieu ,  en  général ,  par  suite  des 
multiplications  qu*on  opère  sons  les. radicaux*  (171); 

•  •  -      *  •  fH  -'       -  Il  • 

et  le  produit  \/a'X\/b  dépend  d'une  équation  du 
degré  mn ,  ce  quon  peut  voir  aussi  en  considérant  que 

mu  *  > 

\^a  et  \/b  désignent  les  valeurs  de  x  et  de  j^  dans  les 

équations        x^ss^a,      y"*  ^=^b  (i5<5). 

Si  Ton  élève  alors  les  deux  membres  de  la  première  à 

la  puissance  n,  ceux  de  la  seconde  à  la  puissance  m,  oa 

aura' 

a;"*  =  G*,     y^^  =  6"; 

et  multipliant ,  membre  à  membre  ^  ces  nouvelles  équa- 
tions, il  en  résultera     '  


mit 


jpffiiiyiBii  -3  (ay)"»" = a'i'" ,    d'où    xy  =  v/a'ô". 

On  conçoit  d'ailleurs  aisément  que  le  produit  xy  doit 
avoir  mn  déterminations  ,  puisque  pour  le  former  ^  on 
peut  combiner  successivement  chacune  des.  m  détçr- 
Elém.  d'Algèbre.  i4*  édition,  16 
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minations  de  x  avec  chacune  des  n  déterminatioiis  de  j^, 
ce, qui  donne  mn  résultats. 

Quand  il  s'agit  de  quantités  réelles ,  le  choix  n'est 
pas  embarrassant,  parce  que  le  nombre  de  détermi- 
nations de  cette  espèce  ne  surpassejamais  deux  (l'ôy), 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 

1.74.  En  faisant  usage  delà  transformation  du  n°  iS^  , 
cn£ait  tomber  toute  la  difficulté  sur  les  racines  de  -f*  1  , 
ou  de  — - 1  ;  car  sion  posé  x  ==  cet  et^ = /8u  ^  «et  ^  désignant 


m 


le9  déterminations  numériques  de  {/a ,   j/J ,  sans  égard 
au  signe  9  les  équations 

deviennent 

et  on  en  tire  l'expression 


m 


dans  laquelle  «jS  représente  le  produit  des  nombres 


m 


\^a,  V^S ,  ou  la  détermination  arithmétique  de  la  racine 
du  degré  mn  du  nombre  a'i*'. 
Quand  on  voudra  particulariser  le  produit  des  radi- 


m 


eaux  |/:±a,  {^dii  ,  par, une  détermination,  spéciale 
^e  ces  radicaux ,  il  faudra  trouver ,  d*^près  les  équa* 
,tions 


m 


les  diverses  expressions  de  v/±i  ,  \/zt.i  ,  et  les  cpmr 
biner  convenablement  (*). 

(^}  Qoaud  l'expofant  m  est  impair,  V^— i  =  — V^+i  ;  mais 
quand  il  est  pair,  cela  n''a  plus  Heu.  Lorsque  m  =  4  >  E>ar  exemple, 
on  troQYe  que  . 
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Au  reste  ^  ces  opérations  ne  se  présentent  guère  que 
pour  quelques  cas  fort  simples^  dont  voici  les  principaux  : 


je  supprime  le  radical  de  j/— i ,  et  j'obtiens , 

4   4 4  4    _^         > 

aP.  /_a  X  K  — *  =^V/a6  (  j/— i)*  ; 

* 

]e  ne  multiplie  point  ici  -—  1  par  —  1 ,  parce  que  je 
tomberais  sur  Tambligiiité  remarquée  dans  le  n^  173; 
mais  f  observe  que  Je  quarré  de  la  racine  quatrième 
n'est  autre  chose  que  la  racine  qUarrée ,  et  il  vient 
alors 

l/^  X  V'^=i/â5  X  V^^: 


5^  1/— flX  K— te=|/a*X(V^)*  =  V^X  i^— 1 

=  yab  X  —  i  =—  K  ai. 

r 

On  trouverait  ainsi  des  résultats  alternativement  réels 

et  imaginaires. 

« 

Du  calcul  des  exposons  fractionnaires. 

* 

175.  Lorsqu'on  remplace  les  radicaux  par  les  expo- 
saiis  fractionnaires  qui  leur  correspondent  (  i3â),  Tap- 
plication  immédiate  des  règles  des  emosans^  fournit  les 
mêmes  résultats  que  les  procédés  usités  dans  le  calcul 
des  radicaux. 

En  eiFet ,  ai  l'on  transforme ,  par  exemple , 


et  en  égalant  à  zeVo  cbarun  dt  ces  fa<^eur8 ,  on  obtient  les  4  expres- 
•ions  de  V^— =1.  [Y oyez  h  Complément.) 

16, 
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en 


a  o  ^  a  c 


on  auta 

l/i?^  XV^ = a*  *^  X  a'  c^  === 


6      »     ft 


a         oc  =0  o  c  i 
puis  en  ob8ervanti|lie  |  =  i  «^  J-  ^  que  par  con84quent 

1  *  »  ' ; 

■et  que  a  i'  c'  équivaut  à  yab^i^^  il  viendra 

résultat  nonrseulement  exact  >  mais  encore  réduit  à  sa 
plus  simple  expression. 

Soit  Texemple   général  \/afJ^  X  i/6  V  ;  les  xa- 
cticaiui  proposés  se  transformearont  en 

£111 
et  il  viendra^  suivant  les  règles  des  e^^sans  (a5) 

SI  maintenant  on  veut  effectuer  l'addition  des  fractions 

i,-.  il  faut. les  réduire  au  même   dénonrioateur  ; 

m    n 

et  afin  de  donner  de  TuniFormité  «ux  résultats ,  il  faut 

en  faire  autant  sur  les  fractions  «^ ,  -  :  on  obtient  par  ce 

Ttt    n 

moyen 

np     wf-HHf    wu 

et  passant  aux  radicaux»  on^  a ,  comme  dans  le  n^  17 1 , 

m  n  nm 

y^arb^  X  \/b'  d = {/a'Pb'^-^'^'c'^. 
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176.  La  division  s'effectue  aussi  simplement  :  on  a. 
l>ar  exem|de  / 

♦  .  1 

€«[  qui  «e  réduit  à        ' 


et  en  passant  aux  nidicaux /il  vient 
On  a  en  général  ', 


; 


et  en  réduisant  au  même  dénomixiateur  les  exposant 
n-actioimaîres  ^  pour  effectuer  la  sousiraotion  indiquée  , 
on  trouve 

s 


^tf^^ 


=|/: 


I^A'-c*  c^» 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  réduction  des  exposans  frac- 
tionnaires au  même  déhominateiir ,  remplace  id  la  ré- 
duction des  radicaux  Hu-mêm©  dfegré,  j^t  ooûdtdt  pré- 
cisément aux  mêmes  résulta*  (  1 71  ) . 

^77.  ïl  est  tout  aussi  évident ,  par  la  règle  du  n*  107, 
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cjue  1 

et  par  celle  du,  n®  12g ,  que 

L«  calcul  des  exposans  ^fractionnaires  est  un  des 
exemples  les  plus  remarquaDies  de  TutUité  .des  signes , 
lorsqu'ils  sont  bien  choisis.  L'analogie  qui  règn^  entre 
les  exposans  fractionnaires  et  ceux  «{tti  sont  eutifrs^  rend 
les  règles  qu'il  faut  suivre  dans  le  calcul  de  ceux-ci  ^ 
applicables  à  celui  âes'^utrçs ,  tandis  qu'il  a  fallu  des 
raisonnemens  particu^ers  ^^ur  découvrir  les  règles  dû 

calcul  des  radicaux  ^  parce  que  le  signe  V^  ,  qui  les 
exprime ,  n'a  aucune  liaison  avec  l'opération  qui  les  en- 
gendre. Plus  on  avance  dans  l'Algèbre ,  et  plus  on  recon^ 
naît  les  nombreuse  avantages  qu'a  produits  dans  cette 
science  la  notation  des  exposans,  imaginée  ^ar  Descartes. 

Tliéori^  générai^  d§s  Équations^ 

J78,  Les  équations  du  premier  et  du  second  degré 
sont ,  à  proprement  parler ,  les  çeiiles  dont  on  ait  une 
Solution  complète  ;  inais  on  a  découvert,  aux  équations 
de  degré  quelconque ,  des  propriétés  générales  qui  con- 
duisent à  les  résoudre  lorsqu'elles  sont  numériques^  et 
qui  plFrent  de  noinbreuses  conséquences  pour  les  par- 
ties plus  élevées  de  l'Algèbre.  Ces  propriétés  tiennent  à 
une  forme  particulière  sous  laquelle  toute  éqùajdon  peut 
se  mettre. 

£n  la  supposant  aufisi  générale  qu'elle  feut  1  être  , 
pour  un  ^Qgiré  quelconque-,  une  équation  doi|:.  feoËH^mev 
toutes  les  puissance^  de  l'inconnue ,  depuis*  Q^^^  de  ce 
degré ,.  jusqu'à  la  première  inclusivement ,  mutl^liées 


r 
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chacune  par  des  quantités  connues ,  et  en  outre  un 
terme  tout  connu. 

L'équation  générale  du  cinquième  degré ,  par  exem- 
ple ,  contiendra  toutes  les  puissances  de  l'inconnue  , 
depuis  la  cinquième  jusqu'à  la  première  inclusivement  ; 
et  s'il  y.  a  plusieurs  termes  affectés  de  la  même  puis- 
sance de  l'inconnue ,  il  faudra  les  concevoir  réunis  en 
Ymseul^  connue  on  l'b  fait  pour  les  équations  da  speond 
degrédans  le  ni"  108.  Ensuite  on  passera,  ^nsiqu'onTa 
fait  dans  ce  numéro ,  tous  les  termes  de  l'équation  dan$ 
un  seul  niembre;  l'autre  sera  nécessairement  égal  à  7Àxo  ; 
et  on  rendra  le  premier  terme  positif  en  changeant  ^  s'il 
te  faut ,  tous  les  signes  de*  l'équation* 

On  aura  par  ce  moyen  une  expression  semblable  à 
la  suivante  , 

^ans  laquelle  il  faut  bien  observer  que  les  lettres  p^  . 
ffr^i  ^>  t,  peuvent  représenter  des  nombres  négatifs 
aussi  bien  que  des  nombres 'positifs  ;  puis\di visant  tout 
par  7»!  afin  de  ne  lais^r  au  premier  terme  que.  Tuiiité 
pour  iioefllcient  >  et  faisant 

n  n       ^       71  »,  71  .     " 

il  viendra  ' 

.  Dorénavant  je  supposerai  qu'on  ait  toujoulK  pti-^ 
paré  le»  éqifations  aiûâi  que  7e  viens  de  le  •  faire  «  et 
je  représenterai  l'équation  générale  d'un  degré  quel-  j 

conque  par  -  ' 

L'intervalle  indiqué  par  les  points  se  remplit  lorsqu'on 
donne  à  l'exposant  n  yme  v^eur  j)articulîère.  ' 

Toute  quotité  ou  toute  expression,  soit  réelle ,  soit 
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imaginaire ,  qui ,  mise  à  la  placf  de  Fincomiue  x  dans 
ime  équation  préparée  comme  ci^essu3,  en  rend  le 
premier  membre  égal  à  zéro  >  et  par  conséquent  satis- 
fait à  la  question ,  se  nomme  la  racine  de  l'équation  pro- 
posée; mais  comme  il  ne  s*agit  pas  ici  de  puissances , 
cette  acception  est  plus  générale  que  celle  que  j'ai 
donnée  jusqu'à  présent  £^u  mot  racine  (90^  129)* 

179.  Voici  une  proposition  analogue  à  celles  des  nu-* 
hiéros  1 16  et  169 ,  et  que  Ton  doit  regarder  comme  fon- 
damentale. .  .    •  . 

Lia  racine  d'une  équation  quelconque 

X»  -f-Px»»-'  +  Qx»-* .  +Tx  +  U  =  G  , 

étant  repTésentée  par  SL,le  premier  membre  de  cette  équor 
tion  se  divise  exactement  par  le  binôme  x  — -  a. 

En  effets  puisque  a  est  une  Tflleur  de  â? j  on  a néce»- 
5airement 

a»  +  Pa*-*  +  Ça»— +  Ta+V  =  o, 

et  par  conséquent 

l/=z=— c»— Pa«-*—  Ça"-* -7-  ^û; 

en  sorte  que  Téquation  proposée  est  identiquement  la 
même  que 

X»  +  Px»-' -f  Çx*-* +^^)_Q    . 

_  a»^ Pa«-"i  ^  Qa*^ —  TaÇ 

et  revient  à 


x^'^a^'  +  P  (x»-*— a»- 0  +  Ç  (a:?-»— a»-*)  I  _  ^ 
-h  T(^x—a)  y 

Les  quantités  ... 

étant  toutes  divisibles  par  x  —  a(i58),ilest  évident 
que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  aura  toua 
ses  termes  divisibles  par  cette  quantité,  et  sera  par  cdn- 


/  . 
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séquent  divisible  par  x— -a^  comme  le  porte  l'énooctf 
de  la  propositioa  (*). 

180.  Pour  formar  le  quotient ,  il  n'jr  a  qu'à  subsdtu'er 
au  lieu  des  quantitéê 

x^ — a",  a?"-"*  —  a*-",  x^'^^^a'^, x — a, 

lesquotiens  quelle^.donneot^  lorsqu'on  les  ^vide  par 
a;  —  a ,  et  qui  sont  respectivement 

a;*-*-fraa:"-^4-ûî*a;""^ -f-a"''S  . 

+  '•• 

I  En  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puissances 
de  x  ^  on  troui«p:a 


^  . 


a:«"-*-f  aaf»^+ c^x»-*^ +    a* 

^Px^-r^^Pax^-i +Pa'^ 

^'  4- Ç^"* +Qa»^ 

r  •  '  —  • 

/     +T.     ' 

— ^—     '         'Il        II  m  11  y  m    ■         I  j   I      I       I  ■■  «  I  ■        III        II  1  .  »  I      I  I     I» 

.  (*)  D'Alembert  prouve  la  même  proposition ,  ainsi  qu'il  suit. 

Si  l'on  conçoit  que  le  premier  membre  de  Téquation  proposée  soit 
divisé  par  x — a  ,  et  que  l'opération  ait  e'té  poussée  jusqu'à  ce  qu'ôft 
ait  épuise  tous  les  termes  affectés  de  a»,  le  leste,  s-'il  y  en  a  mi ,  ne 
pourra  contenir  ,X.  JExx  le  représentant  par  il,  tit  nommant  Q  leqaor 
tient  quelconque  auquel  on  sera  parvenu ,  on  aura  nécessairement 

•    ■.      •  * 

Or;  lorsqu'à  la  place  de  p  on  substitue  a,  le  premier  membi«  s'a* 

iiéantit ,  puisque  a  est  la  Valeur  dex-y  le  fermé  Q  (  x  —  a  )  s'anéantit 

aussi ,  à  cause  du  6akctèur  rr— «  qui  devient  zéro.:  on  doit  donc  avoir 

Rs^Q,  et  cela,  indépendamment  de  la  substitution  ;  car  ce  reste  ne 

contenant  pas  «,  Ta  substitution  ne  peut  ê^y  effeciaer,  et  il  conserve 

après  y  la  valeur  qu'il  avait  auparavant. 

H  siirt  de  là  que ,  dans  tous  les  cas ,  il = o  ,  et  que  par  conséqacU' 

a»"  4-1*  «•-«  -4-  Q  »*r»  -f-  etc. 

est  divisible  exactement  par  x  —  a. 
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181.  II  est  Tkibie,  d  aprèâ^les  seules  règles  de  la  di- 
vision^ que  le  premier  membre  de  Téquatiau 

oc^'  -f.  Pj?^^*  -f-  Qjj»-^  4.  etc.  =  o  ^    . 
étant  divisé  par  x — a ,  donnera  un  quotieitt  de  k  forme 

a^-i  4.  prxt^  ^^  Çtâf"-^  +  etc. , 
P'i.  (y^  eicy  déôignî^nt  desc^uantitéa  connues^  différentes 
dôP,  Ç,  etc.;  on  aura  donc 

x'* -^Px"^^  +  etc. 2=  (a:— 41)  (x»-'  +  J?';*"-».^-  etc.  ); 

et  suivant  l'observation  du  niiméro  1 1*6 ,  Téquation  pro- 
posée gô  vérifiera  du  deux  manières^  savoir ,  en  faisant 

X  —  a  ==  G    bu    x""^  -f-  P'x^"^  -j-  etc.  =  o,    • 

Si  maintenant  l'équation 

x^»  +  P'x»-*  +  etc.  =(p 
a  une  racipa  6  ^  son  pre^nier  m&tobre  serai  divisible  par 
ap  —  6  ;  on  aura  encore  ,  *  ♦ 

x^-'+P^x»-*'-}-  etc.'5?=(x— iK^"''*  ^Vx'^^'\-etc.)^ 
>  et  par  conséquent 

x''+Px»-:•*^ptc.=(x-7a)(x— t)(x''-'*+P''x*-'+etc.)-, 

Téquàtion  proposée  pourra  donc  se  ^érifieï^  de   tr^» 
manières ,  savoir ,  en  faîsaiit  ;  - 

***— a=o,  oux— r.J=o,  ou  x"'~*+P^x'^'-+:etc.:r=:o. 

Si  la  devnière  de  oee  équations.a  une  racine  € ,  son  pre' 
miôr  mèmbfë  se  âéof>M|»d^fa  encore  en  deux  factenvs, 

'jP-_  c^     x"-:'+  P'^x''--^  -f  etc.  ^  \ 

etron..aura        .        ^  \  .         .    .         .     . 

x«  4- Px'^^' +  ekç.      /.   .    -  , 

=£=  (jo-«<i)  (jc-^)  (a>^^)  (x*!— '  +.P*i3ç'i^^  +  etc.  )  '%. 

d'où  Ton  voit  gi;^  l'éçiation  proposée,  PQwi^^  se  v^ifier 

de  quatre  manières,  savoir. ,  en,  faisaet'^jter^atiyement 

xt-^q=^o,  X— 6=©,  A:^r-cîs=ç^  *'î'^+  P'^x'"-'*  4-  etc.  =D  : 

En  continuant  de.  raisonner  aingi^  on  obtiendra  sue* 
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ceêeiyement  des  &cftmi«  de»  deg'/és 

n-7-4>     »*— '6',     n-i-S,  etc.  ; 
et  si  chacun  d«  ce»fa€tefûr8^  égalé  à  zém^  «st  eiii* 
eeptible  d*un#-racijie^  la  premier  membredeTéquàtioii 
proposée  sera  ramené  à  la  forma 

(je— c)  (x-^by  (a?-^c)  (x— d) (x—/), 

e'est-àrdtre  décomposé  en  aut^i^  de  fac^m^s  du  premier 
degré  ^*i}  y  ^  d'unités  dans  Texposaiiit  n  de  son  degré* 
L'équation  ( 

03*  •+*  PiC*-*  +  etc.  =  o, 

pourra  dono  se  vérifier  de  n  manières ,  savoir ,  en  faisatit 
a;— a=o ,  6u  x— fciso ,  ou  a^— crsto,  ou  a; — d=o , 
ou  enfin .    x-^-t/t^o. 

Il  fant  bien  reptarquv  que  oes  équations  ne  doivent 
étorç  regacdéea  oomme  vraie»  qu'alternativement^  et  qa  oh 
tomberait  dans  des  contradictions  manifestes  ,  ei  Toa 
supposait  qu'elles  aient  lieu  en  même  temps.  En  ^ITet , 
de  a:— a=o,  on  tire  a:  =  a,  tandis  que  x  —  è  =  Q 
conduit  àx:=^b,  cpnséquençç^cpii  ne  peuvent  s'accor- 
der lorsque  a  et  b  sont  des  quantités  inégate$«. 

i8a.  Le  premier  membre  de  l'équatio»  pi^oposée^ 
x"  +  P^"^*  +  etc.  =  û , 
étant  décomposé  en  n  facteurs  du  ptleauer  degré , 

a*— a,    X'— 6,     X— c,.   x— cl|..^..x — i, 

Bd  saurait  être  divisible  par  aucune  autre  expression  ^e.. 
ce  degcé.  E«  effet ,  si  ia  division  >  par  un  binôme  x^^a, 
dilFéif  nt  des  premiers ,  était  possible ,  <^n  aurait  ^ 
è^  +Px»-*  +  etc. c=(x— et)  (x»-" -f /Jx'—'  +  etc. ) 
et  par  conséquent    .         -  . 

(ce—a)  (x— &>(x— c)  (x— d) (x— /> 

=;=(a: — À)  (x^^'-fpx^-^-f-etc.)'; 
or ,  en  changeant  x  en  et ,  il  vient 

(«•  — û)   (cL—b)   (a  — C)    (A-'rf) (4  —  /)    . 

*=:(«  —  *)  (  *«-'  +  p*"-»  4.  etc.*)  ;  ^ 


> 

\ 
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le  second  membce  s*éyanouit  à  cause  du  facteur  nul 
et  «*-  <t  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  premier^  qui 
est  le  produit  de  facteurs  tous  diffërens  de  zéro  >  tant  que 
AdiiFère  de  chacune  des  racines  a  ^  b,  c,  d. ,  .1:  la  sup- 
position n'est  donc  pas  vraie  ;  donc  une  équation  d*unde-' 
gré  quelconque  ne  peut  admettre  plus  de  diviseurs  bi-* 
nomes  du  premier  degré  ,  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  Vex^ 
posant  de  son  degré ,  et  ne  peut  avoir  par  conséquent 
un  plus  grand  nombre  de  racines  (^y, 

i83.  "En  regardant  une"  équation  comme  le  .produit 
d^tm  nombre  de  facteurs 

,x-— a,  X— ô,  x— c,  jp— d,  etc., 

égal  à  l'exposant  de  son  degré  >  elle  prendra  la  forme 
du  produit  indiqué  dans  le  n^  i85 ,  arec  cette  mo- 
dification «  que  les  termes  seront  alternativement,  poi» 

sitifs  et  négatifs.     .  ' 

» 

Si  l'on  se  borne  à  quatre  facteurs^  par  exemple ,  ou. 
aura 

-— Ax^-f-ûcaî* — abdx 
i^^ca?'-\-ad(x^^^acdx 
*-^doc^^bcx^-^bcdx 
-^bdoi^ 
^  -l-cda:*,  • 


{^)  Cdtto  démonstration  beaucoup  plu»  simple  ^e  eeOe  que- 
j'avais  dnénëe  dant  les  ëdhidns  précédentes,  est  tirée  àesAmuAes, 
de  Mathématiques  publiées  p/ir  M.  Gergonne.  (  Voyez  ie  T.  IV  ; 
page  309 — 3^0,  note.) 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  c'est  parce  que  lè  bmomex-*-«* 
est  premier  avec  les  fi^cteorsâr— a,  x  — b  ,  etc.^  qu'il  ne  peut^di- 
viser  leur  produit^  proposition  qui  sViend  à  tous  les  polynômes 
de  la  forme  x**  •+-  Px**"*  -4-  etc.  En  substituant  ces  polynômes  aux 
nombres ,  dans  les  raisonnemens  du  n^  97 ,  on  déssontreca  facile* 
ment  que  tout  polynôme  qui  divise  le  produit  de  deux  poly>» 
nomdài  A  ef  B  ,  et  qui  est  premier  avec  l'un  de  ces  polynômes  , 
diuise  nécessairement  l'autre. 


1^  -•% 
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Les  seconds  termesdesbinomes  x — a,  a:— i,  a— c,  etc. 
étant  les  racines  de  Téquation^  prises  avec  un  signe  con- 
traire, les  propriétés 'remarquées  dans  le  n*  i35,  et 
prouvées  en  général  dans  le  n^  i36,  auront  lieu  dé  la 
manière  suivante ,  p<our  le  cas  actuel  : 

Le  coefficient  du  second  terme  y  pris  avec  un  signe 
contraire  f  sera  la  somme  des  xacines  ; 

Le  coefficient  du  troisième  terme  sera  la  somme  des       \ 
produits  des  racines  multipliées  deux  à  deux  / 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  y  pris  avec  wisigne 
contraire  f  sera  la  somme  des  produits  des  racines 
muitiptiées  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite ,  en  observant 
de  changer  le  signe  des  coefficiens  des  termes  de  rang 
p^r  ; 

Le  dernier  terme ^  soamis  comme  les  auttes  à  cette  loi» 
^  sera. le  produit  de  J^outes  les  racines^    . 

f    £n  égalant,  par  exemple,  à  zéro  le  produit  des  trois 
facteurs  .  ^ 

X — 5,  a7+4>^4"3, 
an  formera  réquation  •    * 

07^+207*— ra3x—Go=o, 
dont  les  racines  seront 

+  5,    -4,    -3: 
on  aura ,  pour  leur  somnçie  y 

5— 4— 3±=— 2  5 
pour  celle  de  leurfproduits  a  à  a , 

^-5X— 4+5X— 3— .4X--3=— flo-i  5+1  ia=:— aS  ^ 
et  pour  le  produit  des  3  y 

4.5X— 4X— 3=6o. 

C'est  aussi  ce  qti*on  déduirait  des  coefficiens  a,  — a3, 
—  €o,  en  changeant  le  signe  de  ceux  du  second  et  du 
quatrième  terme. 


/ 
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Si  Ton  égale  à  zéro  le  produit  des  facteurs 

X— a,  X— 3et«  +  5, 

Féqviation  résultante 

.x»-i9x+3o=o, 

n'ayant  point  de  terme  aiFeoté  de  a7*>  puissance  immé- 
diatement inférieure  à  celle  du  premier  ternie ,  manque 
de  second  terme  ^  et  cela  parce  que  la  somme  des  ra- 
cines,  qui ,  prise  avec  un  signe  contraire ,  forme  le 
eoeffioîwit  de  ce  terme  ^  est  ici 

a-f5— 5,  . 

ou  zérp ,  011  en  d'auttes  termes  y  paroe  que  la  somme  des 
racines  positives  est  égale  à  celle  des  négatives  C^). 

I    ■         '  I  .  I  A  ■■»■■■    I    I     I     I     II    II»!       - ■■■■  !■!     Ifc         II   II     I        II         I  I I.     Il        l.l  . 

(^)  On  pourrait  cronrqne  peur  d^cenvrir  les  racîliet  d'une  éqita-  . 
li<m  quelconque  du  qoâlrième  de((r^  *■ 

îl  suffirait  de  la  comparer  avec  lef  produk  du  numéro  i83 ,  en  obser^ 
vaut  d'égaler  les  quantités  qui  multiplient  dans  l'un  et  dans  l^autve  , 
les  mêmes  puissances  de  a;  ^  et  c'est  parla  que  la  plupart  des  auteurs 
élémentaires  pensent  démonCi^r  qu^t^fte  éifUùHoH  d'un  degré  ^uel- 
eonfue  est  leproduit  d^autani  defacteure  timples  ^u*ily  a  d^tmitée 
dans  fexpoiant  de  son  degré  :  on  verra  par  ce  qui  suit  que  leur  rai- 
sonnement est  fautif.  Je  n^ai  cônchi  cette  proposition  que  con* 
ditionnellement  dans  le  numéro  i8a ,  parce  qja^il  faudrait,  pour  l'af- 
firmer positivement  f  montrer  qu'une  équation  d'uu  degié  quelconque 
1^  nue  racine,  soit  réelle ,  «oft  imaginaire ,  ce  qui  ne  parait  pas  facile 
à  faire  dans  les  élémens  *  et  <?e  qui  henreusem^ent  n'est  pas  nécessaire 
alors  :  on  peut  d'ailleurs  voir  dans  le  Complément  les  réflexions  que 
i'ai  n^porWet  à  ce  sufet. 

En  formant  les  équations  , 

— .o  —  5  —  c  —  d  ^=^  p , 

ab  +  ac  -^ad'{-Be'h&4r\'cdzs&  ^f 

^^^he-^tUfd-^acd.n  -i>c</—  r, 

abcd  z=z  s, 

foJ\r  en  tirer  les  valeurs  des  lettres  a,  b,  c,  d,  qui  seraient  les  racines 
de  l'équation  proposée,  le  calcul  serait  fort  compliqué,  si  l'on  vouInU 


f      '         '       '      . 
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1 84.  Quand  on  considère  une  équation  comme  for- 
mée du  produit  de  plusieurs  facteurs  simples ,  ou  du 


employer  à  la  dctermîiiatton  des  inconnues  a^  b,  c  ,  d,  le  procédii  ' 
du  numéro  78;  mais  si  Ton  multiplie  la  première  des  équations  ci*^- 
dessus  para',  la  seconde  par  o',  la  troisième  par  a,  et  qu'on  ajoute^ 
membre  à  membre  ces  trois  produits  aved  la  quatrième ,  <fa  aura 

d^oii  l*ôn  conclut,  par  une  simple  transposition, 

«*  «4-  ^ «'  +  ^  a*  4*  r  a  4-  9=:  o. 

Cette  équation  ne  contient  plus  que  tf ,  mais  elle  est  entièrement  sem- 
blable à  la  proposée  :  la  difficulté  dV>bremr  a  est  donc  la  mémeqne 
celle  dVbtenir  », 

Ainsi,  comme  Ta  dît  Castillon  (Mém,  de  Berlin,  année  1789)  : 
«  On  prouve  bien  dans  toutes  les  Algèbres,  qne  par  le  produit  de  pln- 
»  sieurs  binômes  simples  on  forme  une  équation  de  tel  d^ré  qu'oQ 
»  Teut ,  mais  on  n'a  pas  fait  voir  qu'une  équation  fonnée  par  la 
»  inulti|)lic0tion  de  plusteun  binômes  Anples ,  peut  aroir  tels  cœffi- 
»  oien»  qu'on  veut.  », 

Si  f  au  liea  de  multiplier  les  trois  première  équ^Htioxm  en  a,  è,  c,  «f  ^ 
par  a-*,  a'  et  a,  respectivement,  on  les  multipliait  par  À'^  ^>  et  b,  ou 
par  c3,  «*,  c,  ou  par  d\d*,  d ,  et  qu'on  ajoutât  encore  les  produits 
à  la  quatrième >  pn  aurait,  dans  le  premier  cas» 

dans  le  second, 

—  c*  r=:  f»  é' -f  ^  c" -f-T  «  H- # ," 

dans  le  troisième , 

^d^  ^pd^  -^qd*  ^rd-^s^ 

d'oîi  il  suit  qu'on  est  copduit  à  là  même  équation ,  soit  pour  avoir  a, 
soit  pottr  avoir  h ,  etc.  En  effet,  les  quantités  a,  b,  e,  d,  étant  toutes 
disposées  de  la  même  manière  dans  chaque  équation ,  il  n'y  a  pas  de 
maison  pour  que  l'une  soit  détestninée  par  aucune  opération  différiuiie 
de  celles  qui  déterminent  l'autre;  et  en  général,  si,  dans  |a  te- 
cherche  de  plusiems  quantités  inconnues ,  on  est  obligé  d'employer 
pour  chacune  les  mêmes  raisonnemens  i  les  mêmes  opVïrations  et.  les 
mêmes  quantités  connues,  toutes  ces  Quantités  seront  nécessaire- 
ment racines  d'une  même  équation. 


\ 
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premier  degré,  on  prouva  (i8a)  qu'elle  n'en  peut  avoir 
qu'un  nombre  marqué  par  l'exposant. n  de  son  degré  ; 
mais  si  Ton  combine  ces  facteurs  deux  à  deux,  on  for- 
mera des  quantités  du  second  degré  ^  qui  seront  aussi 
facteurs  de  réquâtion  proposée ,  et  dont  le  nombre  sera 
exprimé  par 

Par  exemple ,  le  premier  membre  de  l'équation 

x^ — ax^-^abx^ — abcx-^abcdz^G  , 
— bx^-i-acx^ — abdx 

'^dx^^bcaf'-^bcdx 

>+cdx^ 
étant  le  prodtfit  de 

(x—a)  X  (a>^)  X  (x—c)  X  (x— d),  ' 
peut  se  décomposer  en  facteurs  jdu  second  degré ,  des 
six  manières  suivantes  : 

(âî— a)  (x—b)  X  (x^c)  (x— cO 
(ce— a)  (X'"^')  X  (a>*-4)  (a; — d) 
(a>-wi)  (x — d)  X  (Jî— i)  (jî— c) 
Xx — b)  (x— c)  X  (aP*-a)  (x— rf) 
(x — b)  (X'^-d)  X  (a:— a)  (a>-^c) 
(x — c)  (x— d)  X  (a: — a)  (a:— 6); 

et  il  en  résulte  cju'une  équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  six  diviseurs  du  second. 

En  combinant  les  facteurs  simples  trois  à  trois,  on 
formera  les  diviseurs  du  troisième  degré  de  la  pro- 
posée; pour  une  équation  du  degré /i,  le  nombre  en 

sera 

n  (/i — i)(n — 2) 

1  .  a  .  3      * 
et  ainsi  de  suite. 


D*   A    L    G    E    B    R    K.  25^ 

De  l'iélimination  entre  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs au  premier. 

i85.  La  règle  du  n**  78,  ou  le  procédé- dii  n**'84, 
suffit  toujours  pour  éliminer  entre  deux  équations ,  une 
inconnue  qui  n'y  passe  pas  le  premier  degré  ',  quel 
que  soit  d'ailleurs  celui  des  autres  inconnues  ;  et  lors 
même  que  l'inconnue  ne  serait  au  premier  degré  que 
dans  Tune  des  équations  proposées,  la  règle  .duti**  7.8 
s'y  appliquerait  encore. 

Si  Xon  a,  par  exemple  ,  les  équations     ;        , 

aoc^^hxy  '^cy^'=:m^^    .  ., 

a:*+xy  =n"  , 

lOn  prendra  dans  la  seconde  la'  valeur  de  y ,  .qui  $efjn 

en  substituant  cette  valeur  et  son  quçuré,  à  Ja  |dace 
<3e^  et  àey*  dans  la  première  équation ,  on^  obtiendra 
vn  résultat  en  x  seulenient.         "  '        ' 

186.  Si  les  équations  proposées  étaient  totites  deux 
du  second  degré ,  par  rapport  à  Tune  et  à  l'autre  dés 
inconnues ,  on  ne  pourrait  iappliquèr  la  méthode  psé^ 
çédente  qu'en  résolvant  une  des  équations;  soit  par 
rapporta  X,  soit  par  rapport  ày.  -,  ,     . 

Soient,  par  exemple ,  les  équations 
çx^  rh  bxy  +  cy^  =  m^  , 

Ja  s.QCO^d€,^on^e 

y~±  V^7i*  — X»; 
substituant  dans  la  première ,  cette  valeur  de  y  et  son 
^uarré ,  on  obtÎ£ndra 

L'objiet  proposé  semble  reiiipli,  puisque  ce  résultat 
£l,ém.  d Algèbre.  i4*  édition.    •  w    ; 
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ne  contiient  plm  1*kiconntiejr;  miû  on  ne^yent  résdndrfe 
réquadon  ex;  x^  saits  laTamener  à  und  forme  ration- 
*  nelle.,  en  faisant  disparaître  le  radical  où  l'inconnue  se 
trouve  engagée. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  radical  était  seul  dans 
un  nMmbre^  on  le  ferait  di^araitre  en  élevatht  ce  mem- 
bre aa  qiiarré;  en  réunissant  donc,  par  la  transposition 

des  t«t^e»  ±:bxyh^ — x^  «t  m*,  Ions  les  termes  ra- 
tionnels dans  on  seul  membre,  <m«ora 

et  prenant  lé  quarré  de  ehaquè  membre ,  on  forment 
réquadon 

qui  ne  contient  pluft  de  radical. 

he  procédé  qu^on  vient  d'emplojrer  pour  faire  dispa^ 
r^tre  le  radicjd ,  doit  être  remarqué ,  j>arce  qu'on  a 
souvent  occasion  de  s'en  èervir;  il  consiste  à  isoler  le 
fadical'quon  veut  faire  disparaître  ^  et  ensuke  à  élever 
les  deux  membres  de  féquaùon , proposée  à  la  puis-- 
smce  'mâniitéepar  le  de^é  de  ce  radicale 

187*  Lft^ompKc^Oii  de  ceiprocédé.,  qui  devient  très 
grande  lorsqu'il  y  a  plusieurs  radicaux,  jointe  à  la  dif- 
ficulté de  résoudre  l'une  des  équations  proposées ,  par 
rapport  i  l'une  des  inconnues ,  diiHculté  qui  est  sou- 
vent insurmontable  dai^ls  Tétat  actuel  de  l'Algèbre ,  a 
fait  chercher  line  méthode  âtn  moyen  de  laquelle  on 
put  opérer  sans  cela  4*41iminadon  ;  en  sorte  t^e  Ik 
résolution  des  équations  fût  là  dernière  des  opérations 
qu'èkige  la'sbludoli  Aé^  prôblèihëi. 

Pour  rendre  les  calculs  plus  faciles ,  eiiihtfties  équa- 
tions 4  ^^âoak  inecteihie*  «sMs  la  -ferme  «d^équations  à 
't»e  ^uley-VD  Ae  -laiteapt  en' évidence  que  celle  qfi'on 
v«nt  éKoiiner.  Si  Ton  «vait^  par  e»empfa , 
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on  transposerait  tous  les  termes  dâans  un  seul  mem1»re>i 
en  les  ordonnant  par  rapport  à  x;  il  viendrait 

et  faisant  pour  abréger  f 

on  aurait  a^  ^  Pj:  ^r^  =f: p. 

JL'iquatioji  généra  >âu:d^gpni  io  À  doiucinecmitiits 
doit  contenir  toutes  les  puissanx:es  de^  et  -de  v  ^  qui  ne 
passent  pas  ce  degré  ^  ainsi  que  les  produits  dans  les-^ 
quels  la  somme  des  exposans  de  x  et  de  y  ne  s*élèye 
pas  «h-dâà  -tle  'TTi*;  ou  ipeut  -donc Représenter'  ainsi 
régHation  généi«le.da  ^pé  m ^  àcdeùac iw^ytni^es ; 


t.*  '••  »  '•  «  <•  «  •< 


On  ne  donnjB  pi^iilt  j)e  coeffiçreot  à  j(^  dans  cette 
'icpâtion  ^  parce  qii* on  pQUt  toujours  ^  par  la  division ,  dé- 
gager de  son  multiplicateur  t^^rterme  qu'on  veut  d'une 
équation  ;  et  si  l'on  fait 

,f  4-gy ^uy-^-'z^,  /+ff<^ + v'^«:ç=.r/^ 

l'équation  ci-<le8sus  prendra  ki-£onxie 

188.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'élimination  de  ;p 
entre  deux  équations  dji  second  degré , 

imit^WffiBeteer  jroiiédvtfiiBwnt  f a  >  n^trwffhapt  la  s»* 
conde  équation  de  la  première.  Cette  opération  donne 

17., 


4, 


substituant  cette  valeur  dans  Tune  des^deux  équations 
proposées ,  la  première ,  par  exemple  ^  on  trouvera 

faisant  disparaître  les 'dénominateurs^  on  aura 

et  mettant  P-^P'  en,  facteur  commun  dans  les  deux 
«ierniers  termes  ,  îl  viendra 

Il  ne  teéterô'plua  qu'à  substituer  pour  P ,  QyP'etQ^^ 
los  val/Burs ;|^rticBUères  au  qas  ^uon ^ex^miiiie. 

.  .  1 89 .  Avant  •  d*aller .  plus.  loin. ,  je  .v^s  montrer  com- 
muent on  reçoùnaît  que  la  valeur  de  Tune  quelconque 
des. inconnues  satisfaif^n  même  temps  aux  deux  équa-* 
tions  proposées.  Afin  de  mieux  fixer  les  idéps,  je  prendrai 
un  exemple  particulier,;  mais  le' raisonnement  n  en  sera 
pas  moins  général. 
Soient  les  équations 

■r*  +  5  a7*y +3a:y^— 9&=  o  .-..'.  ^  (1  ) , 
oc^+  4^y  —  ^y*  — ^  io:î=0  ;.  :. .  (2), 
que  ^e  supposerai  données  par  une  question  '  â*^près 
laquelle  on  doit  avoir  j^=3. 

Pour  vérifier  cette  dernière  assertion,  âl>faut  d*abopd 
substituer  3  à  la  place  de  y ,  dans  les  équations  pro- 
posées ,  ce  qui  donne 

ac?  +  gîc*  +  ^7 ^ — 98  =  0  .....  (a), 
x»4- 12  :r-^*28  =  o :  (b) , 

équations  quï'doivetit  admettre  la'méme  valeurde-ar ,  0i 
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arS  +  Sa^^+Sy^x  — 98 


—   ccfy+5yx+ioc 
+    ccfy  +  '4y^x—Qy^ 

i"Restç +  (9y+io] 


ou  bien    (9y*+io)jc*rf-36 


+3Î 
+  5c 


ou  bien    (38y+5oy+98) 
-(38/+5oy+98)( 


a®  Reste, 


En  égalant  ce  reste  a  zer 
positif,  il  vient 


celle  qa*on  a  assignée  pour  j^  est  vraie.  Si  l'on  désigné  la 
valeur  de  x  par  a ,  il  faudra,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
prouvé  numéro  179 ,  que  l'équation  (a)  et  l'équation  (b) 
soient  divisibles  Tune  et  l'autre,  par  a:—*;  elles  au- 
ront donc  un  diviaeur  commun  dont  a?— «t  doit  faire, 
partie  ;  et  en  effet.,  on  trouve  pour  ce  commun  divisei^x; 
a;-— a  (48)  :on  a  donc  «=a.  Ainsi ,  la  valeur  jr=  3. 
convrent  à  la  question,  et. correspond  à  a;=a. 

S'il  restait  quelque  doute  que  le  commun  dirâeiir  i^es^ 
équations  (a)  et  (b)  dût  donnée  la  valeur  de  a: ,  on  le  lè- 
verait en  observant  que  ces  équations  reviennent  à 

(:t*-|*Ma:-4-4f^>(a; — a)  =10, 

d'où  il  est  viaible  qu'elles  sont  satisfaites  loi^sque  If  on  y 
met  a  pour  x. 

190.  Le  moyen  que^  je  viens  d'indiquer  pour  trouvei^ 
la  valeur  de  x,  quand  celle  de^  est  connue,  peut 
s'appliquer  immédiatement  à  l'élimination  de  x. 

En  efFet,  quand  on  opère-  sur  les  équations  (1)  et 
(2)1 ,  comme  pour  chercher  si  elles  ont  un  commun  di-, 
viseur  en  a? ,  au  lieu  d'en  trouver  un  ,  on  arrive  à  un 
reste  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnue  y  et  des 
nombres  donnés  ;  et  i}  est  évident  que  si  l'on  y  met- 
fait  à  la  place  de  y  sa  valeur  3 ,  iFdevrait  s'évanouir , 
puisque ,  par  la  même  substitution ,  les  équations  (i)  et 
(2)  deviennent  les  équations  (a)  et  (b) ,  qui  ont  un 
commun  diviseur.  En  égalant  donc  ce  reste  à  zéro  ,  on. 
exprimera  fe  condition  que  doivent  remplir  les  valeurs 
àey^  pour  que  les  deux  équations  données  puissent  ad- 
mettre en  même  temps  une  même  valeur  pour  x. 

Le  tableau  ci-joint  contient  les  détails  de  l'opératioa 
relative  aiix  équations , 

x3  +  3x*j  +  3xy* — 98  a=  o, 
•^'*  +  4^J'— ay"*  — io==o, 
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qui  ittont  ocrc^  êam  1»  «umêz»  j^cedeo^  :  OA 
trouve  poik  h  d«i»ks  diioMi»^ 

•I  le  Maie  étant  égalé  àiàm^  doirn 

^qnatdcm  qtii  sâtaet ,  otttr^  b  vtSevr  y^^'5  kdiquée 
d-desttrsr,  toutes»  les  autres  raleors  de  y  dont  k  ques- 
tion proposée  est  sttsceptïMe,  et  qtt*dn  nomme  pour 
cettcf  raison  équation  finate. 

Le  reste  ci-dessus  étant  anhuîl,  rafatit-demîtar  reste 
deviexirle  dividetir  commun  dey  éyationsr  proposées , 
en  sorte  quW  Fégafant  i  zén>^^  S  donne  la.  valeur  de 
x^  lorsqu'on  y  met  celle  de^4  daebant^  par  exemple» 
fu» Jt3n5^  cxn  mettrtf  oe  nomimKdviala  foattlilâ 

qit'on  égalerai  ensiii!li&  à  zéro^  etStSendraréqaatiéiidtt 
l^remier  degré 

i^gr.  Ii'opération  que  fe  viens  de  faire  sur  des  éqna* 
flcms  particulières ,  peut  s'appllqticr  égdement  i  des 
équations  qtiétconquey 

cc^-^Pjf^'  +  Qaf^  +  tbf^^...  +7!r  +  t;î=o, 

où  la  seconde  inconnue  est  enveloppée  dans  les  coef^ 
ficiens  P^  Ç,  eto.^  f,  Ç',  etc.  ;.  1  eUmination  de  l'in- 
connue X  s'effectuera  en  cberchant^  comme  ci-dessus  ;„ 
le  plus  grand  diviseur  commun  aux  premiers  membrea 
de  CCS  équations,  et  en  égalant  à  zéro  le  reste  indépen- 
dant de.  a:. 

Le  calcuT^  en  général  assez  compliqué,  peut  dans lea 
cas  particuliers,  recevoir  plusieurs  simplifications  utiles; 
maïs  le  détail  en  serait  trop  long  pour  m*y  arrêter  tcî  ; 
elles  sont  d'aîHeurs  assez  faciles  à  trouvera  je  supposerai 
donc  que^  dans  le  cours  de  Topératien ,  on  ne  supprime 


") 
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à 

aucQii.  ^çteuKenjf  qui  serait  çommnD  à  tous  les  termes 
d*ufi  même  x^st^. ,  et  je  m^  bornerai  à  expliquer  les  ré- 
sultats qui  pourraient  embarrasser.  Premièrement  il  peut 
arriver  que  la  valeur  de^  rende  nul  d^  lui-même  ravant<^ 
dernier  reste  ;  aiprs  le  reste  précédent  ^  ou  celui  dans 
lequel  x  entre  ^u  second  deg^è,  Reviendra  le  diviseur 
commun  des  deux  équations  proposées.  En  y  mettant  la 
valeur  de^^  et  Tégal^  euspite  i  zéro  ;  on  atira  une  équa- 
tion du  second  degré  en  x  seul,  dont  les  deux  valeurs 
correspondront  à  la  valeiur  connue  de jr.  Si  cette  valeur 
rendait  encore  nul  le  reste  du  second  degré ,  il  faudrait 
recouiir.au  pvéeééeat,  où  x  mcmitorait  $iVi  ti^JiSÂWt 
degré,  parce  qu'il  serait ,  fisanâ.  c«  cas.,  W.dUviieur  çoin^ 
mun  des  deux  équations  proposées;  et  la  valseur  4«jf 
correspondait  4tiÇ(»^valeuçsdex.  En  général ,  il  faudra 
remonter  jusqu'à  i|n  reste  %ui  ne  s'anéantissç  point  par  la 

Il  peut  ^ncorç.  ^orivçJC  <p'on  ne  trpuve  pas  d^  reste , 
ou.  bien  que  Iç  rç$te.  9ç  ^çnjerisie  qu^  des  quantités 
connues. 

ï>ani^  \e  prem^r  ç^ ,  \^^  4ç.ti^  équations  ont  uq  divi- 
seur commu^  s^ii^r  aucune  déJgrmJLijratiQ?^  ^Ç  y  \  elles 
sont  4q^Ç  <Ie  I4  f  Qgme 

D  étant  le  diviseur  commun.  Il  est  visible  qu*on  satisfait 
à  toutes  deux  en  même  temps,  en  faisant  d'abord  J>=:o  ; 
et  cette  équation  déterminera  l'une  des  inconnues  par 
l'autre ,  quand  le  facteur  1>  les  contiendra  toutes  deux  ; 
mais  s'il  ne  renferme  que  des  quantités  données  et  a:  ^ 
cette  inconnue  sera  déterminée ,  et  Tautw  restera  en- 
tièrement indéterminée.  Quant  aux  facteurs  qui  ne 
contiendraient  pas  x,  on  les  obtiendrait  d*aprèl  là 
remarque  du  n**  5o. 
Si  Von  fait  ensuite 
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conjointement ,  ôri  se  procurera  encof e  deiix  ecj[iiations 
qui  pourroilt  fournir  des  solutions  détierminées  de  fa 
question  proposée. 
Soit ^  par  exemple, 

(ar-f^iy  — c) -(77ix-|-7iy— rf)=o, 

(a'x+by — c')  (mx+ny — d)=o; 

en  supposant d*^x>rd  nulle  second  facteur',  commuai 

aux  deux  équations,  on  n'aura ,  entre  les  inconnues  x 

ut  y,  que  la  seule  équation 

m.t?  +  Tiy  —  d=  o  ; 

et  âôus  ce  pioint  de  vue ,  la  question  sera  indétermîaée  : 
lûiâé  en  supprimant  ce  facteur ,  on  tombera  sur  les 
équations 

ax+b^^-^cz=:éf  tlxAç-t/y — 6^=0, 

ou  ar  +  iy=c,  alx^b'y  :=-c* ^ 

et  dans  ce  sens ,  la  question  sera  déterminée ,  puisqu'orj 
aura  autant  d'équations  que  (^'inconnues. 

Dans  le  cas  où  lé  reste  né  contient  que  des  quan-*  ' 
tités  données ,  les  deux  équations  proposées  sont  con- 
tradictoires ;  cffl:  le  diviseur  commun  qui  établit  leur 
existence  simultanée,  ne  peut  avoir  lieu  que  par,  tintf 
condition  qu'il  est  impossible  de  remplir ,  puisqu'elle 
tombe  sur  des  quantités  données ,  et  qu'elle  présente 
un  résultat  absurde.  Ce  cas  se  rapporte  à  ce  qu'on  a  va 
II**  68  pour  les  équations  du  premier  degré. 

192.  Il  est  encore  à  propos  d'être_^prévenu  que  les  po- 
lynômes en  yt  par  lesquels  on  multiplie  les  dividendes 
partiels,  pour  rendre  les  divisions  possibles,  intro- 
duisent souvent  dans  le  dernier  reste  des  facteurs 
étrangers  à  la  question,  et  qui  font  que  eè  reste  n'en  est 
pas  la  véritable  équation  finale.  Pour  n'être  pas  induit  en 
erreur  sur  les  valeurs  de  j^  qui  proviennent  de  ces  facteurs, 
ridée  qui  se  présente  d'abord  est  de  substituer  immédia- 
tement dans  les  équations  proposées  chacune  des  valeurs 
que  donne  l'équation  en  y  seul ,  car  toutes  les  valeurs  qui 
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font  acqaérir  à  ces  équations  un  commun  diviseur ,  ap- 
^partiennent  nécessairement  à  la  question ,  et  les  autres" 
doivent  être  exclues.  On  sent  aussi  que  réquatidn  fiùafle 
pourrait  devenir  incomplète  èi  l'on  supprimait,  dans 
le  codrâ  du  calcul,  quelque  facteur  enyï  niais  toute»" 
ces  circonstances ,  qui  ont  été  discutées  par  M.  Brét , 
dans  le  l'S*  caliier  du  Joufnal  de  F  Ecole  Polytechnicfile,- 
et  par  M.  Lefébu're ,  dans  le  n®  5  du  a*  volume  de  la 
Correspondante  sur  la  même  école ,  rendent  peu^  com- 
mode dans  la  pfati(}ue  l'etiiploi  du  procédé  indiqué  ci-^ 
dessus,  et  doivent  lui  faire  préférer  celui  que  je  vaiir 
exposer,  d'après  Euler,.dan5le  numéro  suivante*). 
1^3.  Soient  les  deux  équations 

éh  représentant  par  x — ti  le  facteur  qui  doit  être  com-* 
iiiun  à  l'une  et  à  l'autre,  lorsque,  j^  est  déterminé  con-* 
venablement,  on  pourra  considérer  la  premièrtj  comme 
le  produit  de  x  —  a,  par  le  facteur  du  deuxièhie  de-^ 
gré,  a7*+P^  +  Ç>  et  I4  seconde  comme  le  produit  de* 

X'— fit,  par  le  facteur  du  troisième  degré.' • . . . 

à^+pV+^/ar  +  Z,  p  et  (7,  p',  <jf'  et  r' ,  étant  des» 
c^oeOîciens  indéterminés  :  on  aura  donc 

a^^+Px''+Qx+R={x—a){af'\-px+q) , 
%^-^P'a?+Q'a^'\-Rx'^S'^{x'CL){Qi?+p'x''+q'x+r'), 

(^)  On  peut  aiscment  conclure  de  ce  cpii  précéder,  qné  lareobcrclit; 
de  Téquation  finale  tirée  de  deux  équations  h  deux  inconnues ,  est , 
eagëne'ral,  un  problème  déterminé  j  mais  la  même  équation  fînale 
peut  répondre  h  une  infinité  de  systèmes  d'équations  h  deux  incou' 
liues.  En  renversant  le  procédé  par  lequel  on  obtient  lepii^Krand 
commun  diviseur  de  deux  quantités ,  il  serait  extrêmement  faciltf 
de  former  à  volonté  ces  systèmes;  mais  cette  question. a  trop  peU 
d'usage  dans  les  Mathématiques  élémentaires,  pour  s'y  arrêter  ici, 
et  pour  s'appesantir  sur  les  remarques  mihutieuses  auxquelles  elle' 
pourrait  donner  lieii.  Ce  sont  de  ces  objets  qu'il  faut  laisser  \  la  Saga- 
cité des  lecteurs  intclligensy  qui  ne  manqueui  {aniàis  de  les'trcfuvcr 
d'eux-mêmes,  si  qîielqui:  circoustahcc  Idur  eu  fait  sentir  l6- besoin. 
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En  élîminaot  le  binôme  (x*— 4)  comme  une  mconmie 
aR^qmjer  degicé  (84).,  9*1  ti:ouvera 

Çsk  l^lt^t  doit  se  vaxifî»  ç^a*  çi»*il  «oit  besoin  d'as- 
flig^r  à  ^  ^iiqimtt.  V4lfeu)r  paitic^Uère  ;.  ç*est  ce  q^ui  ne 
peut  amyeft^  à  moia»  qa»  le  prçmiçr  membre^  ne  soit: 
cqimpoQc^  d^s  mén^e^  term,ç3  que  Iç  second:  ijl  faudra 
doftC^apcèdiaYoir  effectué,  le^  nmltipli!ça1;ipi;^s  indiquéesi^ 
ég^^  Qlilr#  eux  len  CQt{i|ci)eu;&  quç  ç]ia<{ue  puissance  de 
ai9»r%àtmk  hs  deux,  n^ml^jires ,  etou  obtiem^i*^  4ns  i 
les  â|tt9tK0O»:  4iMiç4nt:?ft  ; 

Cosam^oes  é^^lâona  saut  an  uouybr&de,8Îx>«1;^*^Ues 
ne  renf et^neut  que  çiçK{  quantités  i|idétermiu^e9.>savoiri^ 
Pf  ^yf'-  y4  ^^  ^ y  oa  pouçTa  çluuseï:  ce$  quantités  qui 
ne  mcwteat  qn*afii  pr^iyj^^r  degré ,  et  aniver  à  une 
équaticm<|i|d^  U^r^fermaul  phi$  que  les  quantités  P^ 
Q t  Ry  P' ,  ^ ^  K f  et  •S'*  exprimera  une  condition 
sans  laquelle  ou  ue  pourrait  satisfaire  à  celles  de 
la  question^  et  sera  pÀ  çpu^équeçvt  ré;<|q^tlQu  fiaale 
cn^. 

**  '  >  ■     i»i   "  I     n      .   ■    >    ■    in  >  I        ■  rr'      I  i    .    .  I    ■»  I    ■    '  ^         ,     .1    II  .1  II  .     .    .  m 

{*)  La  méthode  d'EuIér,  exposée  ici ,  revient  à  multiplier  chacune 
^\c9  é^(iiatiojp8,  proposées  par  un  facteur  dont  les  coefficicns  >8oieâC 
ia4ctcrinm.<fs».  9.  cgajfr  les  produits ,  et  h  disposer  des  coefficiensd« 
jnanivrc  que  les  termes  affectes  de  l^inconnue  x  se  dc'truiscnt  entre  eux* 
C'esX  aiui^i  (Ju'iJ  yà,  pi;ésen;ée  dans  son  Introduction  à  t analyse  des 
injpnis^JiÀt  K  de9ign.an(  Texposant  du  degr^  des  produits^  celai 
d^  falReora  se  trouve  ^  — ^  m  pour  Téqui^tiou  du  dc^ré  m ,  e| 
i^  *-  fl  poiv  ceUe  du  deg^d  r.  Le  premier  terme  de  chacun  de  ces 
facteux«k  ^yan^  rwutc  pourçoçf&cient ,  Pun  contieut  A— m  ço'cfficiens 
ijjIcMlf^iniiiH'SD  et  rattjb^  A*-it.  (j,a  somme  des  produits  renferme  un 
nombre  A  de  lenoM  affectés  de  x  j  qiai's  il  n^eû  faut  détruire  ()ae 
^-"^  I  ,  paurc^  qu$  cdat  ({oi  contient  la  plus  haute  puissance  dexr. 
%Vv«nAuil  p<m:  lul-tfiéme.  Iliuit  d«  [k  que  le  nombre  total  a  A^ns—n 


Si  t^Um  éqikaUoft  »^  troiàvait  idgatique,  il  ^'ensnirralt 
qiift  l«i44puÂi0n4  propo«ie»«iir4iiint  an  nioins  PQ;£aA* 
jtetir  de  la  foçne  x— -«^  quel^que  fût  j^;  et  siaa  coik 
traire  l'équatioa  finaleeiia  compreaait  que  dea  quantités 
connues  Jes  équations  proposées  seraient  contradictoires* 

Lorsque  l'équatioit  Enale  peut  avoir  Ken,  on  obtient 
U  facteur  a: -^4  en  divisaut  la  première  des  équations, 
proposées^  par  le  polynojzi^  ^  +/'•£  +  4  V  on  trouve 
pour  (|aodent 

et  on  néglige  le  reste ,  parce  qu'il  doit  nécesmremeitf 
êlre  nul  ^  lorsqu'on  y  met  pour  y  une  valeur  ttrée  de 
l'éqùatToH  finale.  £d  égalant  à  %éro  le  quotient  GÎ»4es* 
sus ,  on  en  tire 

:Rzszp'^P, 

et  cette  valeur  de  XHra  connue,  ou  an  moins  exprimée 
tn  y^  si  Vou  j  remplace  p,  par  sa  valeur  déduite  des 
équations  du  premier  dogri,.  formée»  plus  haut. 
Cette   même   expresâon  j^rendra  en  général  une 

forme  fractionnaire,  en  sorte qnon aura  x^^z^  -tt  ^   ou 

ife^-^Jfssao;  et  on  voit  alora  que  tes  valeurs  dey 
qui  feraient  évaaouic  «imuttanément  M  ^t  N  ^  véri«-^ 
fieraient  1  équation  précédente;  indépendamment  de  x\ 
cela  viendrait  de  ce  que ,  par  ces  valeurs ,  les  deux 
équations  proposées  acquerraient  un  facteur  commun 
d'un  degré  plss  élevé  que  le  premier.  Il  ne  aérait  pas 
difficile  de  remonter  jusqu'aux  conditlonsr  invmédiatea 


fies  coefficient  mdétermîn«i  doîC  être  e'gal  h  i(  —  i ,  et  que  par  consé- 
quent AssM-f-n  —  i:on  doit  donc  multiplier  Tcquation  du  dcgrc  m 
par  ma  facteur  de  d<^ré  »  ^  i ,  ceUe  du  degré  a  par  un  facteur  dit 
degré  m  — t ,  et  égaler  les  produits  terme  à  terme,  li'gle  semblable 
à  celle  qu\>n  donne  dans  le  texte.  H  est  bon  de  remarquer  qnc  cette 
première  méthmle  d'Enler  contient  |e  germe  de  celle  que  Bésout  a 
doreioppcedanasa  TkcMtdci  EquaUonà  tifgébriqucSf        M 
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qui  indiquent  cette  circonstance  ;  mais  de  semblables 
détails  passent  les  bornes  que  je  me  suis  prescrites 'dans*' 
ce  Traité. 

'  134*  Soient  d'abord  pour  exemple  les  écjùàtions 

les  facteurs  qui  multiplient  jr — x  seront  ici  du  premier* 
degré ,  ou  x-^p  et  x^j/  seulement  :  on  aura  donc 

jR=o,  B!z=zo,  ^'  =  o,^^o,  g'=o,  /=s-o, 
et  il  viendra 

Q^-Pf/=(y,+p'p,)  ou  J  i»'p~Pp'=sç-g,> 

Qp'=Q'p,        S       (Q'p-Qpr^o. 
On  tirera  dès  deux  premières  équations , 

(P-P0/'-(Q-Ç)7     ■ 

P  "^  P'-^P'  * 

Substituant  dans  la  troisième,  il  en  résultera 

CP-p')(;yp-(^Q-(:y)<:y:^p-p')p'Q^(iQ-Q'yct 

ou       (P  ~  P')  (P  Ç'~  QPO  +  (  Ç  —  Q>')*  =^  <^ 
Maintenant  si  dans  l'équation 

X=:p  —  Py 

on  met  pour  p  sa  valeur  trouvée  ci^fessus ,  oii  ob- 
tiendra» comme  dans  le  n®  188, 

^   P     pi* 

J  I 

195.  Afin  de  donner  au  lecteur  l'occasion  de  s'exercer,, 

j'indiquerai,  les  calculs  à  faire  pour  éliminer  x  entre 
les.  deux  équations 
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Dam  ce  cas ,  on  aura 

y  =  o,      1^=0(195),     • 

et  il  viendra  ces  cinq  équations  : 

p+.p'    =>.  +p, 
Ç+Pp'  +  q'    =Q'   +P'p4.,, 

Rp'+Qcf:^R'p+Q'q, 

Rcf  =  Rq,  ■ 

auxquelles  je  donnerai  la  forme  suivante  : 

p  —  p'    zz^P-P, 

Q'p-Qp'  +  ^'9  -Pq'^R  ~  Rf . 

Rq-^Rq'  —  c: 

On  pourrait ,  par  les  règles  du  n**  68,  tirer  immé- 
"âîateixi<eiit  de  quatre  quelconques  de  ces  équations  j  les 
valeurs  des  inconnues  p  ^  p'  ^qet  tf  \  mais  la.  simplicifté 
de  la  première  et  de  la  demièf  q  dé  ces 'mêmes  équations , 
permet  d'arriver  plus  promptement  au  résultat.  Je  fai^, 
pour  abréger , 

P— P'=e,     Ç— Q'rre',     fl  — 7l'  =  c^ 

et  je  déduis  ensuite  dé  la  première  et  de  la  dernier p 
des  équations  proposées , 

p'^p  —  e,     4^-^\ 

puis,  substituant  dans  les  troi^  autres  et  faisant  dispa- 
raître le  dénominateur  R ,  il  vient 

fP'— P)/Jp  +  (R  —  B')^  =  JR(e'^Pe)...(a), 
«y-Ç) /îp +  (/{/>'- PiîO  9  =  «(e^-Çe)...(b), 
(fl'— iî)«p  +  (flQ'— Ç/T)  9  =  ~fi*e (c). 

Sî  maintenant  on  tire  des  équations  (a)   et  (b)  les 
.  valeurs  de  p  et  de  <;  (88)  >,  et  qu  on  y  supprime  le  fao- 


sjo  é  %  à  M  ^  m  s 

tenr  R  qui  ten  wmtpma  «z  naaiératms^t  m  déoBO* 
niiiuiteiir  ^  on  ^nm 

mettant  ces  Taleon  dans  relation  (c),  on  obtiendra 
une  équation  finale.^  ânrisilde  par  il  et  se  réduisant  à 

(R'-TOKi/— Pe)  (flP'-^/l^-CH—iOCc'— Qe)] 

où  il  ne  reste  pbn  tfik  -reoililacer  fes  Jettttts  e^^^  e'^ 
par  les  quantitéd^^eBes-désignent. 

^gS.  iSiTon  avait 'éatvekstevâsÂicoatœesjrgyfetz, 

«ib,paFe33iombred^éqiialiiHis4éi^éei^psu:  (.1^^  i(a^'(3^> 

M-qti'on  «wml&t^éterBiiner  «ces  ôaconnnes.f  obl  ponûsait 

4mîiihaBcr>9  par  eaceioiiile^d'eqiMlîoii  (i^anreb^i^  4Bt  avec 

^[S^^i^drilliBiiner  j:.,  et^^duttserenâaitoy  «des  deux oe^ 

sultats qu'on  aurait  obtenus;  mais  il  faut  obserfenqn^i 

par  eette  élimination  successis^e^  les  trois  équations  pro- 

t>o»ée8  Jie  concourent  pas  delà  même  mmiière  à  fermer 

réquàtîon 'finale  :  Féquâtioii '(^)  ^^  employée  deux  Fois, 

tandis  que  (a)  et  ^  ne  le  soift  qii*nD(e  ;  et  il  arrite  delà 

que  le  résultat;atajnd-oii  parmBt,=ast  compliqué  d'un 

facteur  étranger  àla  question  (84)  •  Bézout,  dans  sa7%éo-> 

rie  des  ÉffUdtiàhs ,  aifoit  usage  d'une  méthode  qui  n'est 

point  sujette  à  cet  incoiivénieiit^  etpàr  laquelle Q prouve 

«que  ledégii^ik  "PétjuàtîùJtfimJeçrésullUtntede.  Pétmimi'' 

*Ubn*mtréunrnombretjriél(S)nkpxè  d'équdtionsifompfèies , 

tetifermantioi^panil  nombre  d'inconnues  iet  Se  degrés 

^9l^éh0hiÊpies,*tsPégdlmt^ifi9iuU  Astiœpamm>quimif&^ 

fHérU  40d«jg^  deotm  équations.  Ctn  itiiomaef»  dbms 

le  Complément  dâ  ce  Tniité,  la  démonstration  élé-* 


.*»       V  _  _  -i 
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gante  et  courte  que  M.  Pdiféùn  'a  àotttiétà  2te  Ceft^'ilra- 
poâitfknii  )]u4l  est  d'ailleurs  fcrtt  àirà  d«  l^irifiéT  sur 
1^  «qiiations  finales  rapportées  dans  les  n°M^  et  xqS, 
En  supposant  complètes  les  équations  proposées  dans 
ces  numéros ,  rinco!tnui9^%«ili%  iïu  premïf» éé^ti  4ans 
P  et  P',  au  deuxième  daaa  Q  et  Q^^  au  troisième 
daiïB  Tt  et  tff\  il  sVnsuit  que  ^  eei'a'âu  pretni^r  degré , 
e'  du  second  9  e"*  du  troisième ,  et  que  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  des  proàuits  ihâi^'és  iilbiis  l'é- 
quation finale  du  n^  194,  auront  pour  exposant  4» 
dà  "d.^,  -tt  cetSc  d« -l'équation  ^Btiàe^  â^^i^S-aiH» 
ront  9,  ou  3.3. 

De  4a  fédhèrthe  da  rkcines  coMntenàuifaibks ,  WiT  «^S» 
racines  igales  des  équations  numériques. 

i|^7.  Apcèi  uicÀT  Mt  ixauÈâàtm  tefNBÎiidpales  i{nio^ 
pr'vkê^â^  '6(fmkms  (B3géb«îqd)M,  et  k  mahlère  d'aa 
éliminer  les  inconnues ,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs^  fe 
vaisfki'occuperâe  Ysl  résolution  numérique  des  équations 
i'ttWBMde'itteooDfcifis  ir*8ri>«à-dii«<,  4e'k  rechevohe  de 
leurs  racines  y  lorsque  leuie^eo'ëlfieieiii  «ont  ^ex^Eimés 
en  nombres  (t). 

ie  commencerai  pét  m'ôplfer  que  tfttand  V-équà&on 
proposée  n  a  pour  c'oéjfièiens  què  des  iiônibres'eiûiers , 
et  que  celui  de  soh  préndet  téttrte  est  Vunité,  ses^m- 
cines  réelles  ne  sauraient  s'eô^timèr  par  des  fraàtiohs  , 
et  nepeuvént  être  pat  conséquent  que  des  Mnibtiës'^'^ 
tiers ,  ou  des  nonibfés  iHcôfnménSUrabks. 


Ii>l    ■■¥  I 


n&olation  générale;  il  n'y  a  métee,  iir(ftto|ME«MiiMtt|MHJeir.,4{iiitfnrilfe 
des  équatîoDf  da  tecond  degré,  que  Tontpuiise  regarder  comme  com- 
plète. Les  ezpiessioiif  des  racines  des  éqnatr«ris  'dtt'ti'ôlsièlnfe 'et  da 
quatrième  d^ré  sont  fort  compliquées ,  sujettes  à  des  exceptions, 
«tl>ean£0iip  moint  rowmodes  dans  h  prâtiqttfc,  ^e  les  procédés  que 
Je  Tftis  donner;  on  les  tdlnTera^*aittea#s^dâns  le  CompUmcnU 


r 
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Pour  le  prouver ,  Boit  réqaation 

dans  '  laquelle  oh   substitue  une  fraction    irréductible 
T  â  la  place  de.x;  elle  deviendra 

et  en  réduisant  tous  ses  termes  au  même  dénominateur» 
on  aura 


ce  qui  revient  à 

Le  premier  membre  de  Cette  deïûièrê  équation  est 
foizné  de  deux  parues  entières ,  dont  Tune  est  divisible 
par  £^  et  Tautré  ne  Test  pas  (g8)^  puisqu'on  suppose  tji 

fraction  7  réduite  à  sa  plus  simple  expre^ssion ,  ou  que  a 

et  &  n^ont  aucun  diviseur  cotEunim  ;!riiii6  de  ces  parties 
ne  peut  ddnc  détnnre  Fautre. 

198.  C'est  d'après  cette  remarque  qu'on  a  reconnu 
l'utilité  de  faire  disparaître  lesfractions  d'une  équation, 
ou  dp  cendre  ses  coefliciens  entiers ,  mais  de  manière 
néanmoins  que  le  premier  teripe  n'en  acquière  point 
d*au^e  que  l'ui^té  ;  et  l'on  y  parvient  enj^aisant  rin- 
connue  proposée  égale  à  une  nouvelle  inconnue  divisée 
par  le  produit  de  tous  les  dénominateurs  de  l'équation  ^ 
ppis  eu  réduisant,  tous  les  tenues  au  même  dénoming-^ 
teur ,  par  le  procédé  du  n^  5â« 

Soit  pour  exemple  l'équation 

7»         «n        P 
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on  prendra  x  ==  -^ — ,  et  mettant  cette  expression  de  x 

mn p    ' 

dans  réqa^tion  proposée ,  on  obtiendra 

le  diviseur  du  premier  terme  contenant  tous  les  facteurs 
des  autres  diviseurs,  on  multipliera  par  ce  diviseur,  et  on 
réduira  chaque  terme  à  sa  plus  simple  expression  :  on 
trouvera  alors 

y^+anpy  +  bm^np^y'^cm^r^p^=::ol 

QuaAd  les  dénominateurs  m,  n,  p ,  ont  des  divi-*. 
seurs  communs  ^  il  ne  faut  diviser  y  que  par  le  plus 
petit  nombre  qui  puisse  se  diviseï:  çn  même  temps  par 
tous  les  dénominateurs.  Ces  simplifications  sont  ^op 
faciles  i  apercevoir,  pour  qu*il  soit  besoin  de  s'y  ar- 
rêter; je  me  bornerai  seulement  à  faire  observer  que  si 
tous.les'  dénominateurs  étaient  égaux  à  m,  il  suffirait  de 

m 

*• 

.  L*éqiiation  proposée ,  qui  serait  alors 

_        ni       m      m         *' 
deviendrait 

nr      m        m       m 
et  Ton  aurait 

n  est  visible  que  ^f  opération  ci  -  dessus  régnent  i 
multiplier  toutes  les    racines  de  la  proposée   par  le 

nombre  m  ,  puisque  x:;=:  ^  dorme  y  =  inx. 
Elém.  éP Algèbre.  14*  édition.  18 


c 
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1^9 .  Maintenant  y  puisque  a  étant  la  racine  de  Téqua-* 
tlori  :x^  +  Px^'+  Qx*^ +  T'a;  +  l/=o,  on  a 

Î7=— a»— Pd»-"*—  Çû«-* --7*11  (179), 

il  en  résulte  q&e  a  est  nécessairement  un  des  diviseurs 
du  nombre  entier  U,  et  que  par  consécjuent  lorsque  ce 
nombre  a  peu  de  diviseurs ,  il  suffira  de  les  substituer 
successivement  à  la  place  de  x ,  dans  Téquation  pro- 
posée^ pour  reconnaître  si. elle  a  une  racine  en  nombres 

entiers  ou  non. 

<  ■• 

Si  Ton  a,  par  exemple,  l'équation 

;t3  — Gar»-f^a7x— 58  =  o, 
le  ûombre  38  h'«yanf  potir  âivi^euts  que  les  nombre» 

i,    âj  '  19,    38, 

Q^  les  ressaiera,  tant  positivement  que  négativtmeyi^t,  ^ 
1*00  tr6av(sra  que  la  seul  nombre  entier  -|-  â  satisfait  à 
réquatioa  proposée , 'ou  quea::r;û.  On  divisera  ènsiiita 
relation  pifopto^ée ,  par  x —  a  ;  «faUntàsét^  le  quo^ 
tient,  on  formera  l'équation 

af — 4^+  19  =  o» 

dont  les  racines  soiit  imàgîhaîifes  ;  et  en  tésôltaat  ccAe- 
ci  on  trouvera  que  la  prQposée  a  trois  racines , 

x=a,    a:=2+|/ — 15,     a?:i=a—  ^Z— 15. 

âoo.  Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  poiir  dé- 
couvrir le  nonxbre  enîieij  qui  satisfait  à  une  équation , 
devient  impraticable  lorsque  le  dernier  tetme  de  cette 
équation  a  beaucoup  de  diviseurs  ;  mais  l'é^puition    • 

U=—  a"  ^Pù^Kr^  Ç  tf^  .  .V  .^Ta, 

fourni  da  nouvidlesiconditipnaqtiîabrègeiMib^aujCOupIe 
oaloul.  A&a  de  rendtekjn«tbod9pU4$claii;e>^^fgiiQârai^ 
comme  exemple^,  l'équatiiDn 

x^,+  Px^+Qs^'^Rx+S:^o;  ^ 
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«^éiignant  tOii|ottr»  JU xatcioe ,  oà  aura 

d'où  Ton  tirera 

•S 

et  •* 

On  voit  d'abord  par  cette  fiernière  équatîoû,  que  —  doit 

être  un  nombre  entier, 

.  •  •  • 

Passant  ensuite  R  dans  le  seto^d  membre ,  il  viendra 

» 

a  ^  , 

g 
faisant  pour  abréger j-  /J=  /l',  et  divisant  les  deux 

Q>  ,      '      > 

■    t       • 

membres  de  Téquation 
par  a,  on  axtta 

a  ^ 

R' 

d'où  l'on  conclura  que-*- doit  encore  être  «n  nombre 

a 

entier.. 

Passant  Q  dans  le  premier  membre ,  faisant.  .  •  •  • 

R' 

—  4-  Q=:Ç\  puis  divisant  les  deux  membres  par  a^ 


en  obtîe^4r* 


ig.. 


d^oè  Yom  liôneluiâ  qœ  Xdoit  étire  im  aombre  entif  r. 


Passant  enfin  P  dans  le  premier  membre,   faisant 

ex 

•^'-f-i>=z=P',  et  divisant  par  a,  on  aura 

a  * 

Réunissant  les  conditions  que  je  viens  d*énoncery  oa 
verra  que  le  nombre  a  sera  la  racine  de  Téquatioii 
proposée ,  s'il  satisfait  aux  équations 


o 

p' 


^+P=P', 


4-  1  =  o, 

fie  manière  que  R',  Q'  et  P',  soient  des  nombres  entier^* 

Il  suit  de  làque^  pour  s'assurer  si  i*un  des  diviseurs  a 
du  dernier  terme  S  peut  être  la  racine  deFéquatioii  pro- 
posée, il  faut, 

1  '*,  Diviser  le  dernier  terme  par  le  diviseur  a,  et  ajouter 
Mxu  quotient  le  coeffîci^t  du  terme  affecté  de  x; 

â^.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  9i,  et  ajouter 
au  ijuotientle  coefficient  du  terme  affecté  de  x*; 

3^.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a  y  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x^; 

4^.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  sl,  et  ajouter 
au  quotient  l'unité ,  ou  le  coefficient  du  terme  affecté  de 
x4;/e  résukat  devra  être  égal  à  zéro,  si  2L  est  en  effet  Im 
racine. 

Les  règles  ci-^dessus  donviennent  à  un  degré  quel*  ' 
conque,  en  observant  que  Ton  ne  doit  trouver  zéro  pour 
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résultat  que  lorsqu'on  sera  parvenu  au  premier  temiç  de 
l'équation  proposée  (*). 

aoi.  Lorsqu'on  applique  ces  règles  'a  un  exemple 
numérique ,  on  peut  disposer  le  calcul  de  manière  à 
Caire  subir  chaque  épreuve  à  tous  les  diviseurs  du  der- 
nier terme  en  même  temps.  :  :    .  . 

Voici^  pour  l'équation 

ac*  —  gx'-f- a3  a:*— flox  4"  i5  =  o, 

le  tableau  du  calcul  : 

+i5,  +  5,  +  3,  +  I,  —  I,  —  5,  —  5,  — 15,  \ 
+  1,  +  3,  +  5,  +i5,  — 15,  —  5,  —  5,  —  1, 
—19,  —17,  — 15,  —  5,  -^5,  — a5,  — a3,  --m, 

—  5,-5,  +35, 
+  18,  +18,  +58, 

.  r     +e,  +18,  —58, 

—  5,  +  9,  — ^67, 

—  1*  +  9*  +67* 

_.     o. 

Tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  i5  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur ,  tant  avec  le  signe  +  qu'avec  le 
signe  — ,  sur  une  même  ligne  (c'est  la  ligne  des  divi^. 
seurs  a.  ) 

La  seconde  ligne  contient  les  quotiens  du  nom« 
bre  i5,  divisé   successivement  par  tous  ses  diviseurs 

(c'est  la  ligne  des  quantités — j. 


(*)  S  ne  serait  pas  difficile  de  s'assurer  par  la  formule  des  quotieiis 

donnée  dans  le  numéro  180,  que  les  quantités  ->  — ,  ^,  ,  prises 

avei'.  le  signe  — *,  sont,  en  commençant  par  le  dernier  terme,  les 
coefficiens  du  quotient  du  polynôme 

dWisepar  X-^a,  et  qui  est  par  conséquent 

a  a  a 


:iyS  à  ^  à  u  n  m  s 

^   La  troiÂèoie  Kgoea  été  f<»mée  es  *{ouMui  i  la,  pié*- 
cédente  le  Goeffidient  —  ao  qui  multiplie  x  (p'êst   U 

*                5 
ligne  des  quantités  Rf  =z h  ^)- 

Là  qtiattièHM  ligne  contient  les  qnotien»  de  chaque 

nombre  de  la  précédente  par  le  £idseur  qui  lui  cor- 

(jy\ 
eest  la  lignfs  des  quantités ^j.  On  a  négligé 

dans  -cette  ligne  tous  les  nombres  qui  n'étaient  pa» 
entiers. 

La  cinquième  ligne  résulte  des  nombres  écrits  dans 
la  précédente ,  ajoutés  avec  le  nombre  a3  qui  multiplie 
a^  (cette  ligne  comprend  les  quantités  Q^). 

La  sbdèmeUgne  contient  les  quotiens  des  nombres  de 
la  précédente  par  le  dirisenr  qui  leur  correspond"» 

f  elle  renferme  les  quantités  ^  J. 

La  septième  comprend  les  sommes  des  nombres  de  la 
précédente  et  du  coelEcient — 'g  qui  multiplie  x^  (  on  y 

(y 

trouve  les  quantités  A-  +  -^  )• 

Jja  huitième  enfin  s'obtient  en  divisant  chacun  des 
nombre»  de  la  précédente  par  le  diviseur  correspondant 

(  c'est  la  ligne  de  —  j  ;  et  comme  on  ne  trouve  —  i  que 

dans  la  colonne  marquée  +  3,  on  en  conclut  que  F  équa- 
tion proposée  n'a  qu'une  racine  commensurable ,  savoir 
-f^  3  ;  en  soite  qu'elle  est  divisible  par  a:  —  3  (*). 

On  peut  omettre  dans  le  tableau  les  diviseurs  +  i  et 
—  1 ,  que  l'on  éprouve  plus,  facilement  par  leur  sub- 
stitution immédiate  dans  l'équation  proposée. 

\ 

(^)  En  foinant  le  quotient  diaprés  la  note  prëcëd«ute,  on  troure 
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209.    Soit  encore ,  pour  exemple  ,  réqaation 

x'— 70:* +36=0. 

Après  s'être  assuré  que  les  nombres  -f-  i  et  — *  1  ne 
satisfont  point  à  cette  équation,  on  formera ,  d'après  Iç» 
règles  précédentes ,  le  tableau  ci-dessous,  en  observant 
que  le  terme  multiplié  par  x,  manquant  à  cette  équatip  n^ 
il  doit  être  censé  avoir  o  pour  coefficient;  il  faut  donc 
dupprimer  la  troisième  ligne  ^  et  déduire  immédiatement 
la  quatrième  de  la  seconde. 

H-36,-f  i8,+ia,+9,-f6,H-4,-h  3,+  ?,-  a,-  3,— 4»-6»--^r^'»""*^'*^' 
H-  1,4-  a,-f  3,4-47-l-^»-»-9»+ïa,-f  18,— 18,— la,— 9,-6,— 4,—  3,-^  a,—  i. 

4-1,      +  4»+  9»4-  9»-^  4,       -t-i  ' 

"S^       —  3,4*  a,-+-  a,-^  8,       —45 
—I»       —  i,+  ï,—  1,4-  t,       -f-i      î 


0^  trouve  dans  c^t  exemple  trois  nombres  qai  «^sj^tisr- 

fontà  toutes  les  conditions ,  savoir  :  4"  ^  >  +  3  et — 2  ; 
on  obtient,  par  conséquent ,  en  mémo  temps ,  Jeê.  trpi^ 
racines  dont  l'équation  proposée   est   susceptible,  et 
Y^jï  reconnaît  qu'elle  est  le  produit  -des  troié  Çacteurs 
simples  07  —  6,  a:  — 3et  x  +  a. 

Qo3.  Il  est  bon  d'observer  qu'il  y  a  des  équations  lit- 
térales qui  se  transforment  3jar-le-^hamp  en  équations 
numériques. 

Si  l'on^avait .  par  exemple , 

y +apy— 33p*^4- i4p3=o,.        ^  . 

en  faisant j^  z=zpx ,  il  viendrait 

p^3^  -f  ^P*^ — iSy^x-^-  i4p^=o, 
résultat  divisible  par  d^,  et  qui  se;  rédtJît  à      "      *  " 

'  »  f  •      • 

Le  divïseur  commehsurable  de  cette  dernière  éK^atiQ^ 


a" 
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étant. x4-7f  «t  donnanto:  =:  —7,  on  aura    '  " 

y=—7P' 
L'équation  en^  est  de  celles  que  l'on  ^pelle  équor 
fions  homogènes  y  parce  qu'en  faisant  abstraction  des 
coefficiens  numériques ,  chacun  de  ses  termes  renferme 
le  même  nombre  de  facteurs  (*y, 

ao4*  Lorsqu'on  connaît  une  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  on  peut  prendre  pour  inconnue  la  différence  entre 
cette  racine  et  l'une  quelconque  des  autres;  on  parvient 
par  ce  moyen  à  une  équation  d'un  degré  moimbe  que  la 
proposée ,  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés  remar- 
quables. 

« 

Soit  l'équation  générale  ^ 

et  soient  a^  b,  c,  d,  etc.>  ses  racines;  en  y  substituant 
a  -f-J^  ftU  lieu  de  x,  et  développant  les  puissances ,  on  a 

+nur-'y  4.      -i-j — i        a»-y4....-t-y- 


+Ta     +Ty 


T-^ 


(*)  Les  leoteoxB  ^i  Yondraient  jplus  de  dëtaili  siDr  la  fechansfacdta 
diviseur»  eommensurabtes  des  épations  ,  les  trouYeront  dans  la 
ni«  partie  des  Elémens  d'algèbre  de  Claîraat.  Ce  Géomètre  sVst 
occupé  des  équations  littérales  aussi  bien  que  des  équations,  nu- 
mériques. 
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résultat  dont  la  ^première  colonne  »  semUaMe.  à  l'équa- 
tion proposée ,  s'évanouit  d'elle-même^  puisque  a  est 
une  des  racines  de  cette  équaMon;  on  peut  donc  «up;- 
primer  cette  colonne^  et  diviser  ensuite  parjr  tous  les 
termes  restans  :  il  vient  alors 


+7*  . 

Cette  équation  aura  visiblement  pour  ses  m — i  racines  ', 
jf=A— -a,  .y::sc  — a,    y f=d— a,  etc.      .' 

Je  la  représentetai  par 

en  faisant,  pour  abréger  y 

m  (tiip— 1)0"*^+  (/»— 1)  (m— a)  jPrf'*^ .  • . .      .     =J5 , 
etc. , 

et  je  désîgneraipar  /^Texpression 

a*+Pc"»-*  +  Qa"»-» .+  Ta+U. 

âo5.  Si  réquation  proposée  a  deux  racines  égales ,  si  Ton 
a,  par  exemple ,  b=â6  ,  l'une  des  valeurs  de  jr ,  savoir , 
b-^Uy  deviendra  nulle;  il  faudra  donc  que  l'équation  (€2) 
soit  satisfaite  en  y  faisant  ^'  =  0  ;  pr  cette  hypothèse 
fait  évanouir  tous  les  termes,  excepté  le  terme  tout 
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connu  A  :  ce  dernier  doit  donc  être  nulpatlul-tiiêrae; 
,1a  valeur  de  a  doit  donc  satisfaire  en  même  temps  aux 
deux  équations  - 

^==0        et        A-:r=i0. 

Quand  la  proposée  aura  trois  racines  égales  à  û,  savoir , 
€t=b=c^  deux  des  racines  de  Véquation  (d)^  deviendront 
nulles  en  même  temps  /  savoir ,  6— a  et  c-'^a  ;  dans  ce 
cas,  r équation  (d)  sera  divisible  deux  fois  de  suite  par 
y — o  (179)  on^;  or  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
quand  les  coefficiens  AetB  sont  jnuls  :  il  faut  donc  que 
la  valeur  de  a  satisfasse  «p  même  t«mp&  aux  trois  équa- 
tions 

Eu  poursuivant  ces  raisonnemens ,  on  verra  que  lors- 
que la*  proposée  aura  quatre  racines. égales,  réquation 
(cf)  aura  trçis  racines  égales  à  zéro, ^  ou  sera  divisible 
trois  fois  de  suite  par  jr ,  ce  qui  exige  que  les  coefBcieas 
A  y  Bet  C,  soient  nuls  en  même  temps,  et  que  la  valeur 
de  a  satis&sse  'par  conséquent  à  lafbis  aux  quatre 
équations  ,, 

r=o,        A=o,        B=o,         C=o. 

P^n-^eulement  on  "p^tlt ,  par  ce  moyen,  Reconnaître  si 
une  racine  donnée  a  se  trouve  plusieurs  fois  parmi  celles 
de  réquation  proposée  ;  mais  on  en  déduit  encore  un  pro- 
cédé pour  s'assuret  si  cette  équation  a  :des  racines  ré- 
pétées dont  on  igïtore  la  valeur. 

Pour  cela ,  il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  l'on  a 
^  =  o ,  ou 

on  peut  regarder  ..a  connue  la  racine  de  Téquation 

X  désignant  aloiB  ène  inconnue  quelooncpie^et  piûsqne 
n  se  trouve  «issi  te  cacine  de  réquation  /^=  o  »  ou 

x*  ^-'P  02*-?  4-  etc.  =  ô,  ' 
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il  suit  du  n^  18^,  que  o^^^hx  est  tm  facstihirocnùiimii  de» 
deii!x  éqtMttions  d-^dessus.     ) 

Gbângëimt  dé  même  a  en  x:  dan»  les  quantités  B  > 
Cy  etc.^  le  binôme  ^'«^a  devîendm  pamllemezit  fiuc- 
tent  des  ttouveDes  éqWaiions  J^  =£:  o  >  £  ^s:  d ,  etc.>  «i  la 
racine  a  annulle  les  quantités  pnmitiycB  Jt ,  €,  etô. 

Ce  que  Von  vient  de  dire  pour  la  racine  a  ooniden^ 
drait  également  à  toute  antre  racine  qui  serait  répétée* 
plusieurs  feû;  ainfi^  en  cherchanf,  par  lamétkodedu 
plus  grand  commun  diviseur ,  les  facteurs  communs  wùi 
équations 

Vz=iO^      A=:o^      B=zo,      C=^Oy  etc.,      , 

ces  facteurs  donneront  les  racines  égales  de  la  proposée, 
dans  Tordre  suivant. 

Les  facteurs  communs  aux  deux  premières  équaiîdfrs 
seulement ,  sont  des  facteurs  doubles  de  la  proposée  , 
t3'e8t<*4rdirei  que.sil'dn  trouve  pour  commun  diviseuK 
entre  F'zszo  et  >4=s.o^  iwe  expression  de  la  forma 
(jci— «t)(jp-^C)^.  par  exemple,  rincoi;mùe  a?  aura 
deux  valeurs  égales  à  <t ,  et  deux  autres  égales  à  C  . 
ou  la  proposée  auia  ces  quatre  facteurs  : 

.,     ,    (a?— fit),   CcP-r-f»),  (a:  — C),  (a:  — e). 

Les  facteurs  communs  à  la  fois  aux  trois  premières 
des  équations  ci-desçus ,  indiquent  des  facteurs  tripler 
dan«  la  proposée;  o'eet-à'-dire  que  si  les  prenûers^ont 
de  Ift  forme  (a?— *)(\3î— »C),  par  exemple  >  les  se- 
conds seront  de  celle-ci  :  (a?— «ty(x--^C)^.  Il  est 
facile  'de  pousser  ces  considérations  aussi  loin  qu*oii 
voudra. 

.   206.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que   l'équation 
><=;o ,  qui,  par  le  changement  de  a  eix,^ ,  devient 
maf*^«-f.(m— OPa?"*^-!- (m— 2)Çx*^ ^-Tp-o, 

se  déduit  immédiatement  de  l'équation /t=FO,  ou  de 
la  proposée  .  \ 
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en  multipliant  chacun  des  termes  de  cette  dernière' par 
l'ezpoisant  de  la  puissance  de  x  qu'il  renferme  ;|  et  di-> 
minuànt  ensuite  cet  e:qM»ant  d'mie  unité  ;  sur  quoi  il 
faut  obserrer  que  le  terme  Z/,  étant  équivalente  UX^af",^ 
doit  s'anéantir  dans  cette  opération^  oùilsetrouire  mul-, 
tipliéparo.  L'équation  i7=o  se  tire  de  ^=o>  comme 
udf=o  se  tire  de  /^=o;  C=50  se  tiire  de  Bz=:o, 
comme  celle-K:i  se  tire  de  ^=::o>  et  ainsi  de  suite  ('^.. 
«07.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple ,  |e  prendrai 
l'équation 

X* — iSa:*-f-67a:'—i7iJc*+fli6jt-i- 108=0; 

réquation  A'=zo  dévient  dans  ce  cas 

5x*— 5aa:'-f"ûo*^— 34aJc  +  fli6=o; 
•on  diviseur  commun  avec  la  proposée  est 

Ce  diviseur  étant  du  troisième  degré ,  doit  renfermer 
lui-même  plusieurs  facteun  ;  il  faut  donc  chercher  s'il 
n'en  aurait  pas  de  communs  avec  l'équation  Bzzza,  qui 
est  ici  • 

aox*  —  1 56a:* + 4<^x— 34a  =.  o  ; 

et  on  trouve  en  effet  pour  résultat  x— *3  :  donc  la  pro- 
posée a  trois  racines  égales  à  3,  ou  admet  •(a:— 3)^  au 
nombre  de  ses  facteurs.  Divisant  alors  le  premier' di^ 
viseur  commun  par  a;*->3  autant  de  fois  de  suite  qu'il 
est  possible ,  c'est-à-dire  deuxfob ,  on  trouve  a? — a.  Ce 
diviseur  n'étant  commun  qu'à  l'équation  proposée  et  à 
l'équation  >^=o,  n'entre  que  deux  fois  dans  la  pro- 


(*)  On  conclnrait  facilement  de  ce  qui  procède,  que  le  divîfear 
commim  entre  le*  ëqiiationii  Ks=o  et  ^^=0,  eomient  les  facteurs 
égaux  9  ëlerés  à  npepniuance  moindre  "d'une  unité  ^e  dans  la  pro- 
posée; mais  la  connaissance  de  cette  proposition  n'étant  pas  néces- 
saire ^nr  ce  qui  suit,  je  Pai  renvoyée  au  CompUmeni^  oii  elle 
csf  prouvée  d'une  manière  qui  me  paraît  assez  simple. 
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posée.  On  voit  enfin*  que  cette  équation   Mt  équiva^- 

lente  à  ,  ^ 

(x— 3)»(a:— a)*=o. 

1208.  L'équation  (J),  qui  donne  les  différences  entre 
la  racine  b  et  chacune  des  autres ,  lorsqu'on  j  met  b 
pour  a ,  les  différences  entre  la  racine  c  et  chacune  des 
autres^  lorsqu'on  y  met  c  pour  a,  etc.  ^  ne  changeant 
point  de  forme  par  ces  .diverses  substitutions^  et  conser- 
vant les  mêmes  coeificiens  ainsi  que  la  proposée ,  peut 
être  généraliâée  de  manière  i  rènfermeritontes  les  dif- 
férences des  racines  combinées  deux  à  deux.  Pour  cela 
il  suiRt  d'en  éliminer  a  aii  moyen  de  l'éipiatioa 

car  le  résultat  ne  dépendant  que  déb  coefiiciensi;  et  ne 
conservant  aucune  trace  de  la  racine  qu'on  a  çonsidé-' 
rée  en  particulier,  conviendra  également  à  toutes. 

n  est-  visible  que  l'équatioii  finale  doit  s'élever  an 
degré  m  (m«^  1  )  ;  car  ses  racines,  _  ^      , 

û*-*J,  a— c,  a— d,  ..etc^, 

fr— ay  ft  — c,  b — J,  etc., 

c— a,  c— 6,  c*— lï,  etc., 
etc.  ff^, 

sont  en  même  nombre  que  les  permutations  qu'on  peut 
former  en  arrangeant,  deux  è.  deux,  les  m  lettres  a,  b^ 
c,  etc.  De  plus,  pmsque  les  quantités 

a— «i  et  ft— û,  cL'^c  et  c— a,  i— »-c  et  c  —  b,  etc  , 

ne  diffèrent  que  par  le  signe ,  les  racines  de  l'équation 
seront  égales  deux  à  deux,  abstraction  faite  du  signe , 
en  sorte  que  quand  on  aura  y=^A,  on  aura  en  même 
temps  j^= — tf.  Il  résulte  de  là  que  cette  équation  ne 
doit  renfermer  que  des  termes  où  l'inconnue  monte  i 
un'degi'é  pair;  car  son  premier  membre  doit  être  le 
produit  d*un  certain  nombre  de  facteurs  du  second 


/  .. 


^^  à  M,  à  m  m  u  $  .] 

degt^  de  fe  fomiA 

y-«»=(_y~»)  iy  +  *)  (i84); 

elle  sera  donc  ene-même  de  la  forme 

En  Faisant  y =2,  on  la  changera  en 

et  TincoQ^ue^^tant  le  quarré  dey ,  aura  pour  valeurs 
\êê  q^anr69  d»p  difTérences  des  racines  de  la  proposée. 
•  H  esl;  A  propos  de  remarier  que  les  différences 
autre  les  Tàoîiif($  réelles  de  la  proposée,  étant  nécessai- 
rement xàéVi^s  l^un  qu^urréâ  ^ro^t  positifs,  et  que  par 
consécment  }'équatio|i  en  z  n'aura  que  des  racines  posi- 
tives l  si  la  proposée  n'en  à  que  de  réelle^. 
Soit  pour  exemple  réquàtion    ^ 

en  y  la^^^nt  x==a+^>  o^  ^^^* 

En  suppiîm^t  les  termes  a— 7^  +  7»  dontrensemble 
est  nul ,  d*après  Téquation^proposée ,  et  divisant  le  reste 

éliminant  a  entre  cette  équatioii  et  l'éqiubioB  ' 

0^—70  +  7=0, 
on  aura 

/  —  42y  +  44ty'— 49=0; 

faisant  «=^*,  il  viendra 


,1 


20Q.  La^  substitution  de  à-^^y  au  lieu  de  x,  dans 
eqnation 
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3c«»  +  Pa;"-*  +  Qjf"^ .  +  U=o  (9o4) ,  - 

t 

s'emploie  aussi  quelquefois  poffif  faire  ^paraître  un  des 
termes  de  cette  équation.  On  ordonne  alors  le  résultat 
par  rapport  aux  puissances  de  y  qui  remplace  Tin- 
connue  X,  et  on  regarde  la  quantité  a  comme  un^  8€h 
conde  inconnue ,  qu  on  détermine  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  du  ternie  qu'on  vetrt  taire  disparaître  ;  on  a 
de  cette  manière .:  }..,.. 

Si  le  terme  qu'on  veut  ôter  est  le  second ,  ou  celiû 
qui  est  aïfecté  dé  V:""^.onfaitma^-^P=o,  d'où  l'on  tire 

a  =  —  — .   Substituant  cette  valemr  dans   le   té* 
m 

sultat,  il  ne  reste  que  hs  termes  affectés  de 

ym^     ym^  ^     ^m-3^       ^tC. 

:<  Jt-wit  i}e  là  y  qu'vnfait  évanouir  le  sBcond  ienne 
d'un^équoitionp  en  suhtitufiàn^  :  â  VimcQnmte  de  oette^ 
4qM^i^n  une  nùuifeiie  inconnue,  à  laqueUe  t>n  joint  i» 
o^^ffiii^iffl4  du:  $€£û7td  tmme  pris  ^avpe  ^^signe  contraire 
%ç^i4idfix4'il  et^jifficêé^  et divisff  par .Eexposmnt tb^ 
premier  terme.  •> 

.>;Spit,  pour  exemple j  1  «cation-       j^^  - 

la^vlgle  douée 

et  substituant,  il  viendra 


♦•  '  » 
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^— 6y»-|-iay—   8 

+  4 
ce  <{ui  se  réduit  à  ^ 

* 

où  le  terme  affecté  de  y*  n'entre  plus.  On  ferait  dis- 
paraître le  troisième  terme   (  affecté  de  y"^^  )  >    en 
égalait  à  zéro  Tassemblage  des  quantités  qui  le  mul~ 
'  t^plient ,  c'est-à-dire  en  posant  l'équation 

— ^^ ^o^H-  (ni — i)Pa+Q=o, 

«  #  «        -  .  , 

En  suivant  cette  marche,  on  reconnaîtra  sans  peine 
que  l'évanouissement  du  quatrième  terme  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier,  qu'on  ne  peut  faire  évanouir  qu'en 
posent  l'éqoation. 

a" -f-Pa**-*  +  Ça"*^ . .  : . . -f- t/=o, 

absolument  semblable  à  la  proposée. 

1^1  raison  de  cette  ressemblance  est  aisée  i  dé- 
couvrir. Égaler  i  zéro  le  dernier  tenue  de  l'équation 
en  y /c'est  supposer  que  l'i^me  des  valeurs  de  cette  in- 
connue est  zéro  ;  et  si  l'on  fait  cette  hjrpodièse  dans 
l'équation  xsj^^f"^»  il  en  résulte  «^=:a;  c'est-à--dir« 
que'  dans  ce  cas  la  quantité  a  est  nécessairement  une 
des  v^eurs  de  a?. 

aie.  On  a  quelquefois  besoin  de  décomposer  une 
équation  en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier; 
je  ne  saurais  exposer  ici  en  détail  les  divers  pro« 
cédés  que  l'on  peut  employer  à  cet  effet  ;  Je  don- 
nerai seulement  un  exemple  de  cette  recherche. 

Soit  l'équation 


d'  A   L   O    À   B   R   B.  a%^ 

dont  il  faut  déterminer  les  facteurs  du  troisième  dogré;  ' 
je  représente  Ton  de  ces  faciteurs  par 

a;*  +  pa;* -f- ^a; -f- r , 

les  coeiEcîens  D^  f  et  r  étant  indéterminés.  Ils'  doiyeht. 
être  tels ,  que  le  premier  membre  de  Téquation  proposée 
soit  exactement  divisible  par  le  facteur 

o:^  +  pjc* -+- 90; ,-+- r, 

indépendanmient  d'aucune  valent  de  x  ;  mais  eoJiaiiiiit  j 
actuellement  la  division  ,•  on  trouve  pour  reste ,      ,  - 

—  (p*9  —  pr  —  (jT  —  a49  +  11)  « 

expression  qui  s'annullerait  d'élSe^inéme ,  etindépen^- 
damment  de  or ,  si  Ton  y  mettait  pbur  les  lettres  p >  9  >" 
et  r^  les  valeurs  qui  conviennent  à  Tétat  de  la  ques- 
tion :  on  aurait  donc  alpra 

p».— apç— st^p-f  r^i«p=;q, 
p»^ —  pr— *9?— 349+i*=o, 

Ces  trois  équations  renferment  lè^  conditions  ^k^écé^-:  \ 
saires  pour  déterminer  les  inpoanu^  p,  q.^  et  r\  et  c*est 
à  leur  résolution  que.se  réduit  la  gestion  proposée. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équations 

numériques.- 

•      « 

ail.  Après 'avoir  épuiâé  la^reclterche  .des  diyinearsi 
commensurables  9  il  faut  recourir  aux  méthode»  d*ap-, 
proximation ,  qui  re{>osc^  ^ur  le  principe  suivant  : 

Lorsqu*on  a  troy,vé  deux  quantités  ,qui^y  substituées 
dans  une  équation  à  la  place  de  P inconnue  y  donnent 
deux  résultats  dé  signes  contraires,  on  doit  en  conclure 
Élém.  d'Algèbre,  lé^  édition.  ig 


^  ^^  i  §0  à  MENS 

qu'une  des  vadaes  de  tiquation  proposée,  est  comprise 
entre  ces  deux  quantités ,  et  est  par  conséquent  réeUe. 

Soitf  pour  exemple»  Téquation 

A  Von  substitue  successivejineut  à  et  ao  àla  place  de  x^ 
le  premier  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro ,  de^ 
vient  égal  à — 3i  dans  Te  premier  cas,  à  +  2^3^  dans 
le  second ,  et  il  suit  de  là  que  cette  équation  a  une 
racine  réelle  comprise  entrer  et  so^  c'est-â-dire ,  plus 
^aade  que  a  et  moîodre  que  do. 

Comme  j*aurai  souvent  besoin  d'exprimer  cette  re- 
lation y  j'emploiera  les  signes  >-  et  <]  dont  se  servent 
les  algébristes  pour  marquer  Imégalité  de  deux  gran- 
deurs^ en  plaçai^t  la  pbis  grande  des  deux  quantités 
devait  louy erture  àjor signe >  et  l'autre  i  la  pointe. 
J'écrirai  j  en  cootséquence^ 

x^iky  pour  a?  plus  grand  que  a ^ 
x^ao,  pour  x  plus  petit  que  2q. 

CeIaposé<f  pour^prouvisr  VaMertian  précédente ,  on 
peut  raisonner  coumie  il  suit.  £a  réums^Ai^t  d'un  côté 
les  termes  positifs  de  l'^équation  pressée,  et  de  l'autre 
les  ternes  négatifs  ^  on  a 

«'-+-7«-^(i3jc*4'1)  » 

quantité  qui  s'est  trouvée  négative  lorsqu'on   a  fait' 
jirsçsd,  parce  que^  dans  cette  bjrpothèse^ 

et  q«i  est  devenue  p6^tiv0  lor»qu*oi|,  it.fail  ar==.  ao» 
porse  qft'dbvs 

^  ap*  +  7a:>i3aî*+ i  ; 

de  plus  il  est  visible  que  les  quantités 


^d'  a  l  g  é  B  R  É«  sgt 

augmentent  toutes  deux^  lordgu'on  donne  a  âi^des  ^- 
leurs  de  plfis  'en  pliis  grandes,  et  qu'en  prenanl^ 
ces  yal^urs  aussi  poches  les  une»  des  autres  qa!ou 
^o^àxa  ^  on  pouira  faij^^  çrokre  les  quantités  propo* 
sées  par  des  deg^é^  d^  X^ïh  petitesse  qu  on  le  jugera 
à  propos.  Mais  puisque  la  ]>remlère  des  quantités  ci^ 
dessus^  d'abord  plus  petite  que  la  seconde,  est  dé- 
venue  ensuite  plus  grande ,  il  est  évident  quelle  aua 
accroissement  plus  rapid<e  que  Tautre,  au  moyen  du-- 
quel  ell^e  compense  Texcès  que  cette  dernière  avait 
£jur  elle  ^^t  la  dépasse  ensuite  •  U  y  a  donc  un  moment  oô 
ces  deux  quantités  son|;  égales* 

,  La  valeur  dex^quel)^  qu'elle  soit. (mais. dont  l'exi- 
stence vient  d'être  prouvée)  ,  qui  rend  •     \. 

donnât  .       .  .... 

ar'+ 7x— (i3x*+i)  =  o^ 

est  nécessairement  la  naciAe  à»  l'iqnation  piroposée. 
Ce  qu'on  vient  devoir  sur  "Féquatibn  particulière 

peut  S*àpp1iquer  à  une  équation  quelconque,  dont  je 
désignerai  la  somme  des  termes  positifs  par  P,  et  celle  de» 
termes  négatifs  par  A^  Soit  a  la  valeur  de  çc  qui  a  donné  un 
résultat  négatif ,  et  b  celle  qui  erî  adonné  un  positif;  ces 
deux  circonstances  n'ont  pu  avoir  lieu  que  parce  que  , 
par  la  première  substi^tion,  on  avait  jP<|N,  et  parla; 
seconde  P'^NiP  ajàsit  doncdépassé  2V,  on  en  conclura,' 
comme  ci-dessus,  qu'il  existe  une  valeur  de  x  comprise 

entre  a  et  J  ,  qui  donne  Ps=  iV.  (*) 

'     ■  -        

(*)Let  ifiMpiMmens  çi-4e8«us  »  r^a^dés  en  ^âral  comme  assez 
i^iiens,  ont  ireçti4«  M*  Encontre  des  développemens  utUes^  qnc 

19- 
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-Le  rakonnement  ci-âétou8  exige  que  les  valeurs' 
quon  donné  à  x  soient  tontes  deux  positives  ou'toutesf 
deux  nigativet;  car  lorsqu'elles  ont  des  signes  difFé-' 
reus^  cdile  qui  est  négative  fait  changer  de  signe  les 
tonnes  de  réquatioirplX)posée ,  qui  contiennent  des  puis- 
sances impaires  de  07  y  et  par  conséquent  les  expressions 
P-'etA^ne  sont  pas  composées  de  la.même  manière  dans 
une  substitution  et  dans  l'autre.  Cette  difficulté  disparaît 
en,  faisant  a?  =:  o  ;  par  là  Téquation  proposéese  réduit  à' 
son  dernier  terme  ^  qui  se  trouve  nécessairement  de  signa' 
contraire  à  celui  du  résultat  de  la  première  ou  dé  la 
seconde  substitution.  Soit^  par  exemple ,  Téqiiation 

dont  le  premier  membre  ^  Ibrsqu*on  y  fait 

je  crok  deToir  rapporter  ici  pour  les  lecteim  qui  dcnienûent  des 
picttYCi  plus  déuîll^et. 

I*.  Voici  comment  ob  peut  t'^ssmer  de  la  posnbilitë  de  faife 
prendre  det  accroissemens  ansslpetiu  gn^on  le  Tondra,  anx  polynômes 
P  et  2f>  Soit \P  =a  «ex*  +  Cr*'. ,,%  -^  /irf ,  m  étant  le plas bant 
exposant  dex  j  si  Ton  y  met  a  H- jr  an  lien  de  x,  ce  pcâynome 
prendra  la  forme 

A  -H  JSTx"  +  ty -hTy^, 

les  coefEcielis^,  B,  Cf^T,  étant  en  nombre  fini  et  de  yalenrfinie; 
le  premier  terme  ji  sera  la  yalear  qae  prend  le  polynôme  P,  lorsque 
xcna^  le  reste 

sera  la  quantité  dont  ce  ^éme  polynôme  s^accrolt  qnand  on 
augmente  de  ^ ,  la  valeur  x=z  a.  Cela  posé ,  si  S  désigne  le  pins 
grand  des  coeffifdens  i? ,  C,.,»  7,  on  anra  ' 

or  ■  '.••'■ 

donc 
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X7SZ  —  1        et       xzrzA , 

deyient  +  la  et  —  4^.  En  supposant  xcs  o  ,,il  se  «éduit 
à  —  3  ;  les  deux  substitotions 

x  =  o        et        x=  —  I , 

donnent  donc  deux  résultats  de  signes  contraires  ;  mab 
en  mettant — y  au  lieu  de  x,  l'équation  proposée  se 
change  en 

et  l'on  a 

« 

d'où  ^ 


ec  par  conséquent  PaocroisMiDet  da  polynomeP  sera  plu»  peut 

qaVne  quantité'  donnëc  qœlconqne  e,  si  l'ou  rend  -^ 'T'^ 

moindre  quj  cette  quantité  :or  c'est  à  quoi  l'on  parviendra  en  faisant 
■   ^^'     =:  c,    parce  qu'alors,  ^=  -— - — ,  erant^  i,  la  quantité 

Sy(i y")  Sv        Sy  *""*"* 

-*^-^ — '-^—^t  <îgale  à  — *—  —  -  sera  nécessairement  moindre 

que  la  quantité  c,  dont  rien  no  limite  la  petitesse. 

3«.  Si  Ton  désigne  par  h  Pacer oissement  du  polynôme  P ,  par  k 
celui  du  polynôme  2V,  le  changement  qui  en  résultera  dans  la  valeur 
de  leur  différence  sera  h — A  ,  et  pourra  être  rendu  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée ,  en  rendant  plus  petit  que  cette  même  quantité , 
l'accroissement  qui  est  le  plus  grand  des  deux  :  o^  pourra  donc , 
dans  l'intervalle  dex=aàj:=r5,  faire  changer  par  des  quantités 
aussi  petites  qu'on  voudra ,  la  différence  des  polynômes  P  ei  JVj 
et  puisqu'elle  passe  du  négatif!  au  pqsitif  dans  cet  intervalle^  elle 
s'approchera  nécessairement  de  zéro  d'aussi  près  qu'on  voudra. 
(  Voyez  les  Annales  tle  Mathématiques  pures  et  appliquées , 
publiées  par  M.  Gergonne ,  T.  IV ,  pag.  aïo.  ) 


i94    '  ^  i*  i  M  s  N  s 

P^N,  lorsquey=so, 
P  >  JV"^  lorsque  jf  =  1 . 

On  peut  donc  raisonner  dans  le  cas  actuel  comme  dans  la 
précédent ,  et  en  conclure  que  l'équation  eny  a  une  ra- 
cine réelle  comprise  entre  o  et+ 1  ;  d'où  il  suit  que  celle 
de  réquation  en  a;  se  trouve  entrée  et—  i  ,  et  par  con— 
séqpent^entre  «f-  a  et  —  a*  * 

La  proposition  que  j*ai  énoncée  né  pouvant  pré- 
senter que  des  cas  qui  rentrent  dons  Tun  où  Tautre 
de  ceux  que  )e  viens  d'examiner ,  est  suffisammeht 
prouvée.     ' 

4  < 

ai  a.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  ferai  remarquer 
que ,  quels  cfxie  soient  le  degré  éCune  équation  et  ses  coef- 
ficiens,  un  peut  toujours  assigner  un  nombre  qui,  substi-' 
tué  à  l'inconnue,  rende  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres.  On  sent  d'abord  la  vérité 
de  cette  assertion ,  pour  peu  qu'on  ait  observé  la  marche- 
que  suivent  les  accroissemens  des  diverses  puissances 
d^un  nombre  plus  grand  que  l'unité  (ia6),  puisque  par- 
mi ces  puissances ,  la  plus  élevée  surpasse  d'autant  plus 
celles  qui  lui  sont  inférieures^  que  le  nombre  dont  il  s'agit 
est  plus  considérable ,  en  sorte  que  rien  ne  limite  l'ex- 
cès dé  la  première  sur  chacune  des-autres'^deplus^  votëi 
comment  on. peut  trouver  un  nombre  qui  ren^lisse  la 
condition  énoncée. 

/ 
f 

n  est  visible  que  le  cas  le  plus  défavorable  serait  ce- 
lui où  Ton  rendrait  tous  les  cocfficiens  de  l'équation 
égaux  ao  plus  grand , .  c'est-à--âire ,  si  au  lieu  de 

x"4-  Px~-*+  Qa?"»^ +  Tx+  U=zo, 

on  prenait 

5  désignant  le  plus  fort  des  coeiSiciens  P ,  Ç,  ... . .  T,  l/. 
lia  différence  entre  le  premier  terme  et  la  somme  de: 


■ 


/ 

) 
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^lii  !•$  aiifm  tant  alor»^ 

on  remarquera  que 

*-^+«^ +i=Çi:i058), 

et  par  cette  expreeaion,  on  changera  la  précédente  eo 

X*» — — i ^.oueux* i *. 

X — 1  X — 1  '  a>— I 

Si  Ton  met  eniuite  M  au  lieu  de  a?,  il  viendra 


quantité  qu* on  rendra  positive ,  n  Ton  fait 

car  n  l'on  divÎM  cbaijae  membre  de  cette  iquatio» 
par  M^,  on. aura 

^         tfoùJlfc=s5+r. 


En  substituant  donc  au  Ueu  de  or  le  plusgrand  de»  coefii^ 
tiens  de  Téqoation',  augmenté  de  Tunité»  on  rendr* 
le  premier  terme  plus  fort  que  la  somme  de  tous  le§ 
autres;  et  par  conséquent  son  signe  déterminera  celui 
du  résultat  de  I9  substitution» 

Le  nombre  M  pourrait  être  plus  petit  y  n  Ton  n» 
voulait  que  rendre  la  partie  positive  de  Téquâtion  pro- 
posée plus  grande  que  la  partie  négative  ;  car  il  sufii- 
rait ,  pour  cela^  de  rendre  le  premier  terme  supérieur  i 
Ui  somme  que  donneraient  tous  les  autres  y  quand  même 
le^e  coeiBciens  seraient  éga«t  j  non  pas  aii  pins 
grand  de  tous,  mais  seulement  au  phu  grand  des 


>  - 
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coefficiéns  négatifs  :  on  n'aurah  donc  rqu*à.  prendre 
pour  M  ce  ooefficient  augmenté  de  Tunité  (^). 

Il  suit  de  là  que  les  racinee  positives  de  l'équation 
proposée  sont  nécessairement  comprises   entre   o    et 

'  On  peut  aussi  dé^ouvni^  par  le  même  moyen  une 
limité  des  racines  négatives;  il  faut  pour  cela  substituer 
— y  au  lieu  de  x,  dans  Téquation  proposée ,  et  faire  en- 
sorte  de  rendre  le  premier  terme  positif  ^  s*il  devient  né- 
gatif (1.78)  ^  Il  est  évident ,  par  cette  transformation/què 
les  valeurs  positives  de  j' répondent  aux  valeurs  négatives 
de  X,  et  réciproquement.  Si  fi  est  le  plus  grand  coeflicient 
négatif  après  ce  changendent,  2i  -f- 1  sera  une  limite  des 
valeurs  positives  dey,  par  conséquent  —  R  —  1  sera  celle 
des  valeurs  négatives  de  x. 

Enfin  si  l'on  voulait  obtenir  pour  la  plus  petite  des  ra- 
cines une  limite  plus  approchante  que  zéro ,  on  y  par- 
viendrait en  substituant  -  à  la  place  de  x  dans  l'équa- 
tion proposée ,  et  en  préparant  la  transformée  eny  , 
comme"  on*  l'a  prescrit  dans  le  n®  1 78.'' Les  valeurs  dey 
étant  inverses  de  celles  de  x ,  la  plus  grande  des  pre- 
mières correspondrait  à  la  plus  petite  des  secondes ,  et 
'réciproquement.  Si  donc  S^+i  désignait  la  limite  su- 
'périeure  des  valeiu's  de  ^  ^  ou  qu'on  eût 

y<S'  +  i, 

•ce  qui  donnerait 


(*)  On  trouve  dans  la  Résolution  des  équations  numériques  par 
Lagrange,  des  formules  qui  donnent  des  limites  plas  resserrées  ; 
mais  ce  que  j'ai  dit  c^dêssus  suffit' pour  rendre  indépendantes  de  la 
considéifation.  de  «Hiofini,,  ies.propdntions  fendamentales  de  la 
Jnlion  de5,éqa|ti6ns. ,  -'',;■. 
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X 

il  en  résultent  successivement 


i<(5'  +  0^>5q-;;< 


X. 


f.    En  effet  ^  S  est  facile  de  voir  qu'on  peut^  sans  trou* 

bler  rprdre  de  grandeur  de  deux  quantités  séparées  par 
:des  signas  ^  et  ^,  les  multiplier  ou  les  di^ser  par  une 

même  quantité,  et  qu'on  peut  aussi  ajouter  ou  soustraire 
-la  même,  qu^xdté.  de  chaque  côté  de  ces  signes^  qui 

jouissent  à  cet  égard  des  mêmes  pxopriétés  que  le  signe 

d'égalité. 

ai 3.  Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  toute  équotUm 
de  degré  impair  a  nécessairement  une  racine  réelle  d'un 
signe  contraire  à  celui  de  son  dernier  terme  ;.  car  si  Toa 
prend  le  nombre  M  tel ,  que  le  signe  de  la  quantité 

ne  dépende  que  de  celui  de  son  premier  terme  M^ , 
l'exposant  m  étant  impair ,  le  terme  iHf"  sera  de  même 
signe  que  le  nombre  M  (ia8).  Gela  posé ,  si  le  dernier 
terme  t/  a  le  signe  -f-  >  et  qu'on  fasse  x== —  M,  on 
aura  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  que  donne  la 
supposition  de  a?  =  o  ;  d'où  l'on  voit  que  la  proposée-  a 
une  racine  entre  o  et  —  M,  c'est-à-dire  négative.  Si 
le  dernier  terme  Î7  a  le  signe — ,  on  fait  alors  a;  ==  +  M} 
il  vient  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  qui  cor- 
respond k  la  supposition  dea7=  o;  et  dans  ce  cas,  la 
racine  se  trouve  entre  o  et  +  M,  c'est-à-dire  positive. 

21 4^  Lorsque  l'équation  proposée  est  d'un  degré 
pair,  le  premier  terme  3/"*  restant  positif,  quelque  signe 
qu'on  donne  à  il/,  on  ne  peut  s'assurer  ,  par  ce  qui  pré- 
cède, de  l'existence  d'une  racine  réelle,  si  le  dernier 
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terme  a  le  ligne  +,  pmsqae,  soit  qu*on  fasse  jr=  o, 
oua?  =  zbilf  ^  on  a  toujours  un  résultat  positif;  naais 
quand  ce  terme  est  négatif ,  on  trouve  ,  en  faisant 

x=^+ilf,       a:r=o,       «a£=— Jlf, 

trois  résultats  affectés  respectivement  des  signes -f-,  — 
et  «f* 9  et  par  conséquent  Téquation  proposée  a  au  moins 
4eux  racines  réelles' danft  ce  cas^  Tune  positive ^  com- 
prise entre  If  et  o ,  Tautre  négative ,  comprise  entre  o  et 
*-^  :  donc  toute  équation  de  degripair^  dani  b  dernier 
terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  raçMes  réelles  ^  l'une 
positii^e  et  l'autre  négative. 

ai 5.  Je  viens  maintenant  à  la  résolution  des  équa-> 
tions  par  approxiiHatiott ,  et  afin  de  rendre  pltis^  clair  ce 
que  fai  à  dire  sur  ce  sujet»  je  prendè  d*abord  un 
«xtmple.  Soit  l'équation 

as*  — 4-"^  —  5x  +  fl7=o; 

son  plus  grand  coefficient  négatif  étante—  4)  il  >^t  du 
n®  dia  que  sa  plus  grande  racine  positive  sera  moindre 
que  5«  En  y  substituant  — -  y  au  lieu  de  x^  elle 
devient 

>^+4^+3y  +  «7=  o  ; 

« 

et  ce  résultat  ayant  tous  ses  termes  positifs  »  montre 
que  jr  doit  être  négatif  >  d'où  il  suit  que  x  est  nécessai- 
rement positif,  et  que  Téquation  proposée  ne  saurait 
avoir  de  racines  négatives  :  les  racines  réelles  sont  donc 
comprises  entre  o  et  -f-^* 

La  première  méthode  qui  se  présente  pour  parvenir  i 
des  limites  phis  approchées ,  consiste  à  supposer  succes- 
sivement 

r=i,    x=a,    x=3,    x=4i 
«t  si  dçttx  de  ces  nombres  »  substitués  dans  l'équation 
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proposée ,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires , 
ils  seront  de  nouvelles  limites  des  racines.  Or ,  en 
faisant 

a:  =  1 ,  son  premier  membre  devient  +  ^i  * 
o^  r=:  3 ..••......  #^ *-*    5) , 

jt  =  4 .  • +  ï5  ; 

on  Voit  donc  (jue  cette  équation  a  deux  racines  réelles  » 
Tune  comprise  entre  a*  et  3 ,  et  l'autre  entre  3  et  4.  Pour 
approcher  encore  plus  de  la  première,  on  prendra  le 
milieu  entre  les  deux  nombres  qui  la  renferment ,  ce  qui 
donnera  a,5  (^r^/tm. i39);onsupposeraensuitea;=a,5: 
le  résultat  de  cette  substitution,  qui  est 

+39,o6a5 —  Sa,5 — 7,54-27  = — 3,9376, 

fait  voir,  puisqu'il  est  négatif,  que  la  racine  cherchée 
est  entre  a  et  3,5.Preliant  le  milieu  de  ces  deux  nombres^ 
il  viendra  a,a5;  en  se  bornant  àar:=a^3,  on  aura  la 
racine  cherchée ,  à  moins  d*un  dixième  près  de  sa  valeur, 
et  on  en  approchera  très  rapidement  par  le  procédé  sui- 
vant, dû  à  Newton. 

On  fera  j:=:a,3  -^y  ;  il  est  évident  que  Tinconnue^ 
ne  sera  qu'une  petite  fraction  dont  on  pourra  négliger  le 
quarré  et  les  puissances  supérieures  :  on  aur^  de  cette 
maiïière 


*" 


—  3x  =i=— 3(a,3)  -^Zy% 

parées  substitutions,  l'équation  proposée  Reviendra 

—  o,5839—  i7i8rayr=o, 
et  donnè];a 


Soo  à  lé  i  vt  B  t(  s 

y  ^  _  0.5839. 

^  17,81» 

Dani  cette  [Hremière  opération ,  on  n'ira  pas  aunlelà  des 
centièmes  ;  et  il  en  résultera 

jf  =  —  o,o3  et  a:  =  a,3  —  o,o3  =  0,07. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  valeur  de  x  plus  exacte  que 
la  précédente ,  on  supposera  a: =0,27  -^y'  ;  et  en  êub- 
stituant  dans  Téquation  proposée,  on  ne  tiendra  compte 
que  des  premières  puissances  à&y\  On  trouvera 

—  0^04595359  —  18,046468/  =  0, 
d'où 

0,04595559 

y  18,046468        .     °*^'^^' 

et  paf  conséquent  x  =22,2675.  On  peut,  en  conti- 
nuant ce  procédé,  approcher  aussi  près  qu'on  voudra 
de  la  vraie  valeur  de  a:. 

La  seconde  radne  réelle ,  comprise  entre  3  et  4  >  cal- 
culée de  cette  manière ,  sera 

^  =  3,6797, 

en  s'arrêtantà  la  quatrième  décimale. 

ai 6.  On  appréciera  l'exactitude  de  la  méthode  que 
je  viens  d'exposer,  en  cherchant  la  limite  des  valeurs 
des  termes  qu'on  néglige. 

Si  l'équation  proposée  était 

x«  -f-P  X"»-'  +  Qoi^ +  7!r  +  17  =  o , 

la  substitution  de  û+>^>  ^^  '^®^  de  a:,  donnerait  pour 
résultat  le  premier  de  ceux  que  j'ai  trouvés  dans 
lé  n**  204,  parce  que  a  n'étant  pas  la  racine  de  l'équa- 
tion ,  mais  seulement  une  valeur  approchée  de  x ,  ne 
rend  pas  nulle  la  quantité 

a«  4-  Pfl«-'  -{-  Ça"-» +  T'a  +  J7. 


d'  A  X.  Û'  À   B   li  B.  3oX 

En  représentant  cette ,  demièi'e  par  Vy  on  aura  ^  au 
lieu  de  l'équation  (d)  du  n^  cité ,  la  suivante  ^ 

de  laquelle  on  tirera 

B      .  C 


s 


V  By*  Cy^  y» 

^— "3""  1  .  fl^""  i.a.'32 ~  A' 

* 

En.  négligeant  les  puissances  de  jr^  supérieures  à  la 
première ,  on  s*arrête  à 

_      ^ 
et  Terreur  est 

1 .  a><       1 .  fl .  3^ A* 

Si  a  ne  diiFère  de  la  vraie  valeur  de  or  qu0  d'une 
quantité  moindre  que  -a,  l'erreur  ci-<iessu8  deviendra 
moindre  que  le  nombre  qu'on  obtiendrait  en  j  mettant 
-  a  au  lieu  dey ,  ce  qui  donnerait 

r 

_    B     /ay  _      C        /gy  r  /a\" 

1  .Qiji  Vp/        1 .  a .  3ji  \p/ A  \pj 

En  calculant  cette  quantité ,  on  s'assurera  si  elle  peut 

être  négligée  vis-fr-vis  de  rj  ;  et  si  on  la  trouvait  trop 

considérable  pour  cela,  il  faudrait  chercher  pour  a  un 
nombre  plus  près  de  la  vraie  v>aleur  de  x. 


Au  reste  ^  lorsqu'on  a  calculé  pIuBÎeursdes  nolabresy^ 
y ,  y" ,  etc. ,-  et  que  les  ré^tats  obtenus  forment  une 
f^ite  décroissante ,  l'approximation  âe  saurait  être  dou- 
teuse. 

#     »  r     •  > 

S 17,  La  méthode  dont  je  viens  de  faire  usage  ^  est 
connue  sous  le  nom  de  Méthode  des  Substitutions  suc- 
cessives. Lagrange  l'a  considérablement  perfectionnée. 
(Yojez  la  Résolution  des  Equatiqns  numériques,  )  II  a 
d'abord  remarqué  qu'en  ne  substituant  que  dqs  nombres 
entiers  »  on  pouvait  passer  au--delà  de  plusieurs  raciqes 
sans'les  apercevoir.  En  effets  si  Ton  avait,  par  exemple^ 
l'équation 

(P^i)  C^-i)  (^-3)  (X— 4)  =  0, 

et  qu'on  substituât  au  lieu  de  3p  y  les  nombres  0,1, 
js ,  3)  etc.  y  on  passerait  au-delà  des  racines  \  et  i  sans 
en  reconnaître  l'existence .  car  on  aurait  J 

(0-1)  (9-i)  (0-3)  (o-«4>  =  +  f  XïX3X4. 
(i-è)  0-0(1-3)0^4)  =^  +  1X^^2X3, 


fésttllats  de  même  signe.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
cirçpnsta^ice  tient  à  ce  que  la  substitution  de  1  an  lieu 
de  Xy  fait  changer  en  même  temps  de  signe  aux  deux  fac* 
teurs  «i-^-|  et  a?— -1,  qui,  defiégettfs  qu'ils  étaient  lors- 
qu'on mettait  o  à  la  place  de  Xy  deviennent  tous  deiué 
positifs  ;  mais  si  Ton  eût  remplacé  x  par  un  nombre  com- 
pris entre.  \  et  ^,  le  f^tpur  ir-r-f  seul  auijait phangé 
de  stgn0,  .et  on  aurait  obtenu  un  résultat  négatif. 

On  tombera  nécessairement  sur  un  pareil  nombre  eu 
substituant ,  au  lieu  de  x ,  des  nombres  dont  la  diffe- 
r/ençie  soit  nu)indr9  <{ue  celle  des  r^ciiu^  \  et  |»  Si  par 
exemple  on  fait  les  substitutions  ^,  |-,  |  ,^^,  | ,  etc.  , 
«m  ireuvefa  deux  cltangemeas  de  a^e. 


On  pourrait  ol^jecter  à  l'exemple  ci-<te88us,  qpe  lors- 
qu'on a  fait  di^aTiidtre  ief  çoeificieps  fractionnaires 
d'une  équation  ^  elle  ne  peut  avoir  pour  racines  que  des 
Aolnbres  entiers  ou  irrationnels,  et  non  pas  de»  fractions; 
mais  il  est  facile  de  ypir  que  les  nombres  irrationnels , 
qu'on  à  remplacés  ici  par  des  fractions^  pour  plus  de  sim- 
plicité, peuvent  différer  de  moins  que  l'unité. 

En  général,  les  résultats  seront  de  même  signe  toutes 
les  fois  que  le»  substitutions  cbange^ropt  le  signe  d'un 
nombre  pair  deifacteurs(^).  Pour  obvier  à  cet  mconvé- 
nient,  il  faut  mettre  entre  les  nombres  à  substituer, 
depuis  k  plus  petite  Jimite  Jknqu'à  k  plus  grande ,  une 
déférence  moindre  que  la  plus  petite  des  différences  que 
peuyentavoir  entre  elles  les  racines  réelles  de  Téquation 
proposée;  par  ce  moyen  les  substitutions  tomberont  né- 
cessairement entre  les  racines, consécutives ,  et  ne  feront 
changer  de  signe  qu'à  un  seuj  facteur  (**) .  Cette  opération 
n'exige  pas  qu'on  connaisse  la  plus  petite  différenciées 
racines  réelles ,  mais  seulement  qu'on  ait  une  limite  au-* 
dessous  de  laquelle  elle  ne  saurait  tomber. 

Pour  se  procurer  cette  limite,  on  formera  l'équation 
au  quarré  des  différences  des  racix^es  (âo8). 

Soit 


cette  éqoatidn  ;  pour  obtenir  la  pks  petite  limite  de  àee« 
racines,  on  fera  z==-  (aia)  ,  ^t  û  viendra 


.  (^  n  n^est  donc  pas  possible  de  âécàavrh  par  ce  procède'  les  rtL" 
«Ines^gRlsé ,  Unqii'dlM  MMit«n  nMÉbre  pair  ;  nuM  alon  on  en^iiMe 
ceint  du  n^* ao5.  ♦  .      .*    :      .i 

(**)  On  ne  tient  pas  compte  ici  des  racines  imaginaires,  parce 
qu'elles  sont  tonj[oî»rs  enippmbre  ptirst.se  g^qupen^,  deux  à  deux, 
«A  faeteon  rëeU  du  second  degré  \  qni  ne  éhangen'l  point  de  signa 
^elqne  talenr  <|nVMi  à^f»S.à  **  iVsxj-  le  Çsptplément,  ) 


« 


r 


3o4  li  X.  il  M  B  N  s 

oujcn  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominatejur»: 

puis  en  dégageant  v*, 

*  I*  ^  tt       '  u    ^u  .      * 

et  si-  désÂgne  le  plua^graiidooeiEcieiit  négatif  de  cette 

équation ,  on  aura 

■  ■■-L-<x.  ■■■• 

r 

é  ^   ^  ' 

n  ne  faut  considérer  ici  que  la  limite  positive^  la  seule 
qui  se  rapporte  aux  racines  réelles  de  la  proposée. 

.  CpuDaissant  I^  limite  

lu 


moindre  que  lé  quaris  de^la  plus  petite  difféveace  rétmr 
racines  de  la  proposée ,  on  en  extraira  la  racine  quarrie» 
ou  du  moins  on  prendra  le  nombre  rationnel  immédiate- 
ment au-dessous  de  cette  racine  ;.ce  nûmbre,  que  je. 
désignerai  par  Af  marquera  Imteryalle  qu'il  faudra 
mettre  entre  chacun  «des  nombres  à  substituer.  Ou  for*, 
mera  ainsi  les  degK  suites 

o,  -F*,   +2*,    +5ft,  etb,i 
— ft,  ~a/t;  *^3ft;  etc.,     '-'■ 
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desquelles  on  ne  prendra  que  les  termes  compris  entre 
les  limites  deia  plus  petite  et  de  la  plus  grande  des 
racines  positives,  et  entre  celles  de  la  plus  petite  et  de  la 
plus  grande  des  racines  négatives  de  Téquation  proposée. 
Les  changemens  de  signe  qu'offrira  la  série  des  résultats 
obtenus  par  la  substitution  de  chacun  de  ces  nombres  à 
la  place  de  a?>  dans  l'équation  proposée ,  manifesteront 
ses  diverses  radnes  réelles  »  soit  positives/ soit  négatives, 
ai 8.  Soit  pour  exemple  Téquatîon 

a;5— 7^  +  7=0. 

qui  m'a  conduit i  dans  le  n®  1208 ,  à  Téquation 

a'— 422i»  +  44iai— 49=0; 

1 
en  faisant»  =  -,  et  en  ordoimant^  par  rapport  à  v, 

ie  résultat  de  cette  substitution  /  on  a 
d'où  l'on  tire 


v<id,  a> 


10 


fl  faudra  donc  prendre  A  i=  ou  <    — .    On  satisferait 

yio 

à  cette  condition  en  prenant  ft=:-2;  ii^siîs  Jl  suffit  de 

4 

supposer  ft  2=  ^-  car  en  mettant  9  à  la  place  BeV,  dans' 

l'équation  précédente /on  obtient  un  résultat  positif,  et 
qui  n«  peut  devepir  que  plus  grand  lorsqu'on  donnera 
à  V  une  valeur  plus,  considérable^  jsuisque les  termes  v^. 

et  91^  se  détruisent  déjà ,  et  que  —v  l'emporte  sûr  -7-.    ' 

49  49 

La  plus,  grande  limite  des  racines  positives  de  l'équa*^ 

t^on  proposée 

a?'~7a:  +  7x=o, 

Elém.  d!  Algèbre,  1 4*  édition.  no 
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est  8 ,  eteelk  detiaoiiie»  iiégitlTesett««-9  ;  on  «on  dcMir 
à  sabilstner  pour  oïleê  oombxttt 

1        a       3       4         .  M 

°'    g»     S*     ^     !• S"* 

12      9      4  £4 

~3'~3^""?"~S' —  ~  5* 

a/ 
Chi  peut  éyker  k»  finacdona  es  Sûsant  «=  ^;  car 

alors  les  différences  entre  les  valeurs  de  a/,  seront  triples 
de  celles  qui  se  trouvent  entre  les  valeurs  de  a; ,  et  sur- 
passeront  par  conséquent  l'imité  :  il  n'y  aiûra  plusqa*i 
substituer  succewvemeBt 

o,     1,    a>    3,.. i^M 

—»>—«»— -3, — a4, 

dans  réquatiou 

Les  signes  des  résultats  changeront  de  +  4  ^  4*  5>  de  -(^  5 
à  +  6 ,  et  de  — g  i  -—  lo,  ea  sorte  qu'on  aura  les  valeurs 
poMdv^ 

et  la  v^eur  négative  de  a/ tonabant  entre  —  9  et  —  lo » 
celle  de  a?  sera  entre  —  Set-^-g-, 

Connaissaiit  maintenait  les  divenes  raeiites  de  Pé- 
quati6n  proposée,  à  mobis  de  i  près,  on  pourrsÊrt  eu 
approcher  davantage,  comme  dans  le  numéro  âi5. 

aig.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  du  n^  ai5  et 
snr  eeluidu  numéro  pi^édènt,  s'appliqnerU  i  une  équa- 
tion d'un  degré  quelconque ,  et  fera  connaître  les  valetn^i 
approchées  de  toutes  ks  f aoineà  réeHès  de  cette  équa- 
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tion.  On  ne  laQraitdûoonTenir  néanmoins  que  le  calcul 
ne  devienne  p^iible,  lorsque  léq^tatibn  proposée  s'élève 
un  peu  haut  ;  mais  dans  beaucoup. de  cas  il  ne  sera  pa« 
nécessaire  d'avoir  recours  i  l'équation  (Z>)  ,  ou  bien  on 
j  suppléera  par  des  moyens  qte  l'étude  des  branchés 
ultérieures  de  l'Analyse  fera  connaître  (^). 

Je  ferai  remarquer  c^endant  que  les  substitutioos 
successives  des  nombres  o^  i  >  s  ^.3,  eto^  à  la  place  de 
X  f  offrent  souvent  des  indices  sufSsans  pour  iaire 
soupçonner  l'existenCe  des  racines  dont  la  différence 
est  moindre  que  l'unité.  D^s  l'exemple  qui  m'd6oupe> 
elleft  donnent  les  réâdtats^ 

+  7,     +Vr    +1,     +i3, 

qui  redeviennent  croissans  après  avoir  décru  de  +  7  i 
-f-  1 .  Cette  marche  rétrograde  porte  naturellement  à 
croire  qu'entre  les  deux  nombres  ^  i  et  -{-  a ,  il  tombe 
deiix  racines  ',  on  égales ,  ou  presque  égales.  Pour  véri- 
fier ce  soupçon,  îlfeut  multiplier  linconnue.  En  faisant 

Z«.  •     .  - 

^, —      .ontrtmve  ,  -    . 

10 

y — 700  j^ +7000  :=o, 

équation  qui  a  deux  racines  positives,  l'une  entre  i3  et 
14,  et  l'autre  entre  16  et  17. 

Le  nomt»:e  des  t&ionnemtns  uéeesaaiixES  pour  éécou- 
vrir  ces  racines ,  n'est  pas  très  grand  ;  oar  ce  n'est  qu'en*- 

(*}  On  peut  voir  aussi  <laiis  le  Ikailê  th.  la  Bê^Xémit»^  des 
Équation*  numériques^  t^e  méthode  très  éldgante  â«nti<^|)«r 
Lilgronge,  pour  éviter  l'emploi  de  rëquatioa  (D)» 

U'aulres  g<?omètre«  ont  encore  enriclii  ce  snjet  die  procèdes  inec- 
iMcux ,  mats  qui  ne  me  paraiâseflt  ^é  non  plus  devoir  entrer  dans 
lés  Siemens.  O  u'es^c^fue  parce  qaVlW.con^ilètem  la  db^orw  êéi 


âo« 
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tie  10  et  âoqu*ilfiiut  chercha:' jr  ;  et  les  raleunde  cette 
inooàhue  étant  déterminées  en  nombres  entiers^  on  en 
conclut  celles  de  a:,  à  im  dixième  d'unité  près. 

aso»  Lorsque  les  coefiiciensde  l'équation  que  Ton, se 
propose  de  résoudre /sont  des  nombres  très  considé- 
rab^esy  il  est  commode  de  la  transformer  en  une  autre  dont 
les  coei&ciens  soient  resserrés  dans  des  limites  plus 
étroites.  Si  Ton  ayak. ,  par  exemple , 

x^ —  80  x'  +  1998'a;?* —  14937X  -f-  5ooo  =:q  ^ 

on  ferait  x  =  10  a  ;  il  viendrait 

z^ — Sa^-f  19,9^2»^—  14,9572  +  0,5=0. 

Dans  ce  résultat,  on  se  contenterait  d'abord  de  prendre 
les  nombres  entiers  qui  approchent  le  plus  des  coe{ficiens> 
et  Y  on  aurait  ainsi 

z4----8«^  +  flOZ* —  l5a-f"0,5=:0. 

On  trouverait  sans  peine  que  z  a  deux  valeurs  réelles 
comprises  entre  o  et  1 ,  entre  1  et  a ,  d'où  il  suit  que  celtes 
de  la  proposée  sont  entre  o  et  10 ,  et* entre  10  et  ao;  mais 
on  né  doit  regarder  ceci  que  comme  une  indication 
qu'il  faut  vérifier;  car  il  peut  arriver  qu'un  petit  chan- 
gement dans  les  coelficiens  d'une  équation  rende  imagi-> 
naires  des  racines  qui  'étaient  d'abord  réelles ,  et  réci- 
proquement. 

Je  ne  parlerai  point  ici  de  la  recherche  des  racines 
imaginaires ,  parce  qu'elle  repose  sur  des  principes  dont 
l'exposition  mè  mènerait  trop  loin  ;  je  la  renvoie  «n 
€omplémenP  de  '  œ  Traité. 

sai.  Lagrange  a  donné  aux  substitutions  sueceftsivei 
une  forme  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  immédîar 
tement  à  chaque  opération  de  combien  on  s'est  appro- 
ché de  la  vraie  racine  ,  et  qui  n'exiga  pas  qu'on  en  ait 
d'abord  la  valeur  à  moins  d'un  dixième  près. 
Je  représente  par  a  le  nombre  entier  immédiatement 
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au-deisoiis  de  la  racine  cherchée  ;  il  ne  fendra  ',  pour 
obtenir  cette  racine^  qu'augmenter  a  d*une  fraction  :  ob 

aura  donc  x  =  a  -|-  -•  L«*éqaation  en  y  qui  réddkera  de 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  proposée  ^  aura  né- 
cessairement une  racine  plus  grande  que  l'unité;  nommant 
b  le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  cette 

racine,  il  viendra  pour  seconde  approximationx—a-f-T* 

Mais  b  nétaptf  par  rapport  à  jr,  q^B  ce  qu'est  43  pac 
rapport  à'x,  on  pourra  >  dans  l'équation  enjr,  faiire 

yi=:b  +  -7,  et^' seranécessainemeût  plus grtùid  que  l'u- 
nité ;  nommant  b^  le  nombre  entier  immédiatement  au- 
dessous  de  la  racine  de  Téquatlon  en  y,  on  aura 

I 

r^9ftett^t  cett^  valeur  dans  cel)e  di^  jc»  il  en  ^résultera- 

.     ^    ^^bb'  +  i' 

pour  la  troisième  valeur  approchée  de  x.  On  en  trouvera 

une  quatrième  en  fai9anty=^d^  4"^  »cai^  û  b*  désigne 

le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  dé  y^,  01^ 
aura 

do4 


-I    ~ 


.   ,       *'  bb'b"+b'  +  h 


et  ainsi  de  suite. 
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"> 

aj^a.  Je  vais  appliquer  cette  raétbode  à  Vé^Mtkm 

Onra.  éé}à  ta.  (  ai8  y  que  la  plua  petite  des  raesnes 
positives  de  cette  équation  était  entre  f  et  ^^  c'est-à-direj 

entre  i  et  a  ;  }e  foimi  donc  2?  &a  i  4*  *"  >  ^  j^'aurai 

La  limite  des  racines  positives  de  cette  dernière  est  5  j  et 
ea  sobititiiaiit  èuecessvvemeât  a^  1 ,  a^*3|  4>  ^^  ^^^  ^® 
jr,  on  reconnaStra  bientôt  qu'elle  a  deux  racines  plus 
grandes  que  lunité ,  savoir^ une  entr^  1  et  a\  etrautre 
éntpe  a  et  3  :  il  en  résultera  donc 

a:=ïi-f|    et    x=3ki-^^^ 

c  esc^u  cure  g  1 

orsssfi     et  'a;z=|.  ' 

Ces  deux  valeurs  correspondent  à  celles  que  f 'ai  trou- 
vées entre  r.etf»  entre  f  et  ^»  et  q«â  ne  diffèrent  pas 
d'iine  unité.    '  \ 

Pour  porter  plus  loin  le  degré  d'exactitude  de  la  pre- 
mière^  qui  répond  4  ^  ==:  1 1  on  fera 

et  I  oq  aura 

ys_ay*-.y4-i=o. 

On  ne  trouvera  à  cette  équation  qu'une  seule  raoinçplus 
grande  que  l'unité,  et  comprise  entrea  et  3,  ce  qui  donnera 

d'où  '  a?:ssï-f-Y.==^f' 

Supposant  ensuite^/  ^  a  Hh  ;7«  ^  ^^  résultera 

y3_gy._^y_,:^o;      , 


r  ■ 
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en  trouvera  y'  entre  4  ^  5  «  et  prenant  la  phu  petite 
limite  4  >  ri  Tiendra 

Rien  n'eet  pins  facile  fpie  de  poursuivre  oe  procédé  ^  en 

faîfiant^=  4  4*  "rst  ®^  ^^  ^^  suite. 

Jte  réviens  maiàtei^uit  à  la  seconde  valeur  de  x  ^  que 
j'ai  trbuvie  égale  i  |»  par  une  première  approxima- 
tion,  et  qui  répond  àjf=ai  je  fais  y23a-f--7-, 

et  je  substitue  dans  l'équation  en  y\  j^aurai ,  après 
avoir  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif, 

Cette  équation  n*aura ,  comme  sa  correspondante  dans 
{^opération  ci-dessus ,  qn*une  racine  qui  surpasse  Funité, 
savoir,  entre  i  ^t^^  et  prenant  y  =:  i ,  U  en  résulter^ 

Posant  encore 

y=îi4-pr. 

il  viendra 

équation  qui  donne  y  entre  4  et  5^  et  d'où  fl  suit  par 
conséquent  «^ 

y — 4*      y — T*      "* — «4* 

Pour  aller  au-delà ,  on  fera  y  =  4  +  r;»»  ®^  ^^^^^  ^^ 

suite. 

]L*éqiiatioi»  3i?^^jx^j'=sià  a  aossiuna  racine  n^ 
l^tba  eOB^prisa  entre  —  3  et  -^  4*  ^^^  ^^  appeocfaer 


«» 


J 
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davantage,  on  fera  a'= — 3 ;  ce  qui  donnera 

d*oà  il  résultera 


V  —  —  ^—  -i — »  — 

■*•   — —  ^  MO  — ' 


En  pouaa^at  plus  loin,  onsuppo8era^=ao  +  -7,  etc*, 

et  I  on  obtiendra  successivement  des  yalenrs  de  plus  en 
plus  exactes^  <     . 

Les  différentes  transformées  en  y,y't  y  y  etc»  n'auront 
Jamais  qu'une  racine  plus  grande  que  Tunité  y  tant  que 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines  dé  la  propo- 
sée ne  seront  pas  comprises  entrer  les  mêmes  limites  a  et 
a-f-i  ;  mais  quand  cette  circonstai^ce  aura  lieu ,  comme 
on.  Ta  vu  dans  l'exemple  ci-dessus ,  on  trouvera  dans 
quelques-mies  des  équations  en  y^  y^  etc..  plusieurs 
valeurs  plus  grandes  que  funité,  desquelles  partiront 
les  suites  d'équations  qui  feront  connaître  en  parti- 
culier les  diverses  racines  que  la  proposée  a  entre  le» 
Ëmites  a  et  a  -f- 1 . 

Le  lecteur  pourra  s^exercer  encore  sur  l'équation 

0:^—20:  — 5  =  0, 

dont  la  racine  réelle  tombe  entre  2  et  3^  il  trouvera  pour 
le&  valeurs  entières  de  j^,  y\  etc. , 

10,  1,  1,  a,  i|  3,  »f  i>  ifl,,.etc., 
et  pour-  ]es  valeurs  approchées  de  a:, ' 

»    ,  il      *1      il      UU      JLââ      klÂ      1§_L        1307        «64J5 
I*     10»    Il  9    ST*    ^F  >     74  >    a75  »    ÎT*.»      6a4.   >     7837  * 

Des  proportions  et  des  progressions, 

9 

aa3.  On  a  vu  dans  TArithmétique,  la  définitron  et  les 
propriétés  fondamentale»  de  la  proportion  et  de  Véquidif- 


U 


férence,  c'est-à-dire ,  4e  ce  qu*oii  appelait  hi  proportion 
géofnétrique  et  la  proportion  arithmétique  ;  j'appliquerai 
ici  l'Algèbre  à  ces  notions,  et  j'arriverai  par  ce  moyen 
à  quelques  résultats  (Jui  sont  d'un  usage  fréquent  dans 
la  Géométrie. 

Je  commencerai  par  faire  observer  que  l'équidiffé- 
rence  et  la  proportion  peuvent  s'exprimer  par  des  équa-^ 
tiens.  Soient.^,  B,  C,  D,  les  quatre  termes.de  la  pre- 
mière,  a^b^Cy,d^  ceux  de  la  seconde;  on  aura 

•  u      d     ^ 
B—A=D^C(Arîthm.iiÀj),  -  =  -  \Arithm.  iii  ), 

Cl        c 

équations  qui  doivent  être  regardées  comme  équivalentes 
aux  expressions 

A.B:C,p,  a\1?  Wcld, 

et  qui  donnent 

A  +  Dz=iB+C,^       ddz=^bc.'         \ 

_  %  f 

Il  suit  de  là  qpe ,  dans  Vécfuidifférerice  j'  &  somme  des 
termes  extrêmes  égale  celle  des  termes  moyens  /  et  que 
dans  la  proportion  y  le  produit  des  termes  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  termes  moyens ,  ainsi  qu'on  Ta  vu  dans 
r Arithmétique  (1:27,  ^i3)>  P^^  ^^^  raisonneraens  dont 
les  équations  ci-deèsùs  ne  sont  que  la  traduction. 

Les  propositions  réciproques  des  précédentes  se  dé- 
montrent facilement  5  car,  des  équations 


A  +  D^B'+'C, 
on  revient  suf-le*'cfcamp  à 

•  •  •  •  » 


adisibc^ 


■     *  — 


r,r. 


hv    d 


K 


et  par  conséquent,  iorst^ùe'qûatrèquarititës'soht  telles, 
que  deux  dentr' elles  donnent  la  même  somme  ou. la 
même  produit  que  les  deux  autres ,  les  premières  sont  les 
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dwjs  équidifflérencê  ou  d*un^  ftToporiion, 

Quand  B=C,  l'Ôijuidifférwo»  C8t  dil« eoHiinMe;  ij 
en  «at  de  même  de  la  pn^ortioa  quand  bisiç^et  Y  on  a 

,     ^  +  Z>  =  «if,  arf=:6*, 

e'eflMr^iiaciae  ^  daiu  v/i#  éqiddiffétienoê  a^tubme^  £t 
^omiiM  dfey  eMÈfémes  es%  égalé  au  doublé  cbt  Tnoyen ,  et 
qua ,  dans  une  propor^n  cohthu» ,  îê  produit  des  eMi^ 
trêjnes  est  égal  au  quarré  du  moyen.  On  tire  de  là 

la  quantité  J?  est  le  milieu  (  ou  la  Tnoyanita  proportion^ 
neUe  arithmétique)  entfe  >^  et  D,  et  la  qkiantité  b  la 
mçyenne  proportionnelle  (^géométrique)  entre  a  et  d. 
Les  équations  fondaipentales 

» 

conduisent  encone  aux  suivantes  : 

ce  qui  fait  voir  que  Ton  peut,  d^os  les  expressions 
A^B\  CD ^  alb\le\d^  changer  les  moyens  de 
place,  et  en  déduire -rf.C: 5. />,  aicVMd,  tjx  gé- 
néral, on  pourra  faire  toutes  les  transpositions  de  termes 
qui  s'accorderont  avec  les  équations 

A+D:=iB  +  C  et  adz=^bc  {Atiûm,  1.14.) 

Je  laisserai   maintenant  de   côté  l'équidifférenoe  , 
pour  ne  m'ôqcupev  que  de  la  proportion. 

!»a4*  O^  pettt^  ai»  deux  mem}>re8  de  l'équatioa 

k       d      , 

^  =  - ,  ajouter  ou  rettAnCÎier  une  même  quantité  m, 

Ut  tf  'm. 


I 


d'  ▲   X.   O    à  B  .A    Bf  3i^ 

€n  sorts  qu'on  aura 

a  c  . 

réduisant  lee  t^rmee  de  chaque  membre  au  mtoie  déno- 
minateur, il  viendra 

b  ikma      rfzfcm  c 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

c       ddti  m  c 


a"^ b:iz  ma  * 
et  qui  reyieiit  à  cette  proportion  : 

bdtLmalJdtm^c-  Il  aie; 

et  comme -c=:ri<te  aura  pareillement 

ddtzmc      d 
h  ±ma''^o 

on  b±mald±zmc  llbld. 

Ces  denit  proportions  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  Lepre-^ 
mier  conséquent ,  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de 
fois  son  antécédfnt,  est  au  second  conséquent,^  plus  ou 
moins  le  même  nombre  de  fois  son  àntécédeni ,  comme  le 
premier  terme  es^  au  troisième ,  ou^omme  le  second  est 
au  quatrième. 

En  comparant,  séparément  les  sommes  entre  eOes  et 
les  différencea  entre  elles,  on  aura 

d'J^^mc c  d'Orne c 

i^Pmâ      tt*  b-^ma      a* 

â'o4  Ton  conclura 

d-^mc      d'-^mc 

c'fst--i-dire, 


3x6  i  I.  i  M  JB  K  s 

b  +  ma:d'^mc  II  b  — mal  d — toc, 
ou  bien  y  en  changeant  les  moyens  de  place , 

b-^ma  :  b  —  ma  ::  d+mcl  d  —  toc; 
et  si  Ton  fait  to=  i ,  on  aura  seulement 

i  +  ati— a::  «i  +  c:^— c, 

>  ce  qui  8*énonce  ainsi  : 

La  somme  4^s  deux  premiers  ternies  est  à  leur  dif- 
férence comms  la  somm^  des  deux  derniers  est  d  leur 
différence. 

aaS.   La  proportion  a\b  \*.  cl  d  pouvant  s*écrire 

ainsi , 

alcV.bld, 

onaura  .  -  ieto  =;  r^:  m. 

a  b      ^'  ^ 

cdzma       ddtitnb 


d*où  -^ = r , 

a  a 

•t  enfin , 
\    ç±:mald±.mb  ::  a:  b    ou  ::  c  :  d, 

d'où  il  résulte  que  le  second  antécédent,  plus  ou  moins 
un  certain  nomire  défais  le  premier,  e'sf  au  seiiond  con- 
séquent, plus  ou  moins  le  même. nombre  défais  le  pre- 
mier, comme  V un  quelconque  des  antécédens  est  à  son 
conséquent. 

'  Cette  proposition  pètrt  aussi  se  conclure  immédia» 
tement  de  celle  du  nitméro  précédent  j  caren  changeant - 
de  place  le^  moyens  da;is  la  proportion  primitive 

a:  b  ::c:d^ 

puis  en  lui  appliquant  la  proposition'eitée,  on  a  s^c«- 
cessivement 

a:  c  ::  b:d^_,/ 

calmai  d±zmb  ::  al  b    eu   II  d  d, 
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et  rendant  pour  cette  dernière,  aux  lettres  a,  b,c,  d^ 
la  dénomination  qu'elles  ont  dans  la  proportion  primi- 
tive ,  on  a  renoncé  précédent. 

Faisant  m^=si,  on  en  tirera  les  proportions  parti- 
culières •       > 


^±:«:  d±.b  : 


a:  b 

cld, 

d  +  bld—b; 


ce  qui  veut  dire  que  ta  somme  ou  la  différence  des  oti" 
técédens  est  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  con-" 
séquem,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent, 
«t  que  la  somme  des  àntécédens  est  à  leur  différence 
comme  celle  des  conséquent  est  à  leur  différence. 
£n  général^  soit  une  suite  de  fractions  égales , 

b.  _d_f  _h_ 
a         ce         g    . 

et  qu'on  fasse  -^  =  ç  ^  oa  aura 

d  f  h  • 

■7  =  «y»  *-~9»  —  =  ?.etc., 

ce  qui  donnera 

bz:z,fiq,    d^cq,  f==:eq,    A=g(jf,etc., 

et  en  Écoutant  ces   équàtioùs  membre  à    membre , 
il  vien4^a 

b  +  d  +f+  h  +  etc.  ^=aq  -i-çq  -{-eq+gq  +etc., 
ou  ,  f 

*  +  rf +/-h  A  +  etc.  =  9  («+c^:-e+g  + etc) , 
d*où  il  suit 

ft  +  rf+/4-ft  +  etc.   _       _  ^ 
"  c  +  c  +  e-f  g  +  etc.  ^  a" 

On  énonce  ce  résultat  «n  diluant  que  <2a7t5  une  suite  de 


3i8  .  à  i»  à  u  lÊL  v  s      ^ 

rapporta  égmx^  a  :  b  ::  o  :  d  ::e  :f  ::  g  :  h  ::  mu.^ 

la  s€fmme  d'ui»  nombre  qfueltxmqueJPioMcédéns  est  à  la 
somme  d'un  pareil  nombre  de  coméquens^  eomm/e 
un  èmtëeédent  est  à  son  conséquent. 

dsG.  Lorsqu'on  a  ces  deux  équajdons^ 

—  =•1      et  X=A 
a         c  '       •    ^        g    * 

on  en  peut  multiplier  les  premiers  membres  entre  eux, 
et  les  seconds  entre  eux»  et  il  viendra 

♦  ••^  ^3   •■"•    » 

ae        cg 

équation  équiinalente  à  la  proportion 

ae:  bf::  cg:  dh', 

laquelle  s'obtiendrait  ausâ  en  multipliant  chaque  terme 
da  la  proportion 

a:  b  ::  c:  d, 

m 

par  cehii  qui  hii  ocurespond  dans  la  proportion 

Deux  proportions  multipliées  ain^i  terme  par  terme  ^ 

sont  dites  multipliées  par  ordre  f  et  les  produits  qui  en 

résultent  sont  »  comme  on  le  voit ,  en  proportion  :  les 

nouv4»aux  rappo^  sont  les  rapports  «pti^j^,»  4^8  rap* 

ports  primitifs  (^n< A.  iq3). 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  qu'on  arriverait  égale- 

nient  à  une  proportion^  en  divisant  deux'  proportions 

terme  à  terme,  ou  par  ordre, 

da7«  Lorsqu'on  a    -  # .     . 

b  d 

a  c  * 

on  en  peut  conclure  que 

Jlî  —  ^  » 
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et  cpii  àooD» 

d*où  il  8uit  que  les  quarrés,  les  cubes  ^  et  en  général  ks 
puissances  semblables  de  quatre  quantitéè  en  proportion^ 
sontav^si  en  proportion. 

La  même  chose  aurait  lieu  pour  des  puissances  frac- 
tjoniïâuresi  pttiâ<{ae  ' 

et  que 

c  ar  il  eu  résulte 

I 


OU 

^^  :  Vl  ::  V^c  :  ♦^, 

si  a  :  &  \\B\à^  c*e8t-*à-^dire 4  ^Ête^les racines  du  même 
degré,  de  quatre  quantités  en  proportion,  sonl  eUes^ 
mêmes  en  proportion. 

Tels  sont  les  principaux  points  de  la  théorie  des  pro- 
poi;tioQ4;  Cette  tkéorie  n*a  été  inventée  que  pour  dé* 
couvrir  des  quantités,  en  les  compaorant  avec  d'autres. 
On  a  conservé  pendant  long-temps  I^s  noms  latins  at-* 
tachés  aux  difféireo*  changemens  ou  transfomUlâons 


^20  £    i.    £    AI    K    If    s 

que  peut  iBubir  une  proportion  :  on  commence  au)our* 
d'hui  à  nen  plus  charger  la  mémoire  de  ceux  qui  étu- 
dient les  Mathématiques  ^  et  tout  l'échafaudage  des  pro- 
portions deviendrait  inutile  ^  si  on  leur  substituait  les 
équations  correspondantes ,  ce  qui  donnerait,  je  pense , 
plus  d'uniformité  aux  méthodes >  et  plus  de  netteté  aux 
idées.  ; 

*  aaS.  Des  proportions  aux  progressions  le  passage 

est  facile.  Ayant  conçu,  dans  TéquidifFérence  con- 
tinue, trois  quantités,  dont  la  dernière  surpassait  la  se- 
conde autant  que  celle-ci  surpassait  la  première ,  on  a 
bientôt  imaginé  de  considérer  un  nombre  indéSni  de 
quantités,  a,  6,  c,  ^,  etc.,  telles  que  chacune  d'elles 
surpassât  celle  quiila  précède  d'une  môme  quantité -d^ , 
en  sorte  que 

6=a+/',  c  =  6  +  ^,  J=o+^,  e-==,d-\'^^  tXc, 

L'ensemble  de  ces  quantités. s'écrit  ainsi, 

-7a.&.c.fll.e.f!.etc., 

et  se  noaunait  progression  arithméîique  ;  mais  j'ai  cru 
devoir  changer  ce  nom  en  celui  de  progression  par 
différence.  (  Voyez  Jirith. ,  note  du  n®  127.  ) 

On  peut  calculer  un  terme  quelconque  de  cette  pro^ 
gression ,  sans  le  secours  des  intenqédiaires.  En  effet, 
si  l'on  met  pour  b  sa  valeur  dans  jceUe  de  c,  il  en  ré- 
sultera 

avec  cette  dernière  on  trouvera 

drza-f-3^,  puis  c=  a +  4^, 

ef  ainsi  dç  suite; d'où  l'on  voit  qu'en  nommant  /  le  tçrme 
dont  le  rang  sérail  marqué  par  n ,  on  aurait 


1 1 


7=s:.a+(n-iy.  . 
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Soit,  par  exemple ,  la  progression 

1-3.5.7.9.  *^  - 13.  i5  .  17  ,  etc.; 

ici  le  premier  terme  a  =a  3 1  la  différencie  (  on  la  raison  ) 
J"  =  a  ;  on  trouvera  pour  le  huitième  terme , 

3+(8— i)at=i7, 

ainsi  qu'on  le  conclut  en  calculant  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent. 

La  progression  que  je  viens  de  considérer  était 
croissante;  en  l'écrivant  dans  un  ordre  inverse ,  tel  que 
celui-ci  : 

T  17.  i5*i3. 11.9.7.5.3.1.  —  1.— 3,  etc. , 

elle  serait  décroissante.  On  en  trouverait  encore  un 
terme  quelconque  au  moyvn  dé  la  formule  a  +  (ti— 1  )  S", 
en  observant  que  <P  doit  y  être  supposé  négatif,  puisque 
la  différence  doit  alors  se  retrancher  d'un  terme  quel- 
conque pour  obtenir  le  suivant. 

asg.  On  parvient  aussi  très  simplement  A  connaître 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la 
progression  par  différence.  Cette  progression  étant  re- 
présentée par 

et  S  désignant  la  somme- de  tousses  termes,  on  aura 

5  =  a-f-6  +  c -f-î-fft-f*/. 

En  écrivant  les  termes  du  second  membre  de, cette 
équation,  dans  un  ordre  inverse  du  précédent,  on 
aura  encore 

5=/-f*  +  i +*  +  c4-*. 

Si  l'on  ajoute  ces  équations ,  et  qu'on  réunisse  les  termes 
qui  se  correspondent,  il  viendra 

Elém,  d'Algèbre,  14*  édition,  ai 


mais  par  la  nature  de  la  progression  ^  on  a ,  en^  partant 
du  premier  terme., 

r 

et  par  conséquent ,  en  partant  du  dernier , 

l^f^nk,  fe  — <f =i, C'^tz=.b ,  b^iz=za  : 

Faddition  des  équations  correspondantes  Fait  voir  sur- 
le-rchamp  Kjue 

.a  +  /=i  +  ^  =  c  +  i^  etc. , 
et  que  par  conséquent 

d*où  il  suit 

En  appliquant  cette  formule  à  la  progression 

-:  3.5.7.9.  ®^^*  » 
on  trouvem  pour  la  somme  des  huit  premiers  termes  , 

a 
523o.  L*équation 

jointe  à 

(g  +  Qii 
S^-^ 5 • 

donne  le  moyen  de  trouver  deux  quelconques  des  dnq 
quantités  a,  f,  n^l  et  S ,  lorsqu'on  connaît  les  trois 
autres 'y  je  ne  m'arrêterai  pas  à  traiter  chacun  des 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

a3i.  On  a  tiré  de  la  proportion ,  la  progression  par 
quotient  (ou la  progression  géométrique)  ,  qui  consiste 
dans  une  suite  de  termes  tels^   que  le  quotient  d*un 
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terme  divisé  par  celui  qui  le  précède,  est  le  même, 
quelque  part  que  soient  pris  ces  deux  termes.  Les  suites 

4^  2  :  G  :  i8  :  54  :  iSa  :  etc., 
^45:  i5:  5  :    |  :     |  :  etc., 

sont  des  progressons  de  ce  genre  ;  le  quotient  (  ou  la 
raison  )  est  3  dans  1  une  et  |  dans  Tautre  :  la  première 
est  croissante ,  et  la  seconde  décroissante.  Chacune  de 
ces  progressions  forme  une  suite  de  rapports,  égaux ,  et 
c'est  pour  cela  qu'on  les  écrit  comme  ci~dessus. 

Soit 
une  progression  quelconque  par  quotient  ;  en  faisant 

h  *      ' 

-  =  ç ,  j'aurai ,  par  la  nature  de  cette  progression , 

^^b c d e      ^^  l 

ou    lb=aq ,  cz=zbq,  d=cq ,  e=zdq y  ..,  Izzzkq. 

Mettant  successivement  la  valeur  de  b  dans  celle  de  c, 
cette  dernière  4am  celle  de  d,  et  ainsi  des  autres,  il 
viendra 

b'=z.çLq,  czzzaq"",  d=zaq^,  e=aq^^. .  J^i^zaq'^^ 

en  désignant  par  n  le  rang  du  tenue  /,  oii  le  nombre  d&s 
termes  que  l'on  considère  dans  la  progression  proposée. 
A  l'aide  de  la  formule  /=aç"—*,  on  peutcalcujer  un 
terme  quelconque  sans  passer  par  tous  les  intermédiares. 
Le  dixième  terme  de  la  progression 

-H-  û  :  6  :  i8  :  etc.  , 

par  exemple,  est  égal  a  X  S^^SgSÇG.  * 

a3â.  On  peut  obtenir  aussi  la  somme  d'autant  de 
termes  <|a'on  voudra  de  la  progression 

ai.. 


5^4  .  :ç  z«  4  ^  K  9  s 

jL^-mibiddi  etc. , 

en  «j^outant  entre  elles  led>  équations 

b:=aq,  csszbq,  fî:?^f</,  c==4ç>.-»- ^=^9  ; 
car  il  en  résultera 

e|  en  non^mant  S  la  somme  cherchée ,  on  aura 

a  +  b  +  c  +  d...:4-k=;S  —  l, 
d*où  l'on  conclura 

et  p^.  çftnséfueiït 

_      qlr^ct 

Dans  l'exemple  ci-<lessns^  oq  trpuTerait  pour  la  sonnam 
des  dix  premiers  termes  de  la  progression  ^ 

-H-  û:6:  i8;  etc., 
a33.  Les  deux  équations 

renferment  les  relations  que  les  cinq  quantités  a,  g,  n,  l 
ttS,  doivent  avoir  entre  elles  dans  la  progression  pat 
quotient ,  et  feront  connaître  deux  quelconques  de  ces 
quantités  y  lorsque  les  trois  autres  seront  données. 

a34.  Si  l'on  substitue  aqf"^*  à  la  place  de  /,  danslex-* 
pression  de  5,  il  viendra 


V 
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Lorsque  q  surpassera  Tunité^  la  quantité  q*^  sera 
d*autant  plus  grande^  que  le  nombre  n  sera  plus  consi«- 
dérable  ;  et  S  sera  susceptible  de  surpasser  telle  qiialù- 
tité  que  Ton  youdrâ,  en  donnant  an  une  valeur  conye-^ 
nable ,  c'est-à-dire,  eii  prenant  un  nombre  suffisant  de 
termesde  la  progression  proposée.  Mais  si  q  est  une  frac- 

tîott  représélftëépàf  — ,  on  aura  * 


m 


5= 


1    m— 1        '         m— 1      * 

m 


et  3  est  évident  qne  plus  le  notaibr^  n  deyilendra  grand , 

plus  le  terme —j^  deviendra  petit,  et  plus  par  con- 

am 


dont  elle  ne  diitèté  que  dé 


9 


Cm —  i)77i' 

;         1  *     .    i        .      ^  -  .    ... 

donc  y  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  prc« 


nm 


posée ,  plus  leur  somnie  approcbera  d^ .Elle  pourra 


fnêméén  difféféf  deiïioîns  qtté  f  ellé'pétité  quantité  qûW 
^uissé  aUssignéi*,  sans  ]àmàt!s  lui  ^erigoûréusdniéht  égalé. 

La  quantité — ■ — ,   que  je  désignerai  par  £#,  est , 

èomme  oin  voit,  une  lihiite  dont  les  sommes  partieHe» 
représentées  par  S,  s'approchent  de  plus  en  plus. 

En  appliquant  ces  considérations  k  la  procession 
on  aura 


526  ,  à  t,  Û   M  IBr  vi  s  ' 

^      m 


doù 


m — t 


et  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  ci- 
dessus ,  plus  leur  son^me  approdiera  d'être  égale  à  2. 
On  trouve  en  efiFet 

I  =1  =Bflr— 1, 

1-4^-''-  '       =1=51  —  1 

l-f-aT!4  " — 4—-*         4> 

1+i+i+l         =ii=a-i;' 

etc.    . 

•  L'expression  de  L  peut  être  considérée  comme  la 
somme  de  la  progression  décroissante  par.  q[uotient  ^  con^ 
tinueé  à  l'infini ,  et  c'est  ainsi  qu'on  la  présente  ordinai- 
rement ;  mais  on  ne  peut  cependant  s'en  former  une  idée 
bien  notte^  qu'en  l'envisageant  sona  le  point  de  vue 
d'un^  limite. 

â35.  On  peut  tifer  de  l'expression 

q—i      ' 
tous  les  termes  qui  composent  la  progression  dont  elle 
représente  la  somme  ;  car  si  l'on  effectue  la  division  de 
ç"  —  1  par  ^—  1  (i58) ,  on  trouvera 

ce  qui  donne 

5  =  a-f-a9+a<;f^ -^aq^^K 

XjSl  valeur  de  L  f  ouit^de  la  m$me  propriété ,  lorsqu'on 
effectue  la  division  de  m  par  m  —  1  ^  comme  il  suit  : 


• 
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m 

m —  1 

—  fii+  i 

,  1  H I--Î  +  — 3+etc. 

-+^ 

m        m.* 

S37 


etc. ,  ' 

On  divkeâ'aborâm,  comme  à  TordRinaire ,  par  le  pre- 
mier tenue  du  diviseur ,  ce  qui  donne  pour  quotient  1  ; 
où  multiplie  ce  quotient  par  le  diyiseur ,  et  on  retranche 
le  produit  du  dividende;  on  divise  ensuite  le  reste  i  par 
le  premier  terme  du  diviseur;  on  trouve  pour  quotient 

1  1 

— »  qu'on*multiplie  parle  diviseur  «  eton  apourreete — : 

on  opère  sur  ce  reste  comme  sur  le  ptécédent.  En  conti- 
nuant ainsi ,  on  aperçoit  bientôt  la  loi  que  suivent  tous 

les  quotiens  partiels ,  et  Ton  voit  que  Texpreesion 

est  équivalente  à  la  série 

^  '+";;r  +  ;^  +  ;^  +etc., 

continuée  i  Tinfini  ;  mettant  pour  m  sa  valeur- .  et  mul* 

tipliant  para,  on  retrouve 

a -f-û? +^*  +  ^<7^  +  etc. ,  • 
pour  la  progression  dontZr  exprime  la  limite.. 
a36.  On  regarde  le  développement. 

1  H 1 ;  H 5  +etc. , 
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m 


comme  la  valeur  de  la  fraction ,  toutes  les  fois 

m —  1 

qu'il  est  convergent ,  c'est-à-dire,  que  les  termes  qui  le 

/      composent  diminuent  en  s*éIoignant  du  premier. 

En  effet  >  si  Ton  arrête  la  division  précédente  successi* 
vement  au  premier,  au  second,  au  troisième.  »...  reste, 
on  trouve 

les  quotiens  i  |  et  les  restes  i 

,    I       ■        r  1 

1  +rr 


»  4- 


m 
1 


m 
I 


m     mr 
etc.  '  I  flte. 

l^s  uns  n  approchent  de  la  vraie  valeur  qu'autani:  que 
l^s  autrea  vont  en  diminuant;  et  cette  circonstance  n'a 
lieu  que  lorsque  m  surpasse  Timité.  Dans  tous  les  autres 
cas,^  on  ne  peut  se  permettre  de  négliger  les  restes,  qui| 
croissant  tans  cesse,  Jfont  voir  que  les  quotiens  s'éloigiient 
dfi  p^us  en  plus  de  la  vraie  valeur. 

Pour  éclaircir  ceci,  il  suffit  de  faire  successivement 
ins=ft,  m=i ,  771  =  ;-.  La  première  supposition  donne 

et  Ton  a  déjà  vu  (  â34  )  qu'en  effet  la  série  qui  com- 
pose le  second  membre  s'^^rochait  de  plus  en  plus  de  d» 

La  seconde  supposition  conduit  à 

—^î-^  «=i=4+i  4-1+1  + i  +  i  +  etc. 

7IX-—  1 

Ce  résultat ,  i  + 1  +•  + 1  +  etc. ,  continué  à  l'inRûi  » 
donne  bien  une  quantité  infinie ,  comme  le  diraiande  la 
nature  de  l'expression  |  :  cependant  si  l'on  ne  tenait  pas 
compte  des  restes  dan^^cet  exemple,  on  tomberait  dans 


^ 
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une  absurdité  ;  car  puisque  le  diviseui^ ,  multiplié  par  le 
quotient ,  doit  reproduire  le  dindende ,  il  faut  que 

or  le  second  membre  s'anéantit  rigoureusement:  on 
aurait  donc  i  =  û. 

La  troisième  supposition  mène  à  des  conséquences 
non  moins  absurdes^  quand  on  négCge.les  restes,  et 
quonregvde  la  série  résultante  comme  exprimant  b' 
valeur  de  la  fraction  dont  elle  dérive.  En  faisant  7n.=  i, 
on  trouve 


171 


'2±5— i=±îi-f'iï-f'4+8i  +  ji6  +  étc.  , 


ce  qui  est  bien  évidemment  faux.  Cesf  contradictions 
disparaissent  quand  on  observe  la  marche  des  restes. 

Dans  le  secoùd  cas  ,  les  restes 

1      ,.  1       ..am      mii^     nti^ 

in    71%      mr 

sont  tous  égafux  à  ï ,  et  ptusqulls  ne  diminuant  pas  , 
il  nest  pas  permîs^âe  les  négUger^  quelque  loin,  que  Fou 
pCMisse  1»  série.  En  a^outaat  donc  Vvm  de  ces  reste»  au 
second  membre  de  Téquation 

l  =  (l  +1  -f-i-j-i-^i-f. ).o, 

elle  de>mat  exaicté. 
Datt»'Jfr^trettièméoaS|  le»veete#  ^ 

111. 
'  1  >  "*""  s  "^  y  ""^j  etc., 

> 
forment  la  progression  croisante  i ,  â ,  4>  S>  ^^  >  ^^c*>  ®^ 
ett  ajoutant  à  chaque  qiioëenf  la  fraecbïi  quirésulle  dtt' 
reste  qui  Fàccompagne,  lés  expvesrioBS  rigoureuife»  d*^ 

m 

,  sont 


MlMaMMH 


m  —  1 


33o 


à 

i*  i 

M  JS 

J»   S 

/"  '^ 

1 

X 
71  — 

1* 

»+'- 

1 
171 

-  + 

1 

m  (m- 

-0' 

1  J. 

1 

-+ 

I 

1  'f- 

m 

71*  (m- 

-0' 

etc., 

I 


qui  toutes^  »  aocordent  à  donner  —  i ,  lorsque  m  ==  i. 
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Si  Ton  prenait  77»= — 7i,  la  fraction deviendrait 

771—1 

•  ^.      ;  la  série  qui  e3q)rime  le  développement  de  cette 
fraction  se.  changecait  en 

et  en  y  faisant  7»=  i ,  on  aurait 

1  —  i-f-i  —  i-|-i  —  1+  etc.  ^ 

développement  qui  devient  tantôt  i  et  tantôt  o,  et  qur 
s'écarte  par  conséquent,  tantôt  par  excès,  tantôt  par 

défaut ,  de  la  vraie  valeur  de  — ■ — ,  égale  dans  ce  cas 

à  ji  mais  la  série  ci-dessus ,  n'étant  point  convergente, 
ne  peut  donner  cette  vraie  valeur;  etîl  faut  nécessaire— 
ilient  tenir  compte  du  reste,  a  quelque  terme  que  Fou 
s'arrête. 

Si  Ton  suppose  dans  là  sérié  précédeàfe  i^:=zSi,  on  aura 

suite  dont  les  sommes  partielles  i ,  i^  ^>  ?,  etc.  sont  aL- 
temativementplus  petites  et  plus  grandes  que  la  vraie  va- 
leur de  —j— ,  qui  est  f ,  mai*  flont  elles  approchent 
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mdéilniiueiit ,  parce  ^ue.   la  série  proposée  est  con-^ 
yergente. 

Quoique  les  séries  diveîrgentes ,  c'est-à^ire  celles 
dont  les  termes  vont  en  augmentant,  s'écartent  sans 
cesse  de  la  vraie  valeur  de  l'expression  dont  elles  dé- 
rivent ,  considérées  néanmoins  comme  développemens 
de  ces  expressions ,  elles  peuvent  faire  connaître  celles, 
de  leurs  propriétés  qui  ne  dépehdent  point  de  leur 
sommation,   c'est^-dire  de  la  détermination  de  leur 


somme^ 


aSj.  En  poussant  quelque  division  algébrique  que  ce 
soit  j  comme  j'ai  fait  ci-dessïte  (a35) ,  pour  celle  de  m 
par  m  -^^  1 ,  OB  parviendra  toujours  à  exprimer  le,qàb-r 
tient  parnne  suite  infinie  de  termes  monômes.  Les  extracr 
tîons  des  racines  ^  ccmtiQuéesde  la  même  manière  sur  leM 
restes  successifs ,  dans  Iç  cas  des  pijiissances  imparfaites^ 
conduiront  aussi  à  des  stdtes  infinies  ;  mais  ces  suites  s'obr 
tiendront  plus  facilement  par  I4  fpmitdie  djxbirwmey  ainsi 
que  je  le  ferai  voir  dans  le  Complément  ^  où  ye  traiterai 
des  suites  les  plus  oonndes. 

Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des  logarithmes. 

a38.  Dans  toutes  les  questions^  résolues  jusqu'ici» 
les  inconi^nes  n'entraient  pour  rien,  dans  les  exposans  ; 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  voulait  déterminer 
le  nombre  des.  termes  d'une  progression  par  quotient^ 
dont  le  premier  terme ,  le  dernier  et  la  raison  seraient 
donnés.  En  effets  on  aurait  pour  cela  l'équation 

Iz^zaq^"^  (33i)>. 

dans  laquelle  l'inconnue  serait  it;  et  en  fais^t,  pour  abré^ 
gcr,  ïi— i=a:,  il  viendrait  &=a<;'.  Les  méthodes  directes 
exposées  précédemment  ne  sauraient  résoudre  cette 
équation;  et'  les  quantités  teUesflue'JC  ne  peuveat  être» 


1 
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représentéot  par  aucan  dts  âgae»  dont  j*u  déjà  fait 
usage.  Pour  répandre  plus  de  lumière  sur  cesujet^je 
rappellerai,  d'après  Euler,  la  liaison  qui  existe  entre 
les  diverses  opérations  de  1*  Algèbre,  et  comment  chacune 
d'elles  donne  naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  qus^n- 
tités. 

â3g.  Soient  a  et  &  deux  quantités  qu'on  se  propose 
d'ajouter  ensemble;  on  a 

et  si  de  cette  équation  on  veut  tirer  a  ou  6 ,  on  trouté 

» 
voâè,  tcmiM  on  toit,  Fariginë  de  la  9o«Btractioff;  or 
quanid  cette  dernière  opératitcn^ne  peut  ff'elfiectaer  dantf 
Fordre  oà  die  est  indiquée ,  leréÂdtat  deneutn^atif. 
L'addition  répétée  d  une  même  quantité  engendre  laf 
midtiplicâitioû  :  a  désignant  le  muk^Uc^ifeftur  ^  b\A  tixA^ 
iq^fiMudâ^j  i^c\%  produit,  on  a  « 

d'où  l'on  tire 

I 

et  dé  là  naissent  là  division  ef  les  fractions  ^ijden  soht  U 
suite,  lorsqu'elle  ne  peut  s'effectuer  sans*4?éste. 

La'  multiplication  répétée  d*une  quantité  par  élfe- 
m'êmé^  produit  les  puissances  de  cette  qu'antité  ;  en  éi^rî- 
liftant  par  b  le  ùbmbre  de  fois  que  a  est  facteur  dans  laf 
puissance  que  l'on  considère ,  on  à 

Cette  équation  (Bffère  essentielWent  dës'précédenVêS , 
en  ce  que  les  quantités,  a  et  6  n'y  entrent  pas  toutes  A&at 
de  là  même  manière,  d'où  ilsui*  ^o^ori  ne, peut  ^ 
résoudre  Téquation  pr  rapport  à  Fune  comme  ^ 


d'à  z.  o  a  b  ji  b.  SSS 

rapporta  Tmitre.  Si  c'est  a  qu'on  dierche>  une  simple 
extraction  de  racine  anSt  pour  le  trouver ,  et  cette  opé-, 
ration  do>ui^  Ufu  ^  unQ  nouvelle  espèce  de  quantités  , 
savoir ,  les  irrationnelles  ;  mais  la  détermination  de  Adé- 
pend  de  méthpdes  particiilières  que  je  ferai  connaître 
lorsque  j*aurai  exposa  les  principales  prepriétés  de 
l'équation  a^=ç. 

a4o.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  conservant  la  même 
valeur  pour  la  lettre  a,  que  je  supposerai  au-dessus  de 
l'unité ,  et  variant  convenablement  celle  de  &  ^  on  pourra 
obtenir  pour  c  tous  les  nombres  possibles.  £n  effets  en  fai- 
sant i=  G ,  on  a  c  =  1  ;  puis  lorsque  fr  croîtra,  les  valeurs 
correspondantes  de  c  surpasseront  de  plus  en  plus  l'unité^ 
et  pourrontaugmenter  auUintqu'on  voudra.  Le  conteaire 
aura  lieu  si  l'on  prend  b  négatif  ;  l'équation  a^  =  c  se 

changeant  en  ûT*  =  c ,  ou-j-  =  c,  les  valeurs  de  ç  iiQut 

sans  cesse  e^  diminuant,  et  pourront  devenir  aussi  petites 
qu'on  voudra.  On  peut  donc  de  la  même  équation  tirer 
tous  les  nombres  positifs  possibles ,  soit  entiers  ^  soitfrac- 
tionnaires^  dans  le  cas  où  a  surpasse  l'unité.  Il  en  serait 
de  même,  si  l'on  avait  a  <^  i  :  seulement ,  les  valeurs  de  c 
marcheraient  en  sens  inverse  de  celles  du  cas  précédent  ; 
mais  en  supposant  a  =  i  ^  on  trouverait  toujours  c  =  i , 
quelque  valeur  qu'on  donnât  à  b  :  on  doit  donc,  4a^  tout 
ce  qui  va  suivre,  regarder  a  comme  différant  essentiel- 
lement de  l'unité. 

Pour  niieux  désigner  que  a  ne  ch^ge  points  et  que  les 
deux  autres  quantités  &  et  c  sont  indéterminées,  je  les  re- 
présenteraipar  les  lettres  Tetj^,et  j'aurai  réquationa*==y^ 
dans  laquelle  à  chaque  valeur  de^  répond  une  valeur  de 
X,  en  sorte  que  l'une  de  ces  quotités  est  déterminéep^ 
l'autre,  et  récîprofjuement. 

a4i«  Cette  génération  de  tous  les  nombres  par  le 
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moyen  des  puissances  d'un  seul ,  est  très  importante, 
non-seulem^ent  par  rapport  à  T  Algèbre ,  mais  encore  par 
le  secours  qu'elle  fournit  pour  abréger  les  calculs  nu- 
mériques. En  effet,  si  l'on  considère  un  autre  nombre^', 
ef  que  l'on  daigne  par  a/  ta  valeur  correspondante  dé  x, 
on  aura  ûf'nr  j/,  et  par  conséquent  si  l'on  multiplie  jr 
par  y,  il  viendra 

S)  l'on  divise ,  on  trouvera 

enfin ,  si  Ton  prend  la  puissance  mie  y  et  la  racine  71*"*%  j 
on  aura 

pour  l'une,  et 

I  1  jr- 

pour  Tautre. 

Il  suit  des  deux  pren^iers  résultats  que ,  coonfflssant  les 
exposans  x  et  x'  relatifs  aux  nombres  jy  ety,  on  trou- 
vera ,  en  prenant  leur  somme,  l'exposant  qui  répond  au 
produit j^y,  et  en  prenant  leur  différence,  celui  qui 

v'  .  .' 

répond  au  quotient^.  Les  deux  dernières  équations 

font  voir  que  l'exposant  relatif  à  la  puissance  m'^'de  y 
s'obtient  par  une  simple  multiplication  ;  et  celui  qui  ré- 
pond à  la  racine  71'"*',  par  une  simple  division. 

Il  estf  acile  de  conclure  de  là,  que  si  l'on  avait  une  table 
dans  laquelle ,  à  côté  de  chacun  des  nombres j^,  se  trouvas- 
sent les  valeurs  correspondantes  de  x,  en  sorte  qu'étant 
donné  j^,  on  pût  avoir  a?,  et  réciproquement,  lamubipli'- 
cation  de  deux  nombres  quelconques  se  réduirait  à  une  * 
simple  addition  y  parce  qu'au  lieu  d'opérer  sur  ces 
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nombres- j  on  ajouterait  les  valeurs  de  x  qui  -s'y  rap- 
portent ,  et  cherchant  ensuite  dans. la  table  le  nombre 
auquel  répond  cette  somme  j  oa  aurait  ainsi  le  produit 
demandé.  Le  quotient  des  nombres  proposés  se  trouve- 
rait dans  la,  même  table  ^  vis-à-vis  de  la  différence  4es 
valeurs  de  x  qui  leur  correspondent,  et  la  dwision 
s' effectuerait  alors  par  une  soustraction. 

Ces  deux  exemples  font  assesc  entrevoir  l'utilité  dont 
peuvent  être  des  tables  semblables  à  celle  dont  on  vient 
dé  parler  ;  aussi  lusage  en  est41  bien  répandu  depuis 
Né^er ,  qui  les  imagina  le  premier.  Les  valeurs  de  a:  y 
sont  désignées  sous  le  nom  de  logarithmes  y  et  par  con- 
séquent les  logarithmes  sont  les  exposons  des  puissances 
auxquelles  il  faut  élever  un  nombre  in^^ariable ,  pçur 
en  déduire  successivement  tous  les  nombres  possibles. 

Le  nombre  invariable  se  nomme  base  de  la  table  ou  du 
système  de  logarithmes. 

Dans  la  suite^je  représenterai  le  logarithme  de  y  y  par 
]jr;onaura  x^ily,  et  à  cau8ede^  =  a*,  il  vien- 
dra j^=a''. 

a4â.  Les  propriétés  des  logarithmes  étant  indépen- 
dantes des  valeurs  particulières  du  nombre  a  ou  de  leur 
base^  il  s'ensuit  qu'on  peut  former  une  infinité  de  tables 
différentes^  en  donnant  à  ce  nombre  toutes  les  valeurs 
possibles  y  autres  que  l'unité.  Prenant 'pour  exemple 
a  =  1  o ,  on  aura  j'  =  (i  o)'^,  et  on  trouvera  sur-le-champ 
que  les  nombres 

1,     10,     100,     looo,     loooo,     looooo,  etc., 

/qui  sont  tous  des  puissances  de  lo,  ont  pour  logarithmes 
dans  cette  hypothèse,  les  nombres 

o,     1,      a,         3,  4,  5,      etc. 

'  On  peut  déjà>vérifier  sur  cette  suite  les  propriétés  que 
i*ai  énenoées^ant  le  numéro  précédent  :  en  ajotitaBt  les 
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logarithmes  de  lo  et  de  iqoo  ,  qui  sont  i  et  3  ^  oa  Toit 
que  leur  somme  4  6®  trouve  au-degsou3  de  loooo^  qui 
est  le  produit  des  nombres  iNroposés. 

043.  Les  logarithmes  des  nombre»  intermédiares 
entre  1  et  10,  10  et  100^  100  et  1000 ^  etc. ,  ne  peiiyent 
s'obtenir  que  par  aj^roximation^  S*il  s'agîesait ,  par 
exemple,  d'ayoîr le  logarithme  dé  2 ,  il  £uidratt  résoudre 
l'équation  (10)*=  a ,  en  y  appliquant  la  méthode  don- 
née n°  aai ,  et  trouver  d'abord  le  nombre  entier  le 
plus  approchai^t  de  la  valeur  de  x*  On  voit  bientôt 
que  07  est  0ntre  0^1,  puisque  (10)®  =1,  (lo)*  =:=  10  ; 

ou  fera  donc  x  =  -,  et  il  yîendra  (10),^  =11  ,   ou 

io:s=a^;  ^.aae trouve  entreSet^^  oa  supposera  donc 

z= 3  +  -T  »  et  il  en  résultera 

1  .1  t 

OU  enfin  a  =  (J)*', 

La  valeur  de  %'  tombant  eutre  3  et  4  j  on  fera    ' 

\'=3+^î. 

* 

on  aura 


(Voù  Ton  tirara 

1 

(i)^=2  (±)3=i|| ,  ou  (fur =ij 

et  après  un  pelâtnombre  d'essai»,  6n  trcyuveraque  z^  est 
«fitre^  et  i(x  On  pourra  pousser  plus  l4âii  dé  la  m^^ia 
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manière  ;  niats  comiâe  je  n  ai  indiqué  ce  procédé  que 
pour  montrer  là  poasibilité  de  trouver  les  logarithme» 
de  tous  les  nombres,  je  xne  bornerai  à  supposer  9f*  =  9; 
et  en  remontant ,  on  obtiendra 

Cette  valeurde  x,  réduite  en  décimales ,  e^t  esoacte  jus» 
qu'au  quatrième  chiffre ,  car  elle  donne 

a;=  0,30107; 

et  deô  calculs  portés  à  un  plus  haut  degré  de  rigueur, 
ont  appris   qu  en*  poussant  jusqu  a  7  décimales  ,   on 

aurait 

a^==:  o,3oio3op. 

Pour  interpréter  cette  valeur  de  x  Oomrae  celle  d'un 
exposant,  il  faut  concevoir  que  si  on  élève  le  nombre  iq 
àla  puissance  marquée  parle  nombre  3oio3oo,  e^  qu'on 
extraye  du  résultat  une  racine  du  degré  loopoooo,  on 
auraunnombre  très  approchant  de  a;  c'est-rà-dire ,  que 

Soioloo 

(10)  »«>*>"^»««  =  fl  ,  à  fort  peu  près  :  le  premier  mem- 
bre est  un  peu  plus  grand  que  2  ;  mais  le  nombre 
(  10)7^0^0-1^  ggj.3j^  pl^3  pg^^  ^^y 


tywo 


(*)  La  méthode  indiquée  dans  ce  naméro  ne  aérait  pas  praticabW 
poar  des  nombres  un  peu  grands  ^  mais  en  voici  une  autre  donnée 
par  Long,  géomètre  anglais ,  dans  les  Trqnsactions  philosophiques  f 
pour  Tannée  1724»  ^^  ^^>  ^^>  P^^'  ^^^  ^^  ntiJe. 

La  dëteimination  de  m  dans  l'équation  (io)'=^jr  étant  très  labo- 
rieuse, on  peut  procéder  dans  on  ordre  inverse,  se  donner  ac  ponr 
obtenir  y ,  et  former  une  table  ^es  valeurs  de  y  correspondantes  h 
celles  de  x ,  qui  servira  ensuite ,  comme  on  va  le  voir ,  à  déterminerx 
pary. 

On  prend  d'abdtd  pour  se  <les  valeurs  depuis  0,1  jusqu'à  0,9  j  et  tou  t 
te  rédàit  &  déterminer  la  valeur  de  J^,  qui  répond  à  o;  =»o^t  ,  ou  qui 

est  (to)"^,  parce  que  les  autres  valeurs  d« 7*,  savoir: 

Elém*  d* Algèbre,  14*  édition.  fl3    ^ 
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s44* ^'^  ^^^^^P^^^^^  successivement  par  a,Z,4  >  ^^fn*» 
/le  logarithme  de  2^  on  obtient  ceux  des  nombres  4  >-8, 
,16,  etc.  qui  sont  les  a%  3®,  4%  ^^^-ï  puissances  de  2. 

En  ajoutant  au  logarithme  de  a  les  logarithmes  de  10, 
de  100,  de  1000,  etc.,  on  en  déduit  ceux  de  20,  de  200, 
de  2000 ,  etc.;  et  il  est  évident  qu  il  suIEt  d'avoir  les  lo- 
garithmes des  nombres  premiers  pour  trouver  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  composés,  qui  ne  peuvent 
être  que  des  puissances  ou  des  produits  de  nombres  pre- 
rniers.  J-aq  nombre  210^  par  exemple  ^  é.tant  égal  à 

2X3X5X7/ 

son  logarithme  sera  égal  à 

I2+I3  +  I5+I7, 
et  à^ause  que  5  =  ^ ,  on  aura 

1  5  =  1 10  -^1  2. 
245.  Les  logarithmes,   qui  sont  toujours  exprimés 


.^ai. 


(io)>',  (lo)"*,  etc., 

sont  les  -a',  3*,  etc.,  puissances  de  ia  première. 
L'czt.raction  de  Ja  racine  qnarrée  fait  d^abord  connaître 

(10)^     ou    (io}"^=  3,162277660;^ 
puis  en  extrayant  la  racine  cinquième  de  ce  résultat,  on  parvient  h 

(îo)«'=  1,2589^5412. 
Par  nn  proce'de  semblable ,  on  tirera  de 

(10)'"?=  1,258925412 
la  valeur  de 

4  /       T  J-  -L- 

V  (lo)'»  as  (lo)"  ==  (io)"«  =1,122018454  ; 

puis  prenant  la  racine  cinquième ,  on  formera 

^  (lo)»"  =1,023292992; 

et  remontant  aux  puissances  2«,  3* g»,  on  obtiendra  les  valeurs 

dejr,  correspondantes  à  celles  de  x  ,  depuis  0,01  jnsqu^à  0,09. 

On  conçoit  facilement  que  4^  ^^^^c  manière  on  formera  encore 
les  vakurs  ^le  ^pour  celles  de  x ,  depuis  0,001  jusqu'à  0,009,  depuis 


J 
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en  décimales ,  sont  nécessairement  composés  de  deux 
parties^  savoir,  des  unités  ,  placées  à  la  gaudhe  de'U 


0,0001  jusqn^K  0,0009,  et  qu'on  pourra  composer  la  table  cMesBom. 


Log. 

-4 ^ 


5 
à 

I 


7 
6 

5 

î 

3 
I 


0,009 


3 
I 


S  0000 


2 


3 
I 


Nombres  namr. 


3,981071706 
3,  i6337'7t»6o 


3,5i  18^6433 
,905363315 
,584893193 

,358935413 


,330368721 
, 303364 4a5 
,174897555 
,i48i5363T 

,133018454 
,096478196 
,o7i5i93o5 
,04713*8548 
,033393993 


,o3093( 

,oi859i38i 

,016348603 

,oi39ii386 

,011579454 

,oo935388(} 

,006931669 

,004615700 

, o033o5338 


,0030^ 

,ooi8( 

,ooi6i3ioc^ 

,ooi3835oô. 

,001151956 

,000931458 

,000^1014 
,000460633 

,O0O33o3S5 


Log. 


0,00009 

l 

5 


3 

a 
I 


O,00O0O< 


7 
(> 

5 


a 
1 


O-OOOC 


00g 


3 

I 


O.OOOi 


00009 


3 

I 


■yf 


Nombres  natnr. 


1,00030735/ 

i,(](bojS433/ 

1,0001611; 

i,oooi38ii 

i,oooii5i36 

1,000093108 

1,060069080 
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virgule  ^.€t  des  cfaiiFrQS  décimaux  qui  se  trouvent  â  la 
droite.  La  première  porte  le  nom  de  caractéfistique , 
parce  que ,  dans  les  logarithmes  que  )e  considère  pour 
kmoBient,  qeà  résultent  de  la  supposition  de  a=io. 


Pçur  le  moyen  de  cène  table,  on  trouvera  le  logarithmcd^im  nombre 
quelconque,  en  le  divisant  pol*  lo,  un  non^te  de  fois  suflSsant.  Poar 
obtenir}  par  exemple,  celui  dea54^,  ^^  divisera  ce  nombre  d^abord 
par(ao)'  ou  1000,  qui  est  la  plu»  grande  puissance  de  lo ,  à  exposant 
cntieÉ'y  qu'il  puisse  contenir,  et  OQaura 

'      a549=(io)iXa,549î 

pnié  on  cheiy:1iëra  dans  la  table  la  puissunce  de  lo,  îmmëdiacement 
au-dessous  de  1,549»  ^^  trouvera 

(io)V=2,5ii  88643a, 
et  divisant  3>549  p^r  ce  dernier  nombre  «  ^  viendra 

a>549=(io)V  X  iyoi4775i77. 
Cherchant  encore  dans  la  table  la  puissance  cfe  i  o ,  immédiatement  an- 
dessous  de  i,oi47^5iV7»  on  trouvera 

(io)v*®  =  i,oi3gii386î 

|)ni»  divisant  par  ce  nombre  le  quotient  précédent,  i»oi4775i77,  on 
aura  un  3*  quotient  i^.ooo85i74v> 

On  continuera  d'opérerainsi  jusqu'à  ce  qu^on  soit  parvenu  à  un  quo- 
tient qui  ne  diffère  de  Puni  té  que  dans  Tordre  de  décimales  qu'on  se 
propose  de  négliger. 

En  regardant  ici  le  troisième  comme  égal  à  Tuhité  ;  le  nombie 
proposé  sera  décomposé  en  facteurs^  qui  seront  des  puissances  de  lo  » 
car  on  ûurû 

a549=:  (fo)»  X  (loK*  X  (io)*,**«  =  (i.o)  ',*••, 

d'oUr^n  voitqée  3t4o6  est  le  logarithme  du  nombre  3549*  En  poussant 
les  divisions  jusqtTaa  nomlirc  de  7 ,  on  trouvera  que  ce  logarithme 
est  3,406369. 

La  .même  table  se^t  encore  plus  facilement  à  trouver  un  nomlive 
par  son  lo^rithme;  en  voici  un  exctnple. 

Soit  89547  ^^  loga^thme  donné  ;  le  nombre  clicrcfaé  .sera 

(»0)«,»*'  =(ia)*  X  (fxifi^  X  (10)0,04  X  (i^>>,<»0T  : 

il  sera  doUc  ^al  au  produit  des  nombres 
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f;tqu*on  SL^i^elle  logarithmes  ordinaires  ^  cette  partie  fait 
connaître  dans  quel  or^e  d'unités  tond>e  le  nombre  dont 
on  a  le  logarithme.  Tous  les  logarithmes  des  nombre^ 
compris  entre  i"et  10^  tombant  entre  o  et  1  ^  ont  néoé»^ 
sairement  o  pour  caractéristLgue  ;  tous  ceux  desnombres 
compris  entre  10  et  100 ,  ont  1  ;  tous  ceux  des  nombre» 
compris  entre  100  et  1000^  ont  a^  engénérd^  la  ca- 
ractéristique d'un  logarithme  a  autant  d'unités  que  le 
nombre  proposé  a  de  chiffres  moins-  un.  '  i  '     ^ 

sijÇB.  Une  remarque  non  moin»  importante,  c^est 
que  les  logarithmes  ides  nombres  qpi  sont  décuples  les 
uns  des  autres»  ont  la  même  partie  décimale  :  paf 
exemple , 

543Gb  a  pour  log;  4i7^S794  » 
5^  3,755|^794k 

54,36  1,7353794,, 

5,43S^  o>735û794  » 

ear  chacun  de  ces  nombres  étant  le  quotient  de  celui 
qui  le  {Hrécède^  .divisé  par  lo^.le  logaridime  de  Tun 
Mbiient  en  ôtwt  une  unké  à  bt  c«r§çtéô4tique  de 
l'autre  j(  a^i ,.  a4d  ). 


T—f-P 


(10)*         as  100, 

(i<^o,*4     as  1,0^6498198, 
(io)»,**7  =?  SjPi6îi4?693 , 
pà»  dans  la  labk  àiée^  et  on  aun  paf  QQqgi^q;mnt^ 

a,547==l.  353,357. 

En  1 74^,  à  Londies,.I>od8on  a  paUié,  sous  le  tilre  d^Anti'iogarith'- 
mh  ConM».,  mv  talil^fle  «léme  ^pèoe  ^^q^GoUerci^  .Buaia  Jae^ncpàp 
plii«  étendue,,  et  dont  Fobjec  est  de  fairç  troa^er  à  quel  notmbre 
répflind  nn  I(^rJthme  donne.  Voyez  aassi  dans  les  Mémoires  de 
VAiuMmie  de  BerUrty  pour  1786— 1787,  page4S6,  «ne  cable 
analogue  fort  étendue,  calonléeiiarM.  Bosia^et  d'api:ès  k^eile 
l'ai  corrigé  qoc^n«».f%iitea  d^na-ceUe^  Loi|g. 
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1247.  D*après  ce  qui  a  été  dit  n**  q4o,  les  logarithme^ 
des  nombres  fractionnaires  sont  négatifs  dans  l'hypothèse 
actuelle;  et  on  les  déduit  facilenleut  de  ceux  des  nom-^ 
bres  wtiers^  en  observant  qu'une  fraction  représente  le 
quptient  c}e  la  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur «Quand  le  numérateur  est  moindre  que  ledénomi- 
Q^eiur  >  sQn  logarithme  est  aussi  plus  petit  que  celui  du 
dénominateur ,  et  par  conséquent  ,  en  retranchant  le 
dernier  (Ju  premier  ,  on  a  un  reste  négatif. 

,  Ppur  obtenir  le  logarithme  de  la  fraction  ^ ,  par  exem- 
pJe,  on  retranchera  4ç  o,  qui  exprime  le  logarithme  de  1  ^ 
la  fraction  o^Soic^oo ,  qui  est  celui  de  â^  et  il  viendra 

En  retranchanrde  o  le  nombre  i^SoioSco^  qui  est  le 
logarithme  de  âo^  on  aura  le  logarithme  de^^ ,  égal  à 

—  i,3oio3oo; 

|e  logarithme  de  3  étant  0,477 1  s i3^  ^^^^^  ^^1  ^^^ 

o,3q  i  o3oo  —  0,477 1 2  *  3  =.— p,  1 7609 1 3. 

q4!^.  Vsù^  \a  manière  dont  on  les  obtient,  les  l>^ 
garithmes  des  fractions  y  abstraction  faite  de  leur^ 
signe,  appartiennent  (241)  au  quotient  de  la  division 
du  dénominateur  par  le  numérateur,  et  répondent 
par  conséquent  au  nombre  par  lequel  il  faudrait  di- 
viser Tunité  pour. obtenir  la  fraction  proposée.  En  ef- 
fet; f,  par' exemple,   peut  être  mis  sous 'la  fornu^ 

j^  et    15=13 — 12=0,1760913. 

î  .  .  . 

Il  serait  peu  commode ,  pour  trouver  la  valeur  de  la 
fraction  àlaquelte  appartient  un  logarithme  négatif  don- 
né, de  chercher  le  nombre  auquel  il  répond  lorsqu'il  est 
positif;  puisqu'il*  faudrait  eifectuer  1^  division  de  Tu- 
mté  par  ce  nombre;  mais  si  l'on  retranphe.  celogarr 


d'   4   £.   G   &  B  R   E.  345 

rithme  de  1,  2,  3,  etc.  unités  ,  le  reste  àpparliendrd' 
au  nombre  qui  exprime  la  fraction  ôherchée ,  lorsqu'on 
la  convertit  en  décimales^  puisque  cette  soustraction 
répond  à  la  division  des  nombres  10,  100,  1000,  etc. 
par  le   nombre  du  logarithme  proposé. 

Soit  pour  exemple,  —  o,3oio3oo;  si,  en  n'ayant 
point  égard,  à  son  signe  ,  on  ôte  ce  logarithme  de  i, 
ou  1  ,oopooo.o,^le  reste  0^6989706,  répondant  à  5,  montre 
que  la  fraction  cherchée  est  égale  à  o, 5,  puisqu'on  a 
supposé  l'unité  composée  de  10  parties.  \ 

Si ,  lorsqu'on  cherçbe  le  logarithme  d'une  frac- 
tion ,  oa  conçoit  tout  de  suite  l'unité  formée  de 
10,  ou  joo,  ou  1000,  ou  etc.  parties,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  si  l'on  augmente  la  caraictérïstique 
du  logarithme  du  numérateur  d'un  nombre  d'unité» 
suffisant  pour  qu'on  puisse  faire  la  soustraction  de 
celui  du  dénominateur,  on  aura  de  cette  nianière  uri 
logarithme  positif ,  qui  pourra  s'employer  au  lieu  de' 
celui  qu'on  a  indiqué  plus  haut. 

AEn  de  mettre  de  luniformité  dans  les  calculs  ,  on. 
augmente  le  plus  souvent  de  10  unités  la  caractéris- 
tique du  logarithme  du  numérateur.  Relativement  à: 
la  fraction  | ,  par  exemple  ,  on  a 

io,3oio3oo—  0,47712(13  =  9,8239087. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  logarithme  surpasse  dé 
10  unités  le  logarithme  négatif  —  0,1 7609^13  >  et  que" 
par  conséquent  chaque  fois  qu'on  l'ajoutera  à  d'autres^, 
on  introduira  10  unités  de  trop  dans  le  résultat; 
maij  la  soustraction  de  ces  10  unités  ne  doit  pas- 
^  compter  pour  une  opération,  et  lorsqu'elle  sera  eiFec- 
tuée,jon  aura  effectué  en  même  temps  cellede  o,  \  760913^ 
En  effet,  soit  A^  le  nombre  auquel  on  ajoute  le  lo^- 
garithme  positif  9^8^39087 ,  le  résultat  de  lopératiois^ 


y 


\ 
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sera  représenté  par 

/V  -f-  lo  —  0,1760913; 
^t  si  FoB  ea  retranche  10,  on  aura  sei^lement 

iV— 0,1760913, 

D'après  ce  qui  précède ,  on  change  la  soustraction 
en  addition ,  en  employant ,  au  Keu  du  nombre  à  sous- 
traire ,  son  comptément  arithmétique,  c'est-à-dire  ce 
^uî  reste  lorsqu'on  retranche  ce  noiqbre  de  l'un  des 
nombres  10,  100,  1 000,  etc.,  résultat  qui  s'obtient 
en  ôtant  de  10  les  ûnitéa  simples  du  nombre  pro- 
posé, et  toutes  les  autres  de  9;  cela  fait,  on  ajoute 
ce  complément  au  nombre  dont  il  faudrait  soustraire 
le  proposé,  et  on  retranche  de  la  somme  une  uilité 
de  l'ordre  sur  lequel  on  a  pris  le  complément. 

II  est  évident  que  si  le  complément  est  répété  pln^ 
sieurs  fois ,  il  faudra  retrancher,  après  l'addition ,  au-* 
tant  d'unités  d^  l'ordre  sur  lequel  le  complément  a  été 
pris ,  qu'il  y  en  a  dans  son  multiplicateur  ;  et  par  là 
même  raison  ,  si  l'on  emploie  plusieurs  complémens , 
il  ser^  nécessaire  de  retrancher  pour  chacun  l'unité 
êur  laquelle  il  a  été  pris,  ou  autant  d'unités  qu'il  y  a 
de  complémens ,  si  tous  sont  pris  sur  une  même  unité. 
Qiïelquefois  cette  soustraction  ne  peut  s'effectuer; 
le  résultat  est  alors  le  complément  arithmétique  du 
logarithme  d'une  fraction,  et  il  répond  dans  les  tables  à 
vl'expression  de  cette  fracdcfn  convertie  en  décinl^èf « 
Quand  il  reste  encore  lo  unités  à  Ôter  de  la  caractérisa 
Uque,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire,  c'estcommeâroa 
avait  multiplié  par  lobooooôooo  le  numérateur  de  lafrac- 
tion  cherchée,  pour  en  effectuer  ia  division  parle  dénomi- 
nateur; la  caractéristique  du  logarithme  du  quotient  fait 
connaître  quel  est  l'ordre  le  plus  élevé  des  unités  que 
renferme  ce  quotient,  par  rapport  à  celles  du  dividende. 
Dans  9,8a3go67 ,  la  caractérîatique  9  montre  que  le 
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quotient  doit  avoir  un  chiffre  de  moins  que  le  nombre 
par  lequel  on  a  multiplié  Tunité;  et  par  conséquent  si,. 
pour  ramener  le  quotient  à  sa  vraie  valeur^  on  sépare. 
1  o  chiffres  décimaux,  son  premier  chiffre  significatif  vers 
la  gauche  sera  des  dbdèmes  :  on  ne  trouverait  que  des 
centièmes,  des  millièmes;,  etc.  pour  les  nombres  dont  le» 
complémens  arithmétiques  auraient  les  caractéristiques 
8,  7,  etc. 

2240 .  Ce  qu  on  vient  de  lire  sur  le  système  de  logarithmes 
dans  lequel  a=  10,  renferme  les  principes  générauxné- 
cessaires  pour  Tinteltigence  des  tables  ,  qui  sont  presque 
toutes  précédées  d*une  instruction  relative  à  leur  dispo- 
sition particulière  et  à  la  manière  de  s'en  servir,  et  à 
laquelle  je  renvoie  les  lecteurs.  Je  leur  indiquerai 
cependant  les  tables  de  CaUet  (édition  stéréotype), 
et  celles  de  Boxda,  comme  étant  très  étendues  et  très 
commodes. 

aSo.  Quand  on  a  le.  logarithme  d*un  nombre  y , 
pour  une  valeur  particulière  de  a,  ou  pour  une  base 
particulière ,  il  est  £acUe  d'obtenir  le  logarithme  du 
même  nombre  dans  tout  antre  système.  En  effet,  soit 
£^z=zy  ;  pour  une  autre  base  ^,  on  aura  ^'  =^,  X  étant 
différent  de  x  :  et  on  tirera  de  là  A^-=jo^,  En  prenant  les 
logarithmes  relativement  au  système  dont  la  base  est  a^ 
il  viendra 

orla»=j:  par  ITiypothèse,  etl-<^«=Xl  Jf  (a40  • 

ce 
donc  XI  ^ï==x,  <iuXc=?T--r.  Mais  en  considérant  A 

comme  base ,  K  sera  le  logarithme  de^,  dans  le  systèfaie 
relatif  à  cette  base  :  si  donc  on  désigne  ce  dernier  par  Ly, 
pour  le  distinguer  de  l'autre,  on  aura 
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et  on  trouvera  le  logarithme  de  y  dans  le  second  syS" 
tème,  en  divisant  son  logarithme  pris  dans  le  pretnier 
par  le  logarithme  de  la  base  du  second  système. 

ly 
L'éqaation  précédente,  donne  aussi r^  =  l^;.'ce  qui 

fait  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  y^  il  existe 
entre  les  logarithmes  l^etLy,  un  rapport  invariable 
représenté  par  1  ji. 

25  t.  Dans  quelque  système  que  ce  soit,  lelogarit&me 
de  1  est  toujours  o ,  puisque,  quel  que  soit  a ,  on  a  tou- 
jours a°  =  i.  Lorsque  aest>  i,  les  logarithmes  étant 
susceptibles  de  croître  indéGniment  à  mesure  que  les 
nombres  augmentent,  on  dit  qu'ils  deviennent  infinis  en 
même  tempsque  les  nombres  ;  et  comme  lorsque^  est  un 

nombre  fractionnaire ,  on-  a  j^  =— ^=:  a?^ ,  on  voit  que^ 

plusj^  diminue,  plus  x  doit  augmenter  négativement , 
mais  que  cependant  on  ne  peut  jamais  assigner  pour  a: 
un  nombre  qui  rende  j'  exactement  nul.  Tel  est  le  sens 
dans  lequel  il  faut  entendre  que  le  logarithme  de  zéro 
est  égal  à  Vihfini  négatifs  ainsi  qu*bn  le  trouve  dans 
beaucoup  de  tables. 

âSa.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  exemples  de 
ISisage  qu'on  peut  faire  des  logarithmes  dans  Té  val  na- 
tion numérique  des  formules.  Il  suit  du  numéro  241. et* 
de  la  définition  des  logarithmes ,  qui  donne  T  équation 
ft*ï=jf,  que 

\A^=m\J,  l^»=il^,       . 

En  appliquant  ces  règles  à  la  formula 

A^  y/B^'—C 


L 


1 
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qui  est  assez,  compliquée,  on  trouvera. 

et  par  conséquent 

\  C\/WËF  / 

Si  Fon  prenait  les  complémeDsarithmétiquesde  \Cy\\D^ 
il  je:,  è  l  F,  et,  qu'on  les  désignât  par  C,  U,  E,  F',  au:= 
lieu  du  résultat  précédent,  on  aurait 

al  ^  +1 1  (S+C)  +{1  (/?— C)  +  C'+ fl'+iS'+^V 

en  observant  d*ôter  de  la  somme  autant  d'unités  de 
l'ordrç  sur  lequel  on  a  pris  les  complémens,  ^'il  y  a  de 
,  ces  compiémens,  c'est-à-dire,  4-  Lorsqu'on  seraparvenu 
au  logarithme  de  là  formule  proposée^  les  tables  feront 
connaiti^e  le  panibre  auquel  appartient  ce  logarithme  « 
ei;  qui  est  la<  valeur  cherchée. 

253.  L'usage  le  plus  fréquent  des  logarithmes  est 
celui  qu'on  en  fait  pour  trouver  le  quatrième  terme  d'une 
prpportion.  Il  est  visible  que  si  a  !  6  ::  c  :  d,  on  aura 

d=— ,         d'où         li  =  16+lc— le; 

fr'est-à-dire,  qnelelo'gdrithme  du  quatrième  terme,  cher-* 
ché  est  égal  à  la  somme  des  logarithmesdës  deîLX  moye^ 
diminuée  du  logarithme  de  l'ejùtrême  connu,  ou  bien  d 
la  somme  des  hgarithm£s  des  moyens  plus  au  complé-' 
ment  arithmétique  du  logarithme  de  l'extrême  connu. 
sÉètJ^'  Si  Ton  prendies  logarithmes  de  chaque  nombre 


b         d 
de  l'équation  -:=!:-,  qui  exprime  le  caractère  de  Ui^ 

proportion ,  '  oa  aura 

lb  —  ]a  =  ld  —  \c  (fl5a); 
d'où  ii  résulte  que  les  quatre  logaritbmes 

laAbllcAd 
forment  une  équidifférence  (âa5).  « 
La  suite  d'équations 

-  =  Y  =  -  = -f  etc.  {-flSa) 
.        a       o        c        a 

conduit  de  même  à 

li — la=lc-*-lfr=rIc2^— Icr=:l«--^ld  etc., 
et  on  en  conclut  qu^à  ,1a  pregresàiod  par  quA^ént 

'TralblcldleZetc, 

correspond  la  progression  par  dilfôrence 

-ila.l&.lc.H.lè.  C|tp*; 

et  que  par  conséquent  les  logarithmes  des  nombres  en 
progression  par  quotient,  sont  en  procession  par  diffié" 
rence. 

fi55.  Si  Ton  ^y2|it  Téquation  b*-==c,  on  ]a  résoudrait 
facilement  au  moyen  des  logarithmes;  cari  b^  étant  égal  à 

le 

zlb ,  on  aurait  zlb  =1  c  y  et  par  conséquent  s  =  «-7. 

L*équalion  ft^^szt/se  traitermt  delamême  manière;  en 
faisant  d'abord  c*  =  u,  il  Viendrait 

b'^^xd,      ulfi\=liî,    u=|-T,     ou    c*=|-T  j 

prenant  de  nouveau  les  logarithmes ,  on  trouyeiiail 
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alc=lf  r-T  j  =  lla — 11^     et    a=  — ^-* .  , 

Pans  cette  dernière  expression  ,11^  désigne  le  logarithmes 
•du  logarithme  de&,  et  s'obtient  en  considérant  ce  loga- 

rithme  comme  tin  nombre.  Les  quantités  6*,  If  >et  toutes 
•celles  qui  en  dérivent^  se  nomment  exponentielles, 

Questions  relatii/es  à  Vintérét  de  l'argent. 

s56.  La  théorie  des  progressions  par  quotient  et  celle 
des  logarithmes^  trouyent  leur  application  dans  les  spécu- 
lations relatives  à  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  entendre  ce 
que  je  vais  dire  sur  ce  sujet,  il  faut  savoir  que  les 
avantages  que  procure  une  somme  d'argent^â  celui  qui 
la  fait  valoir,  c*e8t-4-dire  quil'emploie  soit  aux  échanges 
du  commerce ,  soit  à  faire  exécuter  des  travaux  pro- 
ductifs, sont  d'autant  plus  grands,  qu'il  peut  renouveler 
plus  de  fois  ces  échanges,  ou  multiplier  ces  travaux.  Il 
suit  de  là  qu'tm  homme  qui  emprunte  une  somme  d'ar- 
gent pour  la  faire  valoir,  doit,  en  rendant  cette  somme 
au  bout  d'un  certain  temps,  y  joindre  ime  rétribution 
pour  dédommager  le  prêteur  des  avantages  qu'elle  lui 
eût  procurés  s'il  l'avait  employée  lui-même.  Telle  est 
l'idée  qu'on  doit  se  faire  de  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  le 
déterminer,  on  compare  toutes  les  sommes  à  celle  de 
100  fr.  prise  pour  unité,  et  on  convient  de  ce  que  doit 
rapporter  cette  dernière  au  bout  d'un  temps  donné , 
d'une  année,  par  exemple.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'ex- 
poser les  considérations  qui,  dans  chaque  genre  de  ^é- 
culations,  font  hausser  et  baisser  l'intérêt  de  l'argent  : 
elles  ne  peuvent  entrer  que  dans  des  élémens  d'Arithmé- 
tique politique  et  commerciale ,  qui  doivent  être  précé- 
dés de  ceux  du  calcul  des  probabilités  ;  et  mon  objet , 
dans  ce  qui  suit,  n'est  que  de  résoudre  quelques-uns  des 
ptpblèmes  qu'oifrént  les  progressions  par  quotient. 


/ 
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Je  supposerai,  en  général,  que  Ton  soit  convenu 
de  donner  au  bout  d'un  an ,  pour  là  somme  i ,  un  in- 
térêt désigné  par  r;  il  est  évident  que  l'intérêt  d'une 
somme  loo,  pendant  le  même  temps  ,^  sera  ioor,^è 
celui  d'une  somme  quelconques,  sej-a  exprimé  par  «r; 
et  si  Ton  désigne  ce  dernier  par  a  ,  on  aura 

«t  =  a  r. 

Par  cette  relation,  il  estîacîledetrouverl'intérêtpourune 
somme  quelconque,  lorsqu'on  a  celui  que  donnait  i  oo  fr. 
ou  même  toute  autre  somme  pendant  un  temps  cohntt; 
•cette  question  s'appelle  calcul  d'intérêt  simple. 

257.  Mais  si  le'  prêteur ,  au  lieu  de  retirer  chaque 
année  l'intérêt  du  capital  qu'il  a  avancé,  le  laisse  entre 
les  mains  de  l'emprunteur ,  pour  le  faire  valoir  conjoin- 
tement avec  la  somme  primitive ,  pendant  l'année  sui- 
vante, au  bout  de  cette  année  le  capital  aura  acquis  une 
valeur  qu'on  trouvera  ainsi  ; 

Le  capital  primitif  étant  a, augmenté  de  l'intérêt  or, 
il  deviendra^  au  bout  de  la  première  année, 

a  +  cr=^(i -rf-r)* 

Si  maintenant  on  fait 

l'intérêt  de  la  somme  a'  pour  un  an  étant  dr^  celni 
de  la  3omme  a  (1  +r) ,  sera,  pour  une  seconde  ani^éç, 
ar(i-f-r);  et  de  même  qu'au  bout  de  la  première  an- 
née, le  capitale,  augmeùté  de  l'intérêt  qu'il  devait  rap- 
porter ,  est  devenu  a  (i+O  >  le  capital  a  devieadrif , 
à  la  fin  de  la  seconde  année , 

fl'(ij+r)=a(i  +  r)»=a^ 

Si  le  prêteur  ne  retire  point  encore  le  capital  a"  à  la 
fin  de  cette  année ,  et  qu'il  le  laisse  pendant  une  troi-- 
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^ème  année ^  au  bout  de  celle-ci^  il  lui  sera  dû,  d'après 
ce  qui  précède , 

a'(i+r)  =  a(i-{-r)»-a-. 

On  voit  sans  peine  qu'après  la  quatrième  année,  (^ 
serait  changé  en 

I 

et  ainsi  de  suite;  et  que  par  conséquent  la  somme  prêtée 
d'abord  et  les  sommes  à  rendre  à  la  fin  de  la  première , 
de  la  seconde ,  de  la  troisième  y  de  la  quatrième ,  etc. , 
année  j  forment  cette  progression  par  quotient  : 

-^a:  a  (i+r)  !  a(i+ry  :  a  (i+r)*!  a  (i+O* :  etc. , 
dont  le  quotient  est  i+r,  et  le  terme  général 

le  nombre  n  marquant  celui  des  années  écoulées  depuis 
l'instant  du  prêt. 

Soit  y  par  exemple  ,  le  taux. d'intérêt  à  5  pour  loo, 
c'est-à-dire  que  pour  loo  francs  prêtés  pendant  un  an , 
on  doit  rendre  io5  francs  ;  on  a 

ioor=5,     ou    r=r55-=^,     et     i -f-r  =  ii. 

Si  l'on  voulait  savoir  ce  que  devient  la  somme  a^  aban- 
donnée^ ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  pendant â5  années, 
on  aurait  alors 


nr=a5,       et      ai  —  I 

\2oy 


au  lieu  de  la  somme  primitive.  La  a5^  puissance  de  \^j 
s'évalue  promptement  par  le  moyen  des  logarithmes , 
puisqu'on  a  (âSs) 

— j  =z=a51  i|  =: 25  (1 21  ^  1 2o)  ==  0,6297322 , 
.«e  qui  donne 


\ 
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(— ^   =3,386    environ,    >^=:3,386a; 

et  l'on  voit  par  là  que  i  ooo  francs  prêtés  de  cette  manière 
vaudraient^ 3386  francs  an  bout  de  a5- années,  en  y 
comprenant  les  intérêts,  etc. 

Si  le  placement  durait  loo  ans,  on  trouverait 


'-=•  ©'-= .' 


1  a 


environ;  ainsi  i  ooo  francs  produiraient-,  apnès  cet  es- 
pace de  temps,  une  somme  de  i3iooo  francs  environ. 
Ces  exemples  montrent  avec  quelle  rapidité  les  fonds 
s'augmentent  parTaccumuIation  des  intérêts  composés. 

a58.  L'équation 

donne  lieu  à  quatre  qtte8tk)n$  :  la  première ,  .connais* 
sant  a,  r  et  n,  trouver^,  se  présente  toutes  les^  fois 
qu'on  cherche  ce  que  devient  le  capital  après  un  nombre 
71  d'années  ;  je  viens  d'en  donner  un  exemple» 

La  seconde,  connaissant' a,  ^  et  n,  trouver  r,  con- 
duit au  taux  d'intérêt  par  le  moyen  de  la  somme  pri- 
mitive ,  de  celle  qui  a  été  remboursée ,  et  du  temps  qu'a 
duré  le  placement;  on  a  dans  ce  cas 


■ +'=i/4 


La  troisième,  connaissant  ué^retn^  trouvera,  et 
dans  laquelle  il  vient 

(i+r)-.' 
a  pour  objet  de  déterminer  le  capital  quHl  faut  placer 
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ponr  avoir  droit,  àprèa  un  nombre  n  d^années,  à  une 
tomme  A. 

La  quatrième ,  connaissant  A^  à  et  r,  trouver  n,  ne 
peut  se  résoudre  que  par  les  lo^uithmes  (â38^  2622) . 
En  prenant  celui  de  chaque  membre  de  l'équation 
proposée,  51  vient 

l^  =  la-|-nl(i+r), 

d'où 

\A  —  \a 

Par  cette  dernière ,  on  trouve  dans  combien  d'amiées 
le  capital  a  doit  avoir  produit  une  somme  A. 

Pour  en  donner  un  exemple ,  je  suppose  qu^on  de- 
mande le  temps  qu'il  faut  pour  que  la  somme  primitive 
soit  doublée,  le  taux  de  l'intérêtétant  toujours  i  5p.  |; 
on  aura 

et  par  conséquent 


1  a la       o,5oio8oo . 

îfl  ~  lai— Iflo  ~  0,0311893  ~  ^^r 


ai 


environ. 


a5g.  La  question  suivante  est  une  des  plus  compli- 
quées qu'on  propose  ordinairement  sur  ce  sujet.  On 
suppose  que  le  prêteur  place  chaque  année  une  nouvelle 
somme  qu'il  joint  au  capital  de  cette  année ,  et  cela  pen- 
dant un  nombre  n  d'années  *,  on  demande  quel  est ,  au 
bout  de  la  dernière,  le  montant  de  toutes. ces  sommes 
accumulées  avec  leurs  intérêts  composés.  Soient  a,  i^ 
'  c,  c!,  « . .  •  il,  les  sommes  placées,  la  première,  la  seconde , 
la  troisième,  la  quatrième ,  etc.,  année  ;  la  somme  a  de^ 
meurant  entre  les  mains  de  l'enqprunteur  pendant  un 
Bombre  n  d'années ,  deviendra 
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la  somme  b.  qui  xi*y  reste  que  »—  i  annéeè.  se  c)kàn- 
géra  en 

î.  .....        .  .        î    '         ..       1      '•''       '    )     ',  i  .•*■*,' 

la  somme  c,  prêtée  pendant  n — â,<  aimées  seulenient, 
deviendra 

et (linsi  des  autres;  ^nÇn  la  dernière,  k,  qui  n'est  em- 
ployée que  pendant iân  fSi,  âedotmera  que 

/£(i+r): 
*6n  ^Cfrà' dbHC 

En  calculant  chaque  terme  du  second  memDre  sëpàré- 
.ment,  <^  pttîen^raïa  valeut  de  Jt. 

L*opération  se  simplifie  beaucoup  lorsque 
car  dans  ce  cas  on  a  ^ 

le  seCbndmeiiÂce  de  cette  éqUJiâoQ  îoitné  4ine  progres- 
sion par  quotient,  dont  le  premier  terme  est  a^x-^r)  , 
1^  dernier  a  (i  +r)*,  le]quotient  i  7)-  O  ^*  ^^^^  ^^ 
sQïnma  est  ^ar  conséquent 

j^n  aura  f donc  alors  .  , 

.  Cette  é({0latiohfs^Bteiaù8Â  qaatre  q&estiohs,  cotres^ 
-fidttdHrf»  À  teUes  que  j'ai  éïiknrtiées  sUrl  «^fiilrttoa 

a6o.  Les  placemens  /Ju'ôn  ûôttinàe  ùhhûltëistHit  in- 


î* 
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verses  du  précédant  ;  c\st  repjpriujt^ur  ç^  f'^çqp^t^ 
d'un  capital  avec  ses  intérêts ,  en  divers  paiemens  faits  à 
des  termes  également  éloignés.  X^es  paiemens  eifectués 
par  l'emprunteur  ayapt  lai^i  du  remboursement ,  peu-^ 
vent  être  considérés  coimmedesavançe&faitesau  prêteur 
sur  ce  remboursement^  et  dont  la  valeur  dépend  du 
t^iops  qi|i  s'écp^e  entre  Tune  ^eces  époqo^  et  l'entre. 
Ainsi  ^  en  désignait  ç|taqt|e  pai^mopt  pa^  ff  ^^  le  prenûer; 
pâemept  qui  a  fieu  n^-rr }  a^l^ées  9;^aQ|  ^expira^q^  d» 
dernier  ternie ,  rapporté  à  f ett^  époqiftej  vaut  nécessai- 
rement a  (i  H^-r)'*^*  \  le  second,  rapporté  à  la  même 
époque  ,  ne    yau?  ?*®  ^  (  ^  "f"  '')"^*  >  ï®  troisièn^^e , 
a  (  1  +r)*'^>  et  ainsi  des  autres  jusqu'au  dernier,  qui 
n*a  que  la  valeur  q.  Mai?  d^i^  autre  côté^  la  somme 
prêtée  étant  représentée  par  jé,  vaudra  entre  les  mains 
de  Temprunteur,  apcès  n  années  ,:na  l^dpiîl|](  -4  (i; +r)* 
qui  devra  êtr^  égal  à  toutes  les  avances  réunies  que  le 
prêteur  a  reçues  de  lui;  on  aura  dô&c 

ou,  en  calculant  la  SQmipe'de  la  progression  que  tbrmé 
'^  le^second  membre , 

-;    ^  C^*T-yj-^     ■      '    '     '     *■  .] 

équation  dans  Ja^pielle  op  pei^t  prendra  alternativement 
pour  inconnue  la  quantité  ji,  que  j'appellerai  le  prix  de 
l'annuité ,  parce  que  c'est  la  somme  qu'elle  représente; 
la  quantité  a,  qui  est  la  Quotité  de  FAnnuité;  la  quantité 
r ,  qui  est  le  taux  dé  l'intérêt ,  ^  enfin  la  quantité  a,  qui 
exprime  la  durée  de  l'annuité,  r     '     • 

Pour  trouver  cette  dernière,  il  faqt  nécesisairement 
recourir'aqx  logaritlune^  ;  on  déipge  d'abord  (  i  -f-  r)"^ 
ce  qui  donne' 
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et  en  prenant  les  logarithmes  ^  î}  vient 

r 

itl(i+r)=la— 1(«— ><F>, 
d'où 

_ia-^l(a-.^r) 

flÇi .  Pour  montrer  l'usage  des  formules  ci-dessuf, 
)e  les  appliquerai  à  la  question  suivante  : 

Trouver  quelle  somme  il  faut  donner  annuelfymenê 
pour  éteindre  en  iQans,  une  dette  de  loo  francs  avec  ses 
intérêts  pendant  ce  temps  yP  intérêt  annuel  étant  à  B^,  f. 

Dan»  cet  exemple,  on  connaît  les  quantités 

et  on  demande  l'ffiinuité  a;  réquatioa 

^z-     ■     M.     ûffi+r)» — iT 
.  '^ 

étant  résolue  par  rapport  à  ta  lettre  a^  donne 

_  Arji+rY 

Il  faut  mettre  dans  cette  expression  les  valeurs  des  lettres 
u^^  r  et  71^  et  pour  plus  de  facilité,  calculer  d'abord,  au 
moyendeslogaritlinieSy  la  quantité  (i+r)%  qui  re- 
'  vient  à  (H)"  ;  ^^  trouvera 

Au  moyen  à^  cette  valeur^  il  viendra 

^  _  1  GO .  >^  '.  1 ,7g586  _  5 . 1  >79986 
1,79586 — 1  o,79586   * 

et  en  évaluant  la  dernière  expression,  soit  immédiate-» 
xuent,  soit  par  les  logarithmes,  on  obtiendra 

a=:ii,38s6,: 
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il  fandra  donc  une  ibnuité  de  1  i^'^aS  pour  éteindre  en 
la  ans  le  capital  100'*^^  le  taux  annuel  d'intérêt  étant 
à  5  pour  J. 

a6a.  De  plus  grands  dét^ls  sur  ces  questions  pas- 
seraient les  bornes  que  je  me  suis  prescrites;  j'observerai 
seulement  que,  pour  comparer  la  taleurde  plusieurs 
sommes,  par  rapport  à  celui  qui  doit  les  payer  ou  les  re- 
cevoir, ilfautlesréduireàlamêmeépoque,  c'est-à-dire, 
cbercher  ce  qu'elles  donneraient  de  capital  à  une  même 
époque  «  Un  banquier ,  par  exemple ,  doit  une  somme  a 
payable  dans  n  années  ;  pour  s'acquitter ,  il  donne  un 
effet  dont  la  valeur  est  représentée  par  6,  et  doit  se 
^ayer  dans  p  années  ;  en  rapportant  la  première  sonmie 
au  momeqt  où  il  effectue  son  opération  ,^lle  ne  vaut  que 

'  >^,  parce  qu'elle  doit  être  considérée  comme  la 

valeur  primitive  dun  capital  devenu  a^  après  71  années; 
la  somme  b  ne  vaut,  parla  même  raison,  à  cette  époque 

b 

^"«  7 — ; — nS  •  la  différence 

(i  +  ry 


marquera  donc ,  suivant  qu'elle  sera  positive  ou  né- 
gative, ce  que  doit  donner  ou  recevoir  le  banquier  en 
retour  de  son  échange  ;  et  si  ce  retour  ne  pouvait  se  payer 
que  dans  un  nombre  q  d'années ,  en  désignant  par  c  sa 
valeur  au  moment  de  l'opération ,  il  deviendrait 

en  sorte  qu'il  térait  équivalent  à 
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Les  sommes  a ,  b A>  daa$  Iç  a"  â5g  ^  out  toutes? 

été  réduites  à  l'époque  où  devait  se  pa^çr  la  somme  ui  -^^ 
et  dans  le  numéro  aSo,  chacun  des  paiemens^  ai^si 
que  la  somme  ^  >  a  été  rapporté  à  Tépoqae  où  devait  se 
lenmner  rannuité. 


FIN. 
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ADDITION^ 


isfoie  indiquée  sur  la^pioige  iiQ^ 

D.         - 

^  IVsKumeli  àe  IVqtiMLoti  ^^iMks  ^p^Ârifient  MMofëdÎMesoBt,  ainai 

iMM'fVfi  -kvBLÎB  vt9é  plus  iMUt^  «t  eè  tÊkofem,  taM  f^aiirtl  tovjottm  exact» 
jpflM^  (|tt'U  Vagit  lèMâemeiii  4b  én&àxnt  «pae  ees  sotocioiis  ont  un 

%etts%tnsotAiiBA>fe,  ^tiu^^Meft  fésôlvitat  d«s  qoiMtioiu  analo^et  à  la 

^ot^wéè^  ilMià>fl  f  é  MMHfèat  ^kiàlfediiB  telMlkta  de  fovmer  oea  iqirei- 
tioDtj;  et  lasuiyaote ,  que  m'a  cbttiàÉMilfDiéo^Mi  N.  Branteis,  géB- 

'mhi^^âmlingaéi,  pcolewenr  li  rjûa^Je  d'jiitiileria  «jkMnytW,  m'« 
MBmhIe  )>Ia»  aîniplii  gw  lœllf  q^'«A  .tctyoye  dana  09s  £l4PieBa. 

;  «  U  ^«wc  j^u'lm  •doit  daavccv  de  réiioq«<$  «di  U  ,i{u<tcioa  du 
»  n<>  6S,  ridée  d«  dn^aot  «dei  toMiiers,  po«r  Jet  aiippBs^  en  rouie 

^.  d(Bpaia  ua  tea^  indéfini ,  et  ^'ea  con$^uence  il  faudrait  la 

.»  .po^r  ainsi  :  J?eux^ouriers  stdyentla  même  ro%i>èe  dan*  là  même 
»  s&if,  ti^ABC^page  gp);  après  qu'ils  ont  couru  chacun  un 

^  rgm;f^  itfuekioi%^néf  Vtth  He  troUiPè  en  fi  h  i^initàrk  &UPiautre 
»  est  enBf  on  connaît  leurs  vitesses  ^et  la  distance  AB  •'  onde* 
»  mande  -en  quel  point  de  la  route  ils  se  rencontreront  ?  1» 
€3t  énoncé  conduit  ^  la  mSême .  égnaiion  que  celui  du  n^  65; 

.mais  «dés  qu'on  établit  la  cohtinuîtë  du  mouyemènt,  ta  sotûtfofi 
»  né^atiye  ^explique  sans  'qu'il  «oit  nécessaire  de  changer  ta  direc-  - 
M  tion  de  Pun  des  couriers.  Eii  e^et«  puisque  leur  ùxotitemeiit  n'a 
»  point  èôinmencé  aux  pomts  ^  ^et  É^  maîs<qnê  tôtrs  dèùt,  avant 
V  Vuié^ïA  oh  on  les  siippo^  parvenus  ^  ces  poifits  ,  l^étaient  àé^k 
M  mus  de 'la  même  manièce  pendant  lin  leihpè  indéBiiii  eu  allant 

[»  de  Û  Vers  3^^  il  est  facile  de  conceTOÎr  qfaé  te  toutier  qui  de- 
»  Tance  à  ce  point  celui  qui  est  alors  en  j^,,  loquél  Va  moins  vite, 
»  a  dû ,  à  une  certaine  époque ,  se  trouver  ^  arrière  de  ^elai-cî , 
a»  et  le  rencontrer  avant  son  arrivée  au  point  A.  Le  signe  —  indiqiM 
n  alors  (comme  dans  fapplication  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  )  , 
»  qu'il  fant  prendre  la  distance  AB^  dans  le  sens  oppoaé  à  la  dis- 
»  tance  A  A  qu'on  a  regardée  comme  positive.  Le  changement  à 
9  faire  dans  Ténoncé,  pour  que  la  solution  négative  devienne  po- 
u  skive,  se  réduit  à  établir  que  les  couriers  ont  dû  se  rencontrer 
»  avant  d'arriver  au  point  A,  au  lieu  de  le  faire  après.  » 


r 


36o  NOTE. 

En  efibi»  qnaiMl  on  place  le  poini  t^  vaMttA  et  C\  an  lîea  dé 
le  mettre  entre  A  et  J?/  on  trowre  AB^  BBf -^  ABl  ;  d^oèil 
rësolte  rcqaationjr  —  jr  =sa,  an  lien  de  «— ^  :^«  <ja'on  aTsit 
obtenue  d'ahôrd  >  et  U  n*e<i  {nu  besoin  dé  changer  le  signe  de  c,  h 

seconde  équation  demeurant  7=^* 

M.  Fiançais  appUqile^  non  moins  lienrensement ,  ces  considén» 
tions ,  an  cas  du  n^  75  ,  en  remplaçant  les  conriers  par  des  mobiles 
soumis  à  un  monvement  continu  et  commencé  depuis  un  tempi 
indéfini.  Il.^once  -ainsi  le  problème  :  a  Deux,  mobiht  se  meKpesl 
«  Mtniformément  êur  la  même  'âtèUe  GB  (pag.  109)  »  Cun  ions 
»  la  direcdùn  BC ,  l'attire  dans  la  direotion^CR,  at^ec  des  vU^t^ 
»  données  ;  celui  qui  se  meut  dans  le  premier  sens ,  se  iroim 
»  en  B  y  un  nombre  connu  d'heures  auant  que  Vautre  ne  ont 
»  paniwm  en  A  ;  on  demande  en  quel  point  de  la  droite  indéfh 
%  nie  BC  se  fait  leur  rencontre?  . 

»  La  solution  â;=5-»  4^«  veut  dire ,  que  les  ^eox  mobiles  m 
»  sont  rencontrés  au  point  Ry  avant  que  celui  qui  Tient  de  Cvert  B, 
V  fût  arrivé  au  pointa,  et  que  le  second,  qui  Ta  de  B  ven  C,  UÛi 
»  au  point  C  oii  il  se  trouve  quand  Tantre  eéi  an  poioft  A^  » 

La  position  assignée  au  point  R  se  vérifie  en  observant  qn'îl  ea 
résulte  ACs=i  B€^^AB^=:cd — a  ,.  au  lieu  de  «4*  c<f  qu'on  irait 

obtenu  d'abord  rp"g*  ^08} ,  et  par  conséquent  ?  =:  — •  ,      '»■  » 

cqnation  qni  donne  x  =4S*  **** 

De  cette  manière ,  il  n'y  a  ancon  renversement  à  faire  au  seos 
du  mouvement  :  à  la  vérité  les  circonstances  matérielles  duproUème 
sont  changées  ;  et ,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut ,  cela  prouve  qoll 
existe  plusieurs  questions  physiques  correspondantes  aniç  nènef 
relations  mathématiques  :  mais  les  énoncés  ci-dessus  ont  l'aianta^ 
de  ne  pas  ]^lesser  la  loi  dé  continuité ,  et  se  rapprochent  ainsi  3e 
la  considération  des  lignes ,  qui  peint  de  la  manière  la  ploisiopk 
et  la  plus  générale ,  les  circonstances  du  changement  de  figne  àm 
grandeurs.  (  Voyez  le  Traité  élémentaire  de  Trigonomàrie  et 
d'application  de  l'Algèbre  a  la  Géométrie») 
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